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INTRODUCTION.  —  DÉFINITION  DE  LA  HASSE. 

1.  Nous  avons  établi  au  commencement  de  la  statique 
les  trois  principes  sur  lesquels  repose  la  dynamique,  et  des- 
quels on  peut  tirer  par  le  raisonnement  toutes  les  lois  géné- 
rales du  mouvement  des  systèmes  matériels.  Ces  trois  prin- 
cipes sont  : 

V  Le  principe  de  rinertiey  en  vertu  duquel  un  point  maté- 
riel ne  peut  de  lui-même  sortir  du  repos,  s'il  est  en  repos,  ni 
modifier  la  direction  ou  la  vitesse  de  son  mouvement,  s*il  est 
animé  d'un  certain  mouvement  dans  Tespace.  Ce  premier 
principe  conduit  à  la  définition  du  mot  force;  or  on  a  dér 
montré  en  cinématique  (I,  g  91)  que  le  mouvement  réel 
d'un  point  mobile,  pendant  un  temps  dt  très  court,  peut  être 
décomposé  en  deux  mouvements  rectilignes  simultanés,  Tun 
uniforme,  et  s'eflectuant  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
avec  la  vitesse  v  que  possède  le  mobile  au  commencement  de 
ce  temps  dt,  Tautre  uniformément  varié  et  ramenant,  avec 
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2  PRINCIPES 

une  cerlaine  accélération  totale;,  le  mobile  de  la  posiiion  fic- 
tive qu  on  lui  attribue  sur  la  tangente,  à  sa  position  vraie  sur 
la  trajectoire  ;  le  premier  mouvement  est  le  résultat  de  la  loi 
de  Tinerlie;  le  second  est  dû  à  Tinlervenlion  d'une  force; 
l'accélération  j  peut  être  prise  pour  la  mesure  de  cette  force, 
à  laquelle  on  attribue  pour  direction  la  direction  même  de 
celte  accélération. 

2""  Le  principe  de  Y  indépendance  de  V  effet  des  forces  les  unes 
à  regard  des  autres,  et  de  toutes  à  Tégard  du  mouvement 
antérieurement  acquis.  De  ce  principe  on  déduit  une  régie 
pour  déterminer  reiïet  produit  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement par  Tapplication  simultanée  d'un  nombre  quelcon- 
que de  forces  données,  connaissant  les  effets  partiels  de  cha- 
cune de  ces  forces  sur  le  point  matériel  partant  du  repos.  La 
régie  du  polygone  des  forces  est  un  corollaire  de  ce  second 
principe.  La  proportionnalité  déjà  admise  entre  les  forces  et 
les  accélérations  correspondantes  en  est  aussi  une  applica- 
tion :  car  si  la  force  /*  appliquée  à  un  point  M  produit  une  ac- 
célération ;,  n  forces  égales  à  /*,  appliquées  à  ce  point  suivant 
une  même  direction,  lui  imprimeront  chacune  une  accéléra- 
tion j,  et  ces  n  accélérations  j  se  composeront  en  une  seule, 
égale  à  leur  somme,  ou  à  nj^  laquelle  accélération  résulterait 
de  la  force  nf. 

y  Enfin,  le  principe  de  ï  égalité  de  V  action  et  delà  réaction. 
Ce  principe  groupe  deux  à  deux  toutes  los  forces  de  la  nature 
en  leur  assignant  dans  chaque  groupe  des  intensités  égales, 
et  des  sens  opposés  suivant  une  seule  et  même  direction.  Ap- 
pliqué à  un  système  en  particulier,  le  troisième  principe  per- 
met de  partager  les  forces  en  deux  grandes  classes,  les  forces 
extérieures  et  les  forces  intérieures  ;  celles-ci  sont  égales  et  op- 
posées deux  à  deux. 

Nous  développerons  dans  ce  volume  les  conséquences  de  ces 
trois  principes  relativement  au  mouvement,  de  môme  que  dans 
notre  tome  II  nous  en  avons  fait  ressortir  les  conséquences 
au  point  de  vue  de  l'équilibre.  Nous  verrons  que,  si  la  statique 
rentre  comme  cas  particulier  dans  la  dynamique  (II,  §9), 
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la  dynamique  peut  h  son  tour  Cire  ramenée  h  la  slQlique  par 
l'inlroduclion  dans  les  calculs  et  les  raisonnements  de  cer- 
taines grondcursqu'on  peutassimiteràdes  forces,  cl  qui  satis- 
font sur  le  système  en  mouvement  à  toutes  les  conditions  de 
l'équilibre. 

Dt^jA,  dans  le  dernier  livre  de  la  statique  (II,  g  265),  nous 
avons  fait  pressentir  qu'on  pouvait  appliquer  les  équations 
d'équilibre  aux  macbincs  à  l'état  de  mouvement  uniforme 
comme  si  ces  machines  étaient  en  repos.  Cette  extension  de 
ta  statique  est  légitime,  mais  elle  doit  être  démontrée,  et 
uous  la  généraliserons  de  manièreà  la  rendre  applicable  à  un 
système  matériel  animé  d'un  mouvement,  quel  qu'il  soit. 

XDOVEUEHT  DECTILIGHS  d'uH  POINT  lUTÉnlEL. 

2.  Si  pendant  un  temps  aussi  petit  qu'on  voudra,  un  point 
matériel  M  parcourt  upe  droite  AB,  fixe  dans  l'espace,  avec 
une  vitesse  constante  ti.  In  loi  de  l'inertie  indique  que  le  mou- 
vement de  ce  point  se  conserve  in- 
définiment,sans  altération  dedirec-     ~r~5~S 5" 

tion  ni  de  vitesse,  tant  que  le  point  Fis.  >- 

nest  sollicité  par  aucune  force.  Si 

donc  on  prend  pour  origine  un  point  0  quelconque  de  la 
droite,  et  qu'on  mesure  â  dilTérenls  instants  les  distances 
0M  =  «  du  point  mobile  à  cette  origine,  ces  distances  s  croî- 
tront proportionnellement  au  temps  t,  et  l'on  aura  entre  t  et  s 
la  relation 

oîi  l'on  suppose  que  le  temps  est  compté  ù  partir  du  passage 
du  mobile  au  point  0,  ou  bien 


si,  Porigine  du  temps  étant  quelconque,  le  temps  t^  défirjlt 
l'époque  du  passage  du  mobile  à  l'origine  des  espaces,  on 
.«nOn 
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siToncomptcle  tempsà  parlir  du  passage  du  mobue  an^point 

déiini  par  la  distance  s,. 

L'immobililô  du  point  est  un  cas  particulier  de  son  mouvc- 
menl  rectiligne  et  uniforme;  il  suflit  en  effet  de  faire  v  =  U 
dans  la  Iroisiâme  équation,  ce  qui  donne 


quantité  constante,  qui  indique  que  le  point  reste  en  repos. 
S.  Supposons  qu'un  point  matériel,  animé  k  un  certain 
instant  d'une  vitesse  dirigée  suivant  la  druile  AB,  soit  sollicité 
par  une  force  constance  F,  dirigée  suivant  culte  droite;  ad- 
mettons que  le  mouvement  du  point  s'effectue  de  gauche  à 
droite  et  que  la  furce  ¥  agisse  dans  celte  même  direction.  Le 
mouvement  du  point  sera  évidemment  rccliligne,  car  la  force 
qui  intervient  ne  tend  pas  à  le  faire  dévier  de  la  ligne  droite 
sur  laquL-lIe  l'inertie  tend  à  le  maintenir. 

Soil  C  la  position  du  point  mobile  à  l'inslant  donné,  et  soit 
V  sa  vitesse  au  même  instant.  Cherchons,  d'après  les  prin- 
cipes, ce  qui  se  passe  pendant  un  temps  dt  inliniment  petit. 
Si  à  cet  instant  la  force  F  était  suppriinée,  le  mouvement  du 
point  dcvicndiait  uniforme,  et  la  vitesse  v  se  conserverait  in- 
définiment en  vertu  du  premier  principe  ;  au  bout  de  l'in- 
tervalle do  temps  tri>s 
1 — 5 ii E — ^rp 5 — d"  court  dt,  le  point  mo- 
bile se  trouverait  donc 
nu  point  C,  après  avoir 
parcouru  une  distance  CC  =  vdt.  Mais  la  lorcc  F,  qui  agit  sur 
le  point  pend^nl  ce  temps  très  court,  lui  imprime  une  accé- 
lération j,  proportionnelle  à  sa  propre  itilcnsité,  et  lui  fait 
parcourir  (11,  g  3)  une  distance  C'G"=:  Jjrfl',  qui  s'ajoute  à 
ce,  en  vertu  du  second  principe.  Il  ràsulle  de  là  que,  pen- 
dant le  temps  dt,  l'espace  total  CC  décrit  par  le  point  sur  sa 
trajectoire  rectiligne  a  pour  valeur 

La  vitesse  f'  du  point  mobile  en  C,  c'est-à  dire  au  bout  du 


Fii-t 
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,  se  compose  (I,  g  28)  de  la  \itcssc  v  qu'il  avait  au 
point  C  et  que  l'inorlie  lui  conserve,  et  de  la  vitesse  ucqnise 
élémentaire,  jdt,  qui  est  due  à  l'inlervention  de  la  force. 
Nous  aurons  donc  la  seconde  équation 


(31 


■hjdl. 


II  no  s'agit  plus  que  d'étendre  ces  deux  équations,  qui 
supposent  le  temps  dl  inûnimcnt  petit,  à  une  durée  finie  ( 
quelconque. 

4.  Partageons  en  un  très  grand  nombre  n  de  parties  égales 
la  durée  (  qui  s'écoule  entre  le  passage  du  mobile  en  deux 
points  E  et  G  de  sa  trajectoire,  et  soit  dt  lune  de  ces  parties  ; 
soit  V,   la    vitesse  du  mobile  an  passage    en  E;   appelons 

„P r,_  ,,ti  Icsvitesscsau  bout  des  temps  d(,2(/(,5rf(..,; 

appelons  aussi  Sg,  j,,  s,,...s,  _i,s  les  distances  ùTorifiinc  0  du 
point  E  et  des  points  occupûs  par  le  mobile  au  bout  des 
mêmes  intervalles  de  temps;  nous  pourrons  appliquer  les  re- 
lations (i)  el  |2)  à  ibacun  de  ces  intervalles,  ce  qui  conduit 
aux  deux  groupes  d'équations  : 


G 


MOUYEMENT 


Faisons  la  somme  des  équations  du  premier  groupe  ;  il 
Tient 


i 


«  —  t.  =  (v,  +  ri  4- . . .  4-  V»  - 1)  X  rf/  +  s  ;  X 


ndt^. 


Mais  le  second  groupe  nous  donne  successivement  : 

ra  =  «•  +  ijdi, 
«3  =  V*  +  Zjdit 


enfin 
Donc 


ra-|  =  r,  +  {n  — i);cîr. 


»  =  r,  +  njdt. 


n  4- »!  + »t +•.+»»- i  =  V»  X  n  4- y<ttX  [1+2  4-. •.+(«  —  !)]. 

La  somme  1-H24-...  4-  (n  —  1)  des  (n  —  1) premiers  nom- 


bres naturels  est  égale  à 


,  fi  (n—i) 


;  donc  enfin 


r,  4-  r,  4-  r,  4-  . . .  +  »«  — I  =  r.  X  n  -i-jdt  X  ^^2- — 1, 

Remplaçant  dans  la  première  équation,  il  vient 

Nous  pouvons  remplacer,  dans  cette  équation,  le  produit  ndt 
par  le  temps  t: 

,-*.  =  M4.1y/«x(i-i)4-5;«ctt. 

équation  vraie,  quelque  petit  que  soit  le  temps  df ,  et  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  n;  elle  est  donc  encore  vraie  à  la 
limite,  quand  dt  devient  nul  et  n  infiniment  grand.  Elle  se  ré- 
duit alors  à 


P) 


en  supprimant  les  termes  infiniment  petits  ^-^  et  ^tdt  ;  c'est 
l'équation  définitive  du  mouvement  du  mobile,  et  on  peut  ob- 
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server  qu'elle  n'est  aulre  chose  que  l'équalion  (1),  relative  à 
un  temps  très  court,  étendue  sans  modification  à  une  durée 
finie  I. 

ILa  vitesse  v  au  point  C  est  donnée  par  l'équation 
(il  r  =  r.  +  «jdl  =  ,;+jl. 

qui  est  également  l'équation  (2)  étendue  à  un  temps  t  quel- 
conque. 
Nous  pouvons  donc  poser  ce  théorème  :  Le  mouvement  d'vn 
point  matériel  sollicité  par  une  force  constante  qui  agit  dansla 
direction  de  sa  vitesse  initiale,  est  un  mouvement  rectiligne  uni- 
formément varié;  l'accélération  de  ce  mouvement  est  proportion- 
miulle  à  {"intensité  de  la  force. 

Les  formules  de  ce  mouvement  sont 


l^ct  ces  équations  sont  générales,  moyennant  qu'on  donne  des 
■lignes  convenables  aux  quantités  t,  v  et  j. 

Le  mouvement  vertical  des  corps  pesants  fournit  ,',, 
l'I'exemple  le  plus  simple  de  l'action  d'une  force  con- 
■«tanle.  Soil  OA  la  verticale;  0  un  point  que  nouspren- 
ftdrons  pour  origine  des  s,  en  les  comptant  posilivement 
Mie  haut  en  bas;  un  point  matériel  Ï1,  abandonné  sans 
iTitesse  au  point  0,  tombera  en  suivant  la  droite  OA  ; 
K comptons  le  temps  t,  h  partir  du  départ  du  mobile  '"'"' 
EenO;  sa  vitesse  étant  nulle  à  cet  instant,  nous  aurons  à  la 


ret 


Appelons  enfin  g  l'accélération  parlicidière  produite  par  la 
Wfesanleur  agissant  sur  le  point  M;  les  équations  deviendront 
f'dans  ce  cas  particulier, 


=è.^. 


8  MOUVEMENT 

Nous  verrons  d'ailleurs  bientôt  qu'en  un  môme  point  du 
globe  Taccélération  g  est  la  même  pour  tous  les  corps 
(Cf.  I,  §  39). 


MOUVEMENT  PARABOLIOUE. 

5.  Supposons  que  le  point  mobile  soit  sollicité  par  une  rorcc 

F  donnée,  constante  et  constamment  paral- 
lèle à  une  direction  fixe,  mais  que  cette 
direction  ne  coïncide  pas  avec  la  direction 
de  la  vitesse  du  point  mobile.  Dans  ce  cas, 
le  mouvement  n'est  plus  rcctilignc,  car,  à 
chaque  instant,  la  force  tand  à  faire  dévier 
p.    ^  le  point  matériel  de  la  direction  que  lui 

conserverait  l'inertie. 
Examinons  encore  le  mouvement  élémentaire  pendant  un 
temps  dt  infiniment  petit. 

Soit  M  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t,  et  MT  la 
direction  de  sa  vitesse;  appelons  v  la  vitesse  que  possède  le 
mobile  à  cet  instant. 

Pendant  le  temps  dt,  le  mobile,  s'il  était  devenu  libre 
au  bout  du  temps  (,  se  serait  transporté  sur  la  tangente  MT 
à  une  distance  HM"=  vdt;  par  le  point  H"  menons  une  droite 
M'T,  parallèle  à  la  direction  constante  de  la  force;  imaginons 
qu'on  ait  déterminé,  par  une  expérience  directe,  Taccélération 
j  que  la  force  Fcommunique  au  point  mobile  partant  du  repos  ; 

formons  le  produit  ôjd^*;  prenons  enfin  une  longueur  M"M', 

égale  à  ce  produit,  et  nous  aurons  en  M'  la  position  vraie 
du  mobile,  telle  qu'elle  résulte  du  jeu  combiné  de  la  force  et 
de  l'inertie. 

La  vitesse  dn  mobile,  en  ce  point  M^  est,  en  grandeur  et  en 
direction,  la  résultante  de  la  vitesse  v  qu'il  possède  en  H,  et  de 
la  vitesse  acquise  élémentaire  j({(  que  lui  communique  la  force 
F,  parallèlement  à  sa  propre  direction  (I,§91).  Prenons  donc. 
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sur  une  parallèle  OC  à  MM"  (fig.  5),  une  longueur  OC^r; 
puis  sur  une  paialléle  à  M"F  une  longueur  CC'  ^jdt  ;  nous 
anrons,  en  joignant   OC,   une  droite   égale  et  parallèle  à 
la  vitesse  v'  du  mobile   à   son   passage 
eif  H'.  La  tangente  k  la  trajectoire  en  M'  'V-^ 

est  parallèle  à  OC,  et  la  vitesse  v'  est 
déterminée  en  grandeur.  On  pourra  donc 
répéter  la  môme  construction  au  point  M', 
et  trouver  la  position  et  la  vitesse  du  point  "^'  "' 

mobile  correspondantes  au  temps  l4-2(/(,  et  enfin  pousser 
cette  opération  aussi  loin  qu'on  voudra.  La  figure  suivante 
montre  la  suite  des  diverses  opérations  au  moyen  desquelles 
la  trajectoire  entière  peut  être  tracée  par  éléments  successifs. 

M,  position  du  mobile  h  un  certain  instant; 

Mp  M,,  M,,...  positions  successives  du  mobile  sur  sa  trajec- 
toire au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux  à  dt,  ^dt,  3(/r....; 


iO 
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WH^J  M/'M,,  M,"M,,...,  espaces  égaux  entre  eux,  tous 
parallèles  à  la  direction  de  la  force  F,  et  décrils  dans  le  temps 
dt  sous  l'action  de  cette  force  ;  ces  espaces  ramènent  le  point 
de  la  tangente  sur  la  trajectoire  ;  ils  ont  pour  valeur  commune 

OCD,  construction  auxiliaire  de  l'indicatrice  des  accéléra- 
tionç  totales,  donnant  les  grandeurs  et  les  directions  succes- 
sives des  vitesses  (I,  §  98)  ; 

OC,  droite  parallèle  à  la  tangente  MT  et  égale  à  la  vitesse  v 
au  point  H  ; 

CD,  droite  indéfinie,  parallèle  à  la  direction  de  la  force; 

CCp  C^C,,  C^G,,  ...,  longueurs  égales  kjdt; 

OC^,  OC,,  OC, ...,  droites  parallèles  aux  tangentes  à  la  tra- 
jectoire en  H^,  M„  M„  ...,  et  égales  aux  vitesses  du  mobile  à 
son  passage  en  ces  points. 

On  peut  comparer  cette  construction  à  celle  de  la  courbe 
des  ponts  suspendus  (II,  §  327)  ;  dans  les  deux  cas,  on  obtient 
pour  résultat  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  CD  ou 
à  la  direction  de  la  force. 

Pour  avoir  Téquation  de  la  trajectoire,  observons  d'abord 
qu'elle  est  plane  et  située  dans  un  plan  parallèle  à  la  direc- 
tion constante  de  la  force  F.  Prenons  dans 
ce  plan  deux  axes,  l'un  parallèle  à  la  force 
F,  l'autre  perpendiculaire;  puis  considé- 
rons un  élément  quelconque  MM'  de  tra- 
jectoire, décrit  pendant  le  temps  dt. 
r       Les  coordonnées  du  point  M  sont  x  et  y  ; 
les  coordonnées  du  point  H",  pris  sur 
la  tangente  à  la  distance  MM"  =  t;d(, 
sont  «  H-  (te  et  j/  -i-  dy.  En  effet,  projetons  MM"  sur  l'axe 

OX;  il  faudra  pour  cela  multiplier  par  -t-  ,  ce  qui  donnera 

dx 

^x  vdty  ou  dx,  en  observant  que  ds=vdt. 


"I 


p' 


Fig.  7. 
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Le  point  H\  position  efTectite  du  point  au  bout  du  temps  dt, 
a  pour  coordonnées 

i  ^ 
Sr  +  i/y  +  jrfV. 

en  s'en  tenant  aux  infiniment  petits  du  second  ordre. 
Donc  rf*x  =  0,  puisque  les  points  M'  et  M''  ont  même  abscisse 

0^,61 


Donc 


jdv = M'H" =!>««»• 


La  première  équation  (Px=0,  ou  ^=0,  nous  montre  que 

dz 

T-  est  une  constante,  et  x  une  fonction  linéaire  de  (  ; 

La  seconde,  ~f  =  j,  que  -^  est  une  fonction  linéaire  de  ty 

et  y  une  fonction  entière  du  second  degré  de  celte  variable. 
On  a  donc  à  la  fois  : 

x  =  a/  +  6, 

Oj  b^  Cj  f,  étant  des  constantes.  Éliminant  t  entre  ces  deux 
«équations,  on  obtient  Téquation  d'une  parabole  : 


UOUTEMEOT  QUELCONQUE. 

6.  Enfin,  supposons  que  la  force  soit  variable  à  chaque  in- 
stant en  grandeur  et  en  direction,  suivant  une  loi  donnée,  de 
telle  sorte  qu'à  tout  moment,  et  en  tout  point  de  l'espace,  on 
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en  connaisse  la  direction  et  Pintensité  :  la  construction  précé- 
dente pourra  encore  se  faire  éléments  par  éléments  ;  elle  dif- 
férera seulement  de  celle  qui  vient  d'être  indiquée,  en  ce  que 
Tindicatrice  des  accélérations  sera  généralement  une  ligne 
courbe  composée  d'éléments  inégaux  CC^,  C^C,,  C,C,, ...  res- 
pectivement parallèles  et  proportionnels  aux  espaces  élémen- 
taires M"M^,  M'\M,,  ^"J^%^  ••*  décrits  sous  Faction  de  la 
force  F. 

Lorsque  la  force  F  varie  d'une  manière  continue,  en  gran- 
deur et  en  direction,  le  mouvement  du  point  mobile  pendant 
un  temps  suffisamment  court  est  sensiblement  un  mouvement 
parabolique,  puisque  pendant  ce  temps  les  variations  de  di- 
rection et  de  grandeur  de  la  force  F  sont  négligeables.  On 
peut  donc  regarder  tout  mouvement  d'un  point  matériel  sol- 
licité par  une  force  qui  varie  d'une  manière  continue,  comme 
une  succession  de  mouvements  paraboliques  s'effectuant  cha- 
cun pendant  une  durée  très  petite. 


r£Fir(rnoM  de  la  masse. 

7.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  mouvements 
d'un  même  point  matériel  sous  l'action  de  forces  qui  pouvaient 
être  différentes.  La  notion  de  masse  est  nécessaire  pour  com- 
parer entre  eux  les  mouvements  de  points  matériels  dilTé- 
rents. 

Le  second  principe  ramène,  comme  on  Ta  vu,  la  délermi- 
nation  du  mouvement  d'un  point  donné  M  à  celle  de  l'accélé- 
ration j  que  lui  communique  la  force  F,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  la  détermination  de  la  vitesse  que  la  force  F  impri- 
merait au  point  M  partant  du  repos,  si  elle  agissait  sur  lui 
pendant  l'unité  de  temps,  dans  une  direction  constante.  Alors, 
en  effet,  le  mouvement  du  point  est  défini  par  les  équations 


et  la  seconde  donne  v=j  quand  on  j  fait  t  =  1 . 

Connaissant  l'accélération  j  correspondante  à  une  force 
donnée  F,  il  sera  facile  d'avoir  l'accéliiralion  j'  communiquée 
au  même  point  par  une  autre  force  donnée,  F',  car  les  forces 
F  et  F'  sont  entre  elles  comme  les  accélérations  j  cl/;  on  aura 
donc  la  proportion 


par  suite 


L'accélération/  est  ainsi  entièrement  connue  dés  qu'on  con- 
oait  raccëlëralion  j  et  le  rapport  des  forces  F'  et  F. 

8.  Celte  proportion  peut  s'appliquer  à  ta  pesanteur. 
Appelons  P  le  poids  du  point  matériel  M;  déterminons, 
par  une  expérience  directe,  l'accûlération  g  que  cette  force 
de  P  grammes  communique  au  point  tombant  librement  dans 
le  vide,  c'est-à-dire  la  vitesse  que  le  point  pesant  acquiert  au 
bout  de  ta  première  seconde  de  sa  cbute.  L'accélération;,  qui 
correspond  à  la  force  F  évaluée  de  môme  en  grammes,  sera 
donnée  par  ta  proportion 


1  = 


p" 


F 

ou  par  l  équation  j  i^  g  x  r- 

La  force  F  serait  de  môme  donnée  en  fonction  de  l'accéléra- 
tion ;  par  la  formule  F  ^P  x  -. 

9.  Deux  points  matériels,  M  et  M',  sollicités  par  une  mémo 
force  F,  prennent  génératumeut  des  accélérations  diftérentcs. 
Si  ces  deux  points  prennent  une  même  accélération  sou^ 
l'action  d'une  mâme  force,  ils  prendront  aussi  des  accéléra- 
lions  égales  sous  l'action  de  deux  autres  forces  égales,  quelles 
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que  soient  ces  forces  ;  au  point  de  vue  mécanique,  on  pourra 
donc  les  regarder  comme  des  points  identiques  ou  équivalents  ^ 
Deux  points  matériels  qui  ont  des  poids  ^aux  sont  dans  ce^ 
conditions,  et  il  parait  évident  à  ifriorï  que  deux  corps  ^€^ 
poids  égaux  acquièrent  en  tombant  librement  les  mêmes  \\^^ 
tesses;  Texpèrience  confirme  d'ailleurs  cette  supposition. 
Une  même  force,  égale  au  poids  commun  de  ces  deux  corps, 
produit  sur  eux  des  accélérations  égales;  \ iquimalente  des 
deux  points  matèrielSt  au  point  de  vue  mécanique,  est  ainsi 
constatée. 

10.  Passons  à  la  comparaison  des  accélérations  j  et  /, 
communiquées  à  deux  points  M  et  M' par  une  même  force  F, 
lorsque  les  poids  P  et  F  de  ces  deux  points  matériels  ne  sont 
pas  égaux. 

Admettons  que  les  poids  P  et  P'  soient  entre  eux  dans  le 

rapport  de  deux  nombres  entiers,  n  et  n\  de  sorte  qu'on  ait 

P  =  np  et  P'  =  n'p.  Nous  pourrons  regarder  le  point  M  comme 

formé  par  la  réunion  de  n  points  matériels  ayant  le  même  poids 

p,  et  équivalents  au  point  de  vue  mécanique.  Le  point  M'  sera 

de  même  formé  par  la  réunion  de  v!  points  matériels  de 

poids  p,  équivalents  entre  eux  et  aux  n  premiers.  Partageons 

de  plus  la  force  F,  appliquée  au  point  H,  en  n  forces  égales, 

et  l'autre  force  F,  appliquée  au  point  M',  en  vl  forces  égales  ; 

F  F 

posons  enfin  f=-  et  ['=-,• 

Nous  pourrons  considérer  chacun  des  n  points  p  qui  com- 
posent le  point  H  comme  sollicité  par  une  force  f,  et  chacun 
des  n'  points  p  qui  composent  le  point  n'  comme  sollicité  par 
une  force  f\  chaque  point  du  premier  groupe  recevra  de  la 
force  f  une  même  accélération  j,  qui  sera  donnée  par  Téqua- 
tion 

et  qui  sera  Paccélération  du  point  matériel  M  tout  entier  ;  g  re- 
présente ici  Taccélération  que  la  pesanteur  imprime  à  un  point 
matériel  de  poids  p.  De  mfime  chacun  des  points  du  second 
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groupe  receirra  de  la  force  f  une  accélération  /  donnée  par 
l'équation 

et  cette  accélération  appartiendra  au  point  matériel  H'  tout 
entier. 

L'accélération  9  est  la  même  dans  les  deux  équations,  puis- 
que dans  les  deux  cas  il  s'agit  d'un  point  matériel  de  poids  p, 
ou,  en  d'autres  termes,  du  même  point  matériel. 

Divisant  l'une  par  l'autre  ces  deux  équations*  il  viendra 

OU  bien 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Le»  accélérations  quune  même  farce  imprime  à  deux  points 
matériels  de  poids  différents  sont  réciproquement  proportion- 
nelles à  ces  poids  ;  proposition  qu'on  étendrait  facilement,  par 
les  procédés  connus,  au  cas  où  les  poids  P  et  F  n'auraient 
pas  de  commune  mesure. 

11.  Supposons  en  troisième  lieu  que  deux  points  M  et  M', 
dont  les  poids  sont  respectivement  égaux  à  P  et  à  P,  soient 
sollicités  par  deux  forces  différentes  F  et  F';  appelons;  et  j' 
les  accélérations  que  ces  forces  impriment  respectivement 
à  ces  deux  points.  Nous  trouverons  facilement  le  rapport  de 
ces  accélérations  en  faisant  intervenir  un  troisième  point  M", 
qui  aurait  le  même  poids  P  que  le  point  M,  et  qui  serait  sou- 
mis, comme  le  point  M\  à  l'action  de  la  force  F'  ;  soit/*  Tac- 
célération  que  cette  force  F'  lui  communiquerait. 

Les  deux  points  M  et  M",  ayant  des  poids  égaux,  sont  iden- 
tiques au  point  de  vue  de  la  mécanique,  et  peuvent  être  con- 
sidérés comme  un  seul  et  même  point,  qui  serait  soumis 
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successivement  à  la  force  F  et  à  la  force  P  ;  on  a  donc  la  pro- 
portion 

1-L 

,7/  ~  F'  •    . 

Les  deux  points  M'  et  M\  soumis  à  une  même  force  F',  ont 
des  poids  différents  P,  F;  on  peut  donc  leur  appliquer  (g  10/ 
la  proportion  qui  vient  d'être  démontrée  : 

Multipliant  membre  à  membre,  f  s'élimine  cl  il  vient 


7'""  F'P 


(Il 


d'où  résulte  le  théorème  : 

htt  accélérations  communiquées  à  deux  points  matéiiels  diffé- 
rents par  deux  forces  quelconques^  sont  proportionnelles  aux 
rapports  de  chaque  force  au  poids  du  point  qu'elle  sollicite. 

12.  Appliquons  ce  théorème  à  la  chute  des  corps  graves. 

Dans  ce  cas,  la  force  F,  qui  sollicite  le  point  H,  est  égale  au 

poids  P  ;  la  force  F'  qui  sollicite  le  point  M'  est  égale  au 

F  F' 
poids  F  ;  les  rapports  g,  p  sont  donc  tous  deux  égaux  à  Puni  té, 

et  par  suite  j  =j'.  V  accélération  communiquée  par  la  pesanteur 
à  tous  les  corps  est  donc  constante  :  jusqu'ici  nous  Pavions  re- 
gardée comme  pouvant  varier  avec  le  poids. 

L'expérience  vérifie,  en  effet,  qu'en  un  mime  lieu  du 
globe  terrestre  tout  corps  tombant  dans  le  vide  acquiert  des 
vitesses  égales  au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux,  de  sorte 
qu'au  bout  de  la  première  seconde  de  sa  chute  il  possède  une 
vilesse  parfaitement  déterminée;  en  d'autres  termes,  la  pe- 
santeur communique  à  tous  les  corps  pesants  tombant  libre- 
ment dans  le  vide,  en  un  même  lieu  de  la  terre,  une  accéléra- 
tion g  constante.  L'accélération  9,  que  nous  supposions  tout 
à  Pheure  déterminée  spécialement  pour  un  point  matériel 
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particulier»  a  la  in£me  valeur  pour  tous  les  points  matériels 
placés  dans  les  mêmes  conditions  géograpliiques ;  au  niveau 
de  la  mer  et  à  la  latitude  de  Paris,  on  a  trouvé,  par  l'obser- 
vation, que  g  est  égal  à  9^,8088  ;  de  sorte  que  tout  corps  pe- 
sant, abandonnée  lui-même  et  tombant  dans  levidâj  acquiert 
au  bout  de  la  première  seconde  de  sa  chute  une  vitesse 
de9-,8088. 

La  restriction  relative  au  vide  a  pour  objet  d'éliminer  la  ré- 
sistance de  Tair,  qui  retarde  le  mouvement  du  corps  pesant, 
et  cela  d'autant  plus  que  le  corps  présente  au  fluide  une  plus 
grande  surface  transversale  et  qu'il  est  animé  d'une  vitesse 
plus  considérable,  et  aussi  de  supprimer  la  poussée  exerct'^e 
par  l'air  sur  le  corps  en  repos,  et  en  vertu  de  laquelle  cer- 
tains corps,  les  corps  légers,  semblent  n'être  pas  soumis  à 
l'action  de  la  pesanteur  (II,  §  150).  On  atténue  ces  deux 
perturbations  en  opérant  sur  un  corps  d'un  poids  spéci- 
fique très  grand  et  de  dimensions  très  petites,  et  surtout  en 
diminuant  le  plus  possible  la  vitesse  du  mouvement  qu'il 
s'agit  d'étudier.  On  y  parvient  à  Taide  de  certains  artifices. 
Galilée  employait  à  cet  effet  un  plan  incliné;  la  machine 
d'Atwood  a  aussi  pour  objet  de  ralentir  le  mouvement  de  des- 
cente d'un  corps  pesant,  de  manière  à  faciliter  l'observation  de 
son  mouvement  et  à  rendre  la  résistance  de  Tair  négligeable. 
La  reslriclion  relative  à  la  latitude  et  à  l'altitude  du  lieu  où  se 
fait  Texpérience  est  justifiée  par  les  variations  de  la  pesan- 
teur avec  ces  deux  coordonnées  géographiques  ;  nous  savons  en 
effet  (II,  g  165)  que  la  pesanteur  n'est  pas  la  môme  à  toute 
distance  du  centre  du  globe,  et  nous  verrons  plus  loin  qu'elle 
varie  aussi  avec  la  dislance  à  l'axe  de  la  Terre.  Tant  que  la 
détermination  du  poids  au  moyen  des  balances  a  pour  unique 
objet  de  déterminer  la  mesure  de  la  quantité  de  matière  con- 
tenue  dans  un  corps^  ces  restrictions  sont  inutiles,  puisque  les 
mêmes  altérations  portent  à  la  fois  sur  le  corps  pesé  et  sur  les 
poids  qui  lui  font  équilibre  (II,  g  155).  Il  n'en  est  plus  de  même 
quand  il  s'agit  d'évaluer  une  force.  La  pesanteur  variant  d'un 
lieu  à  l'autre,  le  poids  marqué  un  gramme  transporté  en  di- 

in.  —  lie.  coLUC!ioi.  3 
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vers  lieux  correspond  h  des  forces  différenlcs  ;  pour  emp&'S^ 
loute  confusion  dans  la  mesure  des  forces,  il  est  donc  néces- 
saire de  dire  en  quel  lieu  on  suppose  faite  l'évaluation  des 
forces  en  unités  de  poids.  Convenons  ici  que  l'unilé  servant  à 
mesurer  les  forces  sera  la  force  représenlùe  par  l'unité  de 
poids  à  Paris  et  au  niveau  de  la  mer  ;  celte  convention  n'est 
pas  nécessaire  dans  la  vie  pratique  et  dans  les  applications 
ordinaires,  parce  que  les  variations  de  la  pesanteur  sont  en 
réalité  1res  faibles. 
13.  Reprenons  notre  proportion 


dans  laquelle  F  et  F'  sont  des  forces  données  en  unités  de 
poids,  cl  P  et  P'  les  poids  des  deux  points  matériels  M  et  U'. 
Supposons  que  le  point  M'  soit  sollicité,  à  Paris  et  au  niveau 
de  la  mer,  par  la  pesanteur;  la  force  F'  qui  agira  sur  lui  sert 
égale  à  son  poids  P'  ;  en  même  temps  l'accélération  j' sera  égale 
a  9  ;  et,  par  suite,  nous  aurons  la  relation 


équation  que  nous  avions  déjà  rencontrée  plus  haut  {g  8),  mais 
fpie  nous  ne  pouvions  appliquer  alors  qu'a  un  point  matériel 
en  particulier,  tandis  qu'elle  s'applique  maintenant  à  un  point 
matériel  quelconque,  et  constitue  un  théorème  tout  à  fait  gé- 
néral. 

P  p 

Le  rapport  -,  et  plus  généralement  le  rapport  égal  ^,  de 

la  force  à  l'accflération  qu'elle  communique  â  un  point  maté- 
riel, rapport  constant  pour  un  même  point,  estnomméen  nié- 
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canique  la  masse  du  point;  en  le  désignant  par  m,  on  a 
Péqaation 

et  l'on  peut  dire  que  la  force  a  pour  mesure  le  produit  de  la 
masse  du  pomt  auquel  elle  est  appliquée  par  V accélération  qu^elle 
Itâ  communique. 

La  masse  est  un  coefficient  spécial  à  chaque  point  matériel. 
Pour  la  déterminer,  on  doit  prendre,  k  Taide  des  balances, 
le  poids  P  du  point,  sous  la  latitude  de  Paris  et  au  niveau 
de  la  mer,  puis  diviser  ce  poids  par  le  nombre  9,8088, 
valeur  correspondante  de  Taccélération  g  ;  le  quotient  sera  le 
nombre  m  ;  le  point  conservera  ce  coefficient  quelque  part 
qu'on  le  suppose  placé.  On  voit  que  la  masse  d'un  point  est 
proportionnelle  au  poids  de  ce  point  déterminé  par  une  pesée 
faite  à  Paris;  les  masses  des  deux  points  sont  donc  entre  elles 
comme  les  poids  de  ces  deux  points  en  vn  même  lieu  du 
globe,  ou  enfin  comme  les  quantités  de  matière  que  ces  points 
renferment  (II,  g  155)  ;  la  masse  Sun  point  eft  par  suite  pro- 
portionnelle à  la  quantité  de  matière  constituant  ce  point  ;  c'est 
à  proprement  parler  la  mesure  de  celte  quantité. 

La  masse  d'un  système  matériel  est  la  somme  des  masses  de 
chacun  des  points  qui  le  composent,  et  mesure  par  conséquent 
la  quantité  de  matière  qui  y  est  contenue. 

L'équation  F =m;  montre  encore  que  le  coefficient  m  est 
^al  à  l'unité,  quand  F  et  j  sont  tous  deux  exprimés  par  un 
même  nombre;  la  masse  1,  ou  l'unité  de  masse,  est  donc  la 
masse  du  corps  qui,  sous  la  latitude  de  Paris  et  au  niveau  de 
la  mer,  a  un  poids  égal  à  9,8088  unités  de  poids. 

On  voit  aussi  que  le  point  qui  pèse  P  à  Paris  et  au  niveau  do 

p 
la  mer,  et  qui  a  pour  masse  ^-07x00  »  posé  sans  vitesse  sur 

if,oUoo 

une  table  fixe  dans  un  lieu  où  raccélération  due  à  la  pcsan* 
leur  est  9^,  exercera  sur  cette  table  une  pression  égale  h 
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laijuellc  |)eut  Cire  égale,  inlérJeure  ou  supérieure  à  P,  suîvan 
que  racccléralion  g'  est  ôgalc,  inférieure  ou  supérieure  à 
9,8088. 

L'élude  des  variations  de  la  pesanteur  avec  la  lalif  udc  cl  l'al- 
lîtude  peut  donc  être  ramenée  à  celle  des  variations  de  l'accé- 
léra lion  g. 
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14.  L'incriie  de  la  matière  se  manifc^lc  toutes  les  fois 
qu'on  cherche  h  faire  sortir  un  corps  du  repos  pour  lui  com- 
muniquer un  mouvement,  ou  à  modilier  l'état  de  mouvement 
d'un  corps,  soit  qu'on  veuille  le  ralentir,  l'accélérer,  ou  en 
chan;>cr  la  dlrcclion. 

L'inertie  ne  permet  pas  à  un  corps  de  changer  instantané- 
ment  dcvitesse.  Si  à  deux  intervalles  de  temps,  si  rapprochés 
qu'ils  soient,  on  constate  pour  le  cor|is  des  vitesses  différentes, 
on  est  certain  que  le  corps  a  passé  dans  l'intervalle  de  ces 
deux  instants  par  tous  les  ëlats  de  vitesse  intermédiaires, 
comme  direction  et  comme  grandeur,  ce  qu'on  exprime  eu 
disant  que  la  vitesse  d'un  corps  varie  d'une  manière  con- 
tinue. 

La  théorie  rend  compte  de  ces  phénomènes  qu'on  peut  ol>> 
server  chjquc  jour.  La  vitesse  v  d'un  point  matériel  à  un  cer- 
tain instant  se  compose  avec  la  vitesse  acquise  élémentaire 
jdt  pour  produire  U  vitesse  tf  au  bout  d'un  intervalle  de 
temps  é{;ai  à  dt. 

Or  l'accélération  ;  s'obtient  en  divisant  la  force  F  par  la 
masse  m  du  point  matériel.  La  force  F  est  une  quantité 
finie,   du  même  ordre  de  grandeur  que  la  masse  m  ;   le 

p 
quotient  -  est  un  nombre  fini  qui,  multiplié  par  dt,  devient 

infiniment  pi'Iit  par  rapport  à  la  quantité  linie  v.  La  vitesse  v' 
diflère  donc  infiniment  peu  de  v,  tant  en  grandeur  qu'en  di- 
r>:ction.  Pour  qu'il  en  fOI  autremeni,  il  faudrait  que  la  force 
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F  fût  infiniment  grande  par  rapport  à  la  masse  m,  ce  qui  n'est 
pas  admissible. 

On  voit  de  plus  que  le  quotient;  est  d'autant  plus  petit,  à 
égalité  de  forées^  que  la  masse  du  point  mobile  est  plus  grande , 
de  sorte  que  l'innuence  de  la  force  sur  les  variations  de  la 
vitesse  est  d'autant  moindre  que  la  masse  est  plus  considé- 
rable ;  à  ce  point  de  vue  la  masse  peut  être  appelée  un  coef- 
ficient d^inertie. 

Supposons  qu'un  train  de  chemin  de  fer  parte  d'une  station 
où  il  était  en  repos  ;  sa  vitesse  s'accélère  graduellement  jus- 
qu'à une  vitesse  maximum  qu'il  conserve  pendant  un  certain 
parcours  (abstraction  faite  des  variations  de  marche  dues  à 
diverses  circonstances,  par  exemple  aux  déclivités  delà  voie), 
puis  le  mécanicien  commence  à  ralentir  le  mouvement,  et 
prépare  ainsi  l'arrêt  à  la  station  suivante.  Si  V  est  la  vitesse 
maximum  de  la  marche,  les  vitesses  successives  du  train  ont 
passé  de  0  à  V  dans  la  première  période,  elles  ont  conservé  la 
valeur  V  dans  la  seconde,  et  enfin  elles  ont  varié  de  V  à  0  dans 
la  troisième.  Supposons  que  la  première  et  la  dernière  période 
aient  duré  chacune  t  secondes  :  \  accélération  tangentieUe 
moyenne  pendant  la  première  période  s'obtiendra  en  divi« 
santVpar/;  elle  sera  nulle  pendant  la  seconde;  enfin  pen- 
dant la  dernière  période,  elle  sera  négative  et  égale  en  moyenne 

V 

à  —  j.  La  première  période  est  celle  pendant  laquelle  la 

force  de  traction  l'emporte  sur  les  résistances;  dans  la 
seconde  il  y  a  équilibre  entre  ces  deux  forces  ;  dans  la  troi- 
sième, les  résistances  doivent  remporter  sur  la  force  de  trac- 
tion, et  si  la  suppression  de  celle-ci  ne  suffit  pas  pour  que 
le  train  s'arrête  dans  le  temps  voulu,  on  augmente  les  résis- 
tances en  renversant  la  vapeur  ou  en  calant  les  roues  au 
moyen  des  freins. 

L'inertie  se  manifeste  pendant  ces  diverses  périodes  sur 
les  personnes  et  les  objets  placés  dans  les  vvagons.  lies 
voyageurs  du  train  sont  généralement  entraînés  par  la 
simple  adhérence  développée  entre  chacun  d'eux  et  le  banc 
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sur  lequel  il  est  assis.  L'inertie  tend  donc  à  incliner  en 
arrière  de  la  marche  le  buste  de  chaque  voyageur  quand  la 
vitesse  du  train  augmente,  et  à  l'incliner  en  sens  contraire 
quand  elle  diminue  ;  si  le  train  parcourt  une  courbe,  l'inertie 
tend  à  entraîner  les  wagons  en  dehors  de  la  voie,  tendance 
que  Ton  corrige  en  inclinant  le  profil  transversal  de  la  voie  vers 
le  centre  de  la  courbe.  Plus  Taugmentation  ou  la  diminution 
'  de  vitesse  est  rapide,  plus  Tinclinaison  des  voyageurs  vers 
Tarrière  ou  vers  Tavant  du  train  se  manifeste  avec  évidence, 
et  quand  un  arrêt  brusque^  du  train  se  produit,  tous  les  voya- 
geurs et  tous  les  objets  transportés  sont  violemment  projetés 
vers  l'avant. 


*  Par  arrêt  brusque  nous  entendons  ici  un  arrêt  qui  s'opère  dans  un  temps 
très  court,  et  non  un  arrêt  instantané.  Nous  venons  de  TOir  en  effet  que  les 
variations  de  la  vitesse  sont  toujours  ^adueUes. 


15.  Tous  les  théorèmes  dômonirés  en  cinëmaliquc  pour  le 
mouvement  d'un  point  maléricl  ont  en  dynamique  une  inler- 
prétalion  qui  résulte  immédiatement  de  l'égalité 


posée  dans  les  paragraphes  précédents.  Cette  égalité  nous  ap- 
prend en  effet  qu'en  multipliant  l'accéléralion  totale  j  d'un 
point  matériel  libre,  par  la  masse  m  de  ce  point,  on  obtient 
pour  produit  la  mesure  de  la  force  F,  qui  communique  au 
point  cette  accélération.  Nous  savons  d'ailleurs*  (g  1)  que  la 
force  F  coïncide  en  direction  eten  sens  avec  l'accélérationj; 
qu'enfin,  si  l'accélération  j  est  la  résultante  de  plusieurs  accé- 
lérations j„j,,...,  j,,  la  force  F  est  pareillement  la  résultante 

des  forces  /'„/', /",,  respectivement  égales  à  m;„  mj^, .,.,  mj,, 

et  appliquées  suivant  les  directions  mêmes  des  accélérations 
composantes. 

A.  toute  décomposition  de  l'accélération  totale  correspond 
par  suite  une  décomposition  analogue  de  la  force  F.  Nous 
pouvons  faire  deux  applications  principales  de  celte  re- 
marque  : 


SI  ÉQUATIONS 

1*  On  a  vu  (I,  g  95)  que  Taccélération  totale  j  est  dé- 
composable  en  deux  accélérations,  Tune  tangentielle,  l'au- 
tre centripète  ;  la  première  a  pour  mesure  -^  ou   la  vitesse 


V* 


de  la  vitesse  (I,  g  31  )  ;  la  seconde  a  pour  mesure  —,  p  étant 

le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

La  force  F  est  de  même  dëcomposable  en  deux  forces,  Tune 
tangentielle,  que  nous  désignerons  par  F|,  et  l'autre  nor- 
male, F.;  la  première  est  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement, 
et  est  égale  au  produit  de  Taccéléralion  tangentielle  par  la 
masse,  ou  à 

la  seconde,  dirigée  suivant  la  normale  princîpcle  vers  le  centre 
de  courbure  (I,  g  96),  est  égale  au  produit  de  Taccélération 
normale  par  la  masse,  ou  à 

m-. 

P 

2*  Nous  pouvons  encore  décomposer  raccéléralion  totale;, 
parallèlement  à  trois  axes  fixes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 
(I,  g  99),  auxquels  on  rapporte  le  mouvement  du  point 

d^x  dHi  (t^ 

mobile.  Les  composantes  ;,  =^> •''"dT** ^'  ~dî*"  ^^^^  ^^^ 

accélérations  des  mouvements  projetés. 

La  force  F  peut  de  même  être  décomposée  parallèlement 
aux  trois  mômes  axes,  et  chaque  composante  sera  égale  au 
produit  de  raccélération  correspondante  par  la  masse,  de  sorte 
que  si  X,  Y,  Z  désignent  les  trois  composantes  de  la  force  F, 
on  aura  les  relations  : 

^-'"sï'    ^-'»j£i'    ^="'5r*- 

Lorsque  le  mouvement  s*opère  dans  un  plan,  on  peut  pren- 
dre dans  ce  plan  deux  des  axes  coordonnés,  OX  et  OY,  et  dé- 


Cela  rcvicnl,  en  circt,  à  admettre  un  troisième  aitcOZ,  per- 
pendiculaire aux  deux  premiers,  et  sur  lequel  les  projec- 

lions  Z  et  -j-^  sont  nulles  à  la  fois  ;  la  troisième  équation  dif- 
férentielle du  mouvement  se  réduit  alors  à  une  identité. 


APFUUTIOKS. 

l(ï.  Reprenons  le  problème  du  mouvement  parabolique 
^déj^traité,  g5. 

Un  point  matériel  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  avec  une  vi- 
Itesfe  V  donnée,  et  dans  une  direction  faisant  un  angle  a  avec 
fkoriion.  Déterminer  sa  trajectoire  el  la  loi  de  son  mouvement . 

Nous  appliquerons (I  ce  problème  la  décomposition  du  mou- 
Kfement  et  des  forces  suivant  trois  axes  rectangulaires  fixes. 

Soit  0  ((ig.  8)  la  position  du  point  au  moment  où  il  est  aban- 
donné à  l'action  de  la  pesanteur  ;  soit  OA  la  direction  de  sa  vi- 
tesse initiale,  V;  elle  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  a 
donné.  Par  celte  droite  OA  faisons  passer  un  plan  vertical 
ZOX;  nous  prendrons  pour  axe  OX  une  droite  tiorizontale 
menée  dans  ce  plan,  pour  axe  OZ  une  verticale,  et  pour  axe 
OY  une  perpendiculaire  au  plan  ZOX.  En  quelque  point  de 
l'espace  que  se  trouve  le  mobile,  il  sera  sollicité  par  une 
force  unique,  la  pesanteur,  qui  est  parallèle  à  l'axe  OZ,  et 
dirigée  dans  le  sens  ZO.  La  force  totale  F  qui  agit  sur  lui  esl 
donc  égale  à  mg,  en  appelant  m  la  masse  du  point  ;  elle  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  l'axe  OZ,  et  les  projections  sur 
les  deux  autres  axes  sont  nulles.  On  a,  en  délinitive, 
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en  donnant  une  valeur  négative  à  la  composante  Z,  parce 
qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  négatif  des  coordonnées  %. 

Les  équations  du  mouvement  projeté  sur  les  trois  axes 
seront  donc 

ou  bieut  en  supprimant  le  facteur  m, 

Ces  équations  nous  montrent  que  les  accélérations  des  mou- 
vements projetés  sur  les  axes  OX  et  OY  sont  toutes  deux  égales  è 

zéro;  donc  les  vitesses  de 
ces  mouvements  sont  coth 
stantes  et  les  mouvements 
eux-mêmes  sont  uniformes 
(I,  §  35).  Décomposons  la 
vitesse  initiale  V  suivant 
les  trois  axes;  la  compo- 
Fig.  8.  santé  suivant  OX  est  égale 

&  OB  ;  suivant  OY  elle  est 
nulle  ;  enfin,  suivant  OZ,  elle  est  égale  à  OC.  Le  mouvement 
projeté  sur  OX  s'eflectuera  donc  avec  une  vitesse  constante 
représentée  par  OB,  et  le  mouvement  projeté  sur  OY  s'effec- 
tuera avec  une  vitesse  constamment  nulle,  ce  qui  montre  que 
la  projection  du  point  restera  immobile  au  point  0  :  le  point 
ne  sortira  pas  du  plan  vertical  ZOX  dans  lequel  son  mou- 
vement était  contenu  à  l'origine. 

Les  composantes  OB,  OC  de  la  vitesse  initiale  sont  respecti- 
vement égales  à  Vcosa  et  à  Vsina.  Intégrons  les  équations 
différentielles  en  admettant  qu'on  compte  le  temps  à  partir 
du  passage  du  mobile  au  point  0.  Il  viendra  pour  équations 
définitives  : 

(1)  £  =  Slcosa, 

P)  »  =  V/sina— 5^<». 
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emouvetnent  réel  du  poinl  esl  le  résullat  de  la  compo- 
sition de  deux  mouvements  reclilignes  simultanés.  I'ud  uni- 
forme suivant  OX  cl  dcllni  par  l'équation  (1),  l'autre  uni- 
formément varié  suivant  OZ  et  défini  par  l'équation  (3).  On 
obtiendra  la  trajectoire  en  attribuant  successivement  à  l  dif- 
férentes valeurs,  et  en  construisant  pour  chacune  les  valeurs 
eimiillanées  des  coordonnées  x  et  z.  Nous  avons  vu  plus  haut 
que  la  courbe  est  une  parabole  ODE,  tangente  à  la  droite  OA 
au  point  0;  elle  atteint  en  D  son  point  le  plus  haut,  puis 
elle  recoupe  en  E  l'horizontale  OX  menée  par  son  point  de 
départ.  On  peut  Tacilement  calculer  les  longueurs  01,  ID,  OE. 
17.  Pour  avoir  la  hauteur  ID  à  laquelle  s'élèvera  le  mobile, 
il  faut  chercher  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  z; 

cette  valeur  correspond  à-^  ^0,  ou  à  Vsina — gl=^0. 


tll  ' 


Au  moment  oij  le  point  matériel  atteint  sa  plus  grande  hau- 
teur, sa  vitesse  verticale  change  en  effet  de  sens,  et  par  suite 
elle  est  nulle  pendant  un  instant  très  court  ;  l'époque  du  pas- 
sage du  mobile  au  point  D  correspond  donc  à  la  valeur  de  t 
qui  annule  V  sin  a  —  g(,  ou  à 


Substituant  dans  l'équation  (2),  il  vient  pour  la  valeur 
maximum  de  I,  ou  pour  l'ordonnée  ID, 


ce  qu'on  savait  déjà,  puisque  (1,  g  50)  „-  est  la  hauteur  maxi- 
mum atteinte  par  un  mobile  pesant  lancé  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  verticale  égale  à  f . 

Si  nous  faisons  t  =  — ■^^—-  dans  l'équation  (1  ),  il  vient 
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Pour  avoir  Tabscisse  du  point  E,  où  la  courbe  rencontre  une 
seconde  fois  Thorizontale  OX,  il  suffit  de  faire  %  =  0  dans  l'é- 
quation (2)  : 

i 

V/  sin  a  —  =  y^  =  0. 

On  en  déduit  /  =  0,  ce  qui  correspond  au  point  de  départ 
0,  et 

,_  2Vsina. 
9 

cette  dernière  valeur  définit  l'époque  du  passage  au  point 
E;  le  temps  t  est  double  de  celui  que  le  mobile  emploie 
pour  aller  du  point  0  au  point  D;  le  mobile  projeté  sur 
OX  met  donc  autant  d3  temps  à  aller  de  I  en  E  qu*il  en 
a  mis  à  aller  de  0  en  I»  et  comme  ce  mouvement  projeté 
est  uniforme,  le  point  I  est  le  milieu  de  OE.  On  a  en  défi- 
nitive 

OE  =  20I= =  — sin2a. 

9  9 

18.  La  distance  OE,  qu'on  appelle  Vamplitude  du  jet j  varie 

avec  l'angle  a;  elle  se  réduit  à  0  quand  cet 
angle  est  nul,  car  la  courbe  prend  alors  la 

■  ,^ forme  OF  (fig.  9),  et  il  en  est  de  même  quand 

^^\      Fangle  a  est  droit,  car  alors  le  mouvement 
^     du  mobile  s'accomplit  le  long  de  la  verli- 
p.    g  cale  OZ.  Il  y  a  donc  entre  0  et  90*  une  va- 

leur de  Tangle  a  qui  correspond  au  maxi- 
mum de  la  distance  OE.  Proposons-nous  de  la  détermi- 
ner en  laissant  constante  la  vitesse  initiale  V  imprimée  au 
mobile. 
Nous  observerons  pour  cela  que  l'amplitude  du  jet  est  égale 

à  —  sin  2a,  c'est-à-dire  qu'elle  est  proportionnelle  à  sin  2a. 

Elle  est  donc  maximum  quand  le  sinus  de  l'angle  2a  est 
maximum,  ou  quand  rangle2x  est  droit;  ce  qui  donne  pour  a 
un  angle  de  45''.  Le  maximum  de  Tamplitude  du  jet  est  égal  a 


puisse  faire  parvenir  le  mobile  en  lui  imprimant  de  bas  en 
haut,  suivant  la  verticale,  une  vitesse  initiale  égale  à  V.  La 
hauteur  du  jet  est,  sous  luette  inclinaison,  é^ah  au  quart  de 
l'amplitude. 


19.  Soit  OX  la  coupe  d'un  terrain  horizoT>la1;  OZ  est  la 
verticale.  On  suppose  qu'au  point  0  on  lance,  dans  l'azimul 
dMni  par  le  plnn  ZOX,  un  projcclite  pesant,  sous  l'inclinaison 
AOX^a.avec  une  vitesse  V. 
Le  projectile,  sous  l'action  de 
la  pesanteur,  décrira  la  pa- 
rabole ODE  et  retombera  a 
terre  au  point  E.  Il  est  facile 
de  reconnaître  que  toutes  les 
tr^ectoires  ODE,  que 
obtient  en  faisant  varier  l'an- 
gle a,  sont  renfermées  dans  une  région  limitée  de  l'espace, 
et  qu'au  delà.  le  projectile  ne  peut  pénétrer,  quel  que  soit 
ran<;le  a  sous  lequel  on  lui  communique  la  vitesse  V. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtient  en  effet  en  éliminant  ( 
entre  les  deux  équations 


L'équalion  finale  est 


ou  bien,  en  remplaçant  cos'a  par  .    ,  .      ,  ' 
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Cherchons  le  lieu  des  intersections  successives  de  la  courbe 
ODE,  quand  elle  se  déforme  par  suite  des  variations  de  Tangle 
a;  il  suffit  d'éliminer  tanga  entre  Téquation  de  la  courbe 
et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  tang  a,  considérée  comme  le 
paramètre  variable  qui  sert  à  définir  chaque  courbe  particu- 
lière ;  le  résultat  de  la  dérivation  est 


ou  bien 


On  en  déduit 


0  =  a;-|^x2tang«, 


tanga  X  ^  =1. 


et  substituant  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  trouve 

Cette  équation  représente  une  parabole,  MNP,  tangente  à 
toutes  les  trajectoires  possibles  ODE,  et  limitant  la  région  du 
plan  vertical  que  les  projectiles  lancés  du  point  0  avec  la  vi* 
tesse  Y  peuvent  atteindre.  Tout  point  I  situé  en  dedans  de  l'es- 
pace OMP  peut  être  atteint  de  deux  manières,  par  la  trajec- 
toire ODE,  et  par  la  trajectoire  OiyE'  ;  les  deux  solutions  se 
confondent  en  une  seule  lorsque  le  point  I  est  sur  la  parabole 
limite  MNP  ;  enfin  il  n'y  a  aucune  solution  qui  permette  d'at- 
teindre un  point  situé  au  delà  de  MNP. 

Ces  résultats  sont  modifiés  dans  la  pratique  par  la  résis- 
tance que  Tair  oppose  au  mouvement  des  projectiles. 

Les  trajectoires  ne  sont  plus  des  paraboles;  elles  sont  rac* 
courcies  horizontalement,  et  la  courbe  limite  MNP,  qu'on  peut 
appeler  la  courbe  de  sûreté^  prend  pour  une  même  vitesse  Y 
des  dimensions  plus  restreintes. 
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PROBLÈMES  SltH  LE   MOaTEHEIïT  IlECTII.IGTtE. 

20.  les  principaux  problèmes  rclalifs  au  mouvement  rec- 
tilignc  reviennent  tous  à  rîntègration  d'une  équation  diffôren- 
Itelle  du  second  ordre,  de  la  forme 


z  désignant  l'espace  parcouru  le  long  de  la  droite  qui  sert 
de  trajectoire,  et  F  la  force,  constante  ou  \ariahle,  qui  agit 
sur  le  point  dans  cette  mOme  direction.  La  force  F  est  suppo- 
sée exprimée  en  fonction  de  l'espace  parcouru  x,  du  temps  t 
ou  de  la  vitesse  v  du  mobile. 

Il  n'existe  pas  de  méthode  générale  pour  intégrer  l'équation 
précédente  quand  F  est  exprimée  en  fonction  de  ces  trois  varia- 
bles à  la  fois,  ou  de  deux  d'entre  elles;  mais  si  F  s'exprime  au 
moyen  d'une  seule  de  ces  variables,  le  problème  analytique 
se  ramène  aisément  à  des  quadratures. 

1"  Soit  d'abord  F  =  /■(!).  Alors  l'équalion  différentielle 
donne  l'expression  en  fonction  de  f  delà  seconde  dérivée  de  z 
par  rapport  à  t  ;  on  a  donc  immédiatement,  en  intégrant  deux 
'ois  de  suite, 


^n  introduisant  dans  la  solution  deux  constantes  arbitraires  C  et 

C,  qu'on  déterminera  en  donnant  tes  valeurs  de  x  et  de  v=~ï- 

pourune  époque  particulière  I  =  f,. 
2*  Soit  ensuite  F=f{x),  ou  bien 

"g -m. 

Ici  rintëgrationimmëdiate  n'est  plus  possible,  et  il  fautre- 
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courir  à  un  changement  de  variable.  Introduisons  la  vitesse  v 

comme  nouvelle  variable,  et  chassons  la  variable  (.  Nous  obser- 

dx 
verons  que  v  =  ^  ;  prenant  la  dérivée  de  chaque  membre 

.,    .       dv      d*x  ,  , 

par  rapport  au  temps,  il  vient  -ï]  =  wtf  »  ^1  remplaçant,  dans 

dx 
le  dénominateur  du  premier  membre,  dt  par  — ,  on  a 

Donc 

mvtlv  =  f{x]  dx, 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Intégrons  une  première  fois  ;  on  obtient 


il  r' 

-  wr*  —  ^  »»».«  =  j     f[x)dx. 


équation  qui  fait  connaître  t;  en  fonction  de  x  et  d'une  con- 
stance arbitraire  v^.  Pour  achever  la  solution,  résolvons  par 
rapport  à  v  i 


^v/'-'-^-^X/^'^^- 


dx 
Remplaçant  ensuite  t;  par  -7- ,  et  résolvant  par  rapport  à  dt^ 


on  a 


dx 
dt  = 


\A*+l£/^' 


On  évite  le  changement  de  variable  en  multipliant  les  deui 
membres  de  Téquation 


SUR  LE  HOUYENENT  RECTIUGNE.  55 


par  2  -rdt.  ce  qui  donne 


dt 


^'"Î^S'^'^^^W'''' 


on  peut  intégrer  les  deux  membres,  e(  l'on  a 

équation  qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  obtenue. 

Nous  aurons  lieu  bientôt  d'en  donner  une  interprétation  mé- 
canique, et  d  y  reconnaître  Texpression  analytique  du  théo- 
rime  des  forces  vives. 

3*  Soit  enfin  F= /•(»). 

On  aura  à  intégrer 

Remplaçant  ^r  par  v,  il  vient 


dt 


ou  bien 


~^,=^^ 


équation  où  les  variables  sont  séparées, 
l/intégration  donne 


m 


équation  de  la  forme  (=9  (v),  de  laquelle  on  tirera  v  =  i{f  ((). 

dx 
De  cette  nouvelle  équation,  qu'on  peut  écrire  ^=4»  (/),  on 

tirera  x  par  une  seconde  quadrature. 

Dans  tous  les  cas,  Téquation  finale  du  mouvement  renferme 
deux  constantes  arbitraires  :  on  les  déterminera  au  moyen  des 
valeursdeTespace  parcouru  et  de  la  vitesse  à  un  instant  donn(^. 

III.  —  Hic.  COLLMROI  3 
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MOUVEMENT  REGTILIGIfE  D  UM  POINT  ATTIRE  VERS  UN  AUTRE  POINT  FUS 
PROPORTIONNELLEMENT  A  LA   DISTANCE   A  CE   POINT. 


21 

Af 

M 
F 


4* 


.  Soit  0  le  centre  d'attraction  ;  A,  le  point  de  départ 
du  mobile  ;  M,  la  position  du  point  mobile  à  un  cer- 
tain instant  tj  et  OM^=x,  la  distance  de  cette  position 
au  point  0.  Nous  pourrons  représenter  la  force  F  en 
valeur  absolue  par  le  produit  Kx,  K  étant  une  con- 
stante; les  X  étant  comptés  positivement  à  partir  du 
point  0  dans  le  sens  OA,  raccélératiûn  du  point  mo- 
bile est  positive  quand  il  va  dans  le  sens  OA,  et  néga* 
tive  dans  le  caa  contraire.  Admettons  le  second  cas 
pour  fixer  les  idées  ;  la  force  agissant  en  sens  con* 
traire  du  sens  positif,  l'accélération  doit  être  prise  né- 
gativement. On  posera  donc 


Fig.  11. 


m 


dt* 


=  — K«, 


et  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  équation  est  générale, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  mobile  et  quel  que  soit 
le  sens  de  son  mouvement. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est,  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  C  et  C\ 


«  =  C  sin/  \/-  4-  C'cos/ 
tn 


V  fn 


Pour  déterminer  les  constantes,  supposons  qu'on  ait{=0 

lorsque  lemobile  part  sans  vitesse  du  point  A,  et  soit  OA=a. 

dx 
On  aura  pour  t=0,  «=a  et  -27=0,  ce  qui  exige  que  C'=a 

etC=0. 
L'équation  du  mouvement  est  par  conséquent 


m 


Elle  montre  que  le  point  H  se  meut  sur  la  droite  OA, 
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comme  la  projection  d*un  point  géométrique  qui  parcour- 
rait uniformément,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  1/  - 1 

la  circonférence  décrite  du  point  0  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  à  OA  (Cf.  I,  g  56). 

Le  mouvement  du  point  mobile  est  donc  un  mouvement  os- 
cillatoire qui  s'accomplit  en  temps  égaux  entre  le  point  A  el 
un  point  A',  symétrique  de  A  par  rapport  au  point  0.  Le  temps 
T  d'une  excursion  simple  ÂA'  est  donné  en  faisant  dans  l'équa- 
tion x=—aj  et  ^=T.  n  vient 


—  a  =  acosT  i/— 

m 


ou 

cosT 


y  m 
La  moindre  valeur  de  T  correspond  à 


ou  à 


,v/ï... 


-Vf 


formule  très  remarquable  en  ce  qu'elle   est  indépendante 
de  la  distance  a. 

L'atti*action  de  la  terre  sur  un  point  intérieur  à  sa  surface 
est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  centre  du 
globe  (II,  §  165).  Le  mouvement  oscillatoire  que  nous  venons 
de  déiinir  est  donc  celui  que  prendrait  un  point  matériel  qu'on 
abandonnerait  à  l'attraction  terrestre  dans  un  puits  rectiligne 
traversant  le  globe  suivant  un  de  ses  diamètres.  Beaucoup  de 
phénomènes  présentent  des  applications  de  la  môme  loi. 
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|IOUVEIIE^T  REGTILIGKE  d'uN  POINT  ATTIRÉ  VERS  UN  CENTRE  FIXE  PRO* 
PORTIONNELLEUEKT'  a  l'inverse  du  carré  de  la  distance  a  CE 
GEKTRE. 

22.  Soit  0  le  centre  d^attraction,  pris  pour  ori- 
gine ; 
M,  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t  ; 
OM=x,  Tabscisse  du  point  mobile. 
L'équation  du  mouvement  sera 

© 

en  appelant  K  une  constante  cl  m  la  masse  du 
"'■  **•     point. 

Multiplions  de  part  et  d'autre  par  2 -^dt  cl  par  2dx ,  puis 

dx 
intégrons;  il  viendra,  en  remplaçant  -tt  par  v, 


n 


d*jc  K 


mv* 


— ..=-./^.+»(i-i), 


v^  est  la  vitesse  du  point  à  la  distance  x^. 

Soit  A  le  point  de  départ  du  mobile,  à  la  distance  OA  =  a  ; 
on  pourra  faire  x^=a  et  ^^  =  0,  puisque  le  point  maièricl 
part  du  point  A  sans  vitesse.  L'équation  intégrale  prend  alors 
la  forme 


\x       a/        a        X 


Donc 


-   /2K    fl-ar 

=  1/  —  * 

y  ma       x 


cl  enfin 


Jé  ^  A       ft"ff  A       /  X  , 

V  w»       * 

L'un  des  radicaux  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  pour 
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rendre  dt  positif  malgré  la  présence  du  facteur  dx  qui  est 
négatif. 


On  est  ramené  à  trouver  Fintégrale  de 


KpUdx. 
y  a — X 


Pour  cela  observons  ^u'on  peut  mettre  cette  différentielle 
sous  la  forme 

X 

\a£  —  X*     * 

ou  encore  sous  la  forme 

xdx 


viïï-iî-y 


Posons 


a 

— —  =  «. 


On  en  déduit 


«=j(i-«). 


(te=  —  jdu. 


et  par  suite 


xdx 


V(«'- (?-')■  sM^' 


4    *  '  a      du  a      udu 


') 


^>/r=7?  '  2^^r=: 


On  connaît  les  intégrales  de  chaque  terme  pris  séparé- . 
rajnt: 


J    ^i  —  u*  • 


=  arccosf/, 

Uflll 


abstraction  faite  des  constantes. 
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On  a  donc,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  en  x^ 


a  a  —  2x         É r 

=  -H  Q arccos \ax  —  x«, 

et  enfin,  en  rétablissant  les  signes  et  introduisant  une  con- 
stante arbitraire  t^j 


a  .  /ma  a  — 2*   . 

<  =  <._j  y/ 2ij arccos -J-  + 


y^v/smîi. 


Prenons  pour  arc  cos le  plus  petit  arc  positif  qui 

réponde  au  cosinus  donné,  et  convenons  de  compter  le  temps 
à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  quitte  le  point  A  ;  nous  aurons 

pour  x  =  a,  (=0;  arccos =  arc  cos  ( — 1)^«. 


Donc 


.   nfi  .   /ma 


et  l'équation  finale  est 

« 

a  -  /ma [  a  —  2j? \    .    .   Imâ    / y 

Le  point  0  peut  être  considéré  comme  le  centre  du  globe 
terrestre  ;  OB  étant  le  rayon  r  du  globe,  on  sait  que  l'attrac- 
tion du  globe  sur  un  point  de  masse  m  placé  au  point  B,  c^cst- 
à-dire  à  la  dislance  r,  est  sensiblement  égale  à  mg  ;  l'attrac- 
tion à  une  dislance  égale  à  lunitè  est  représentée  par  K, 
et  Ton  aura  la  proportion 

et  par  suite  K==?nr/r\ 
Le  facteur  \/ ojt  est  donc  égal  à  -  v/h-* 
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Pour  avoir  la  durée  de  la  chute  du  corps  du  point  A  au 
point  B,  il  faut  faire  dans  la  formule  x=r. 

23.  Supposons  que  le  corps  M  soit  lancé  au  point  B  suivant 
la  droite  OA  et  dans  la  direction  BA,  avec  une  vitesse  v^.  Le 
mouvement  de  ce  point  satisfera  encore  à  l'équation 

qui  devient  dans  ce  cas  particulier 


mv*  ~  ifw.«  =  2K  /^-î  —  1 Y 


On  trouvera  le  point  A  où  s'arrêtera  le  corps  en  cherchant 
la  distance  OA^x  qui  annule  la  vitesse  v. 
Faisant  donc  v  =  0,  il  viendra 


i i        mvo^ 

Donc 

i  2Kr 


»  = 


1  __  mv^       2K  —  wir.V 
r         2K 

Cette  équation  donne  pour  x  une  valeur  positive  sî 
2K>mi>o'r,  infinie  si  2K=niy^jV,  et  négative  si  2K<wit;^V. 
Dans  le  premier  cas,  le  mobile  s'arrôle  en  un  point  A,  pour 
retomber.  Dans  le  second  et  le  troisième,  il  continue  indéflni- 
ment  sa  route  sans  que  jamais  sa  vitesse  devienne  nulle.  La 
plus  petite  vitesse  initiale  qui  puisse  produire  un  tel  résultat 
est  donnée  par  l'équation 

Si  l'on  communiquait  à  un  corps  pesant,  de  bas  en  haut, 

une  vitesse  égale  ou  supérieure  à  ^2gr,  ce  corps  s'éloignerait 
indéGniment  de  la  surface  du  globe  terrestre,  résultat  qu'on 
peut  regarder  comme  fictif  à  cause  de  la  grande  valeur  de 
celte  limite,  et  aussi  parce  qu'on  a  négligé  une  foule  de  cir- 
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conslances  qui  inQuent  sur  le  mouvement,  notamment  la  ré- 
sistance de  Tair.. 

En  prenant  par  exemple  r=6,366,000  mètres  pour  le  rayon 
de  la  surface  terrestre,  et  9  =  9"", 8088,  on  trouve  pour  la  li- 
mite v^  une  valeur  supérieure  à  11  kilomètres  par  seconde. 


cnuTE  d'un  corps  pesant  dans  l'air,  en  scpposakt 

LA   PESANTEUR  CONSTANTE. 


24.  Supposons  qu'un  corps  pesant,  de  masse  m,  tombe 
Of  dans  Tair  suivant  la  droite  OA.  Appelons  x  Tespacè 
parcouru  par  le  corps  à  partir  du  point  0;  les  forces  qui 
produisent  le  mouvement  sont  la  pesanteur  mjf,  agissant 
dans  le  sens  MA,  et  la  résistance  de  l'air  qui  est  diri- 
gée dans  le  sens  MO.  La  résistance  de  Pair  est  une 
fonction  de  la  vitesse  du  corps  ;  nous  la  représente- 
^'^' ^^'  rons  d'abord  par  9(t;).  L'équation  différentielle  du 
mouvement  est 


A 


L'intégration  d'une  telle  équation  se  ramène  à  des  quadra- 
tures (§20,  3*). 

La  fonction  9  a  été  déterminée  par  expérience.  On  admet 
généralement  avec  Nei/vton  que  9  (v)  est  proportionnelle  à 
Taire  S  de  la  section  transversale  du  corps,  et  au  carré  de  la 
vitesse,  et  on  peut  la  représenter  par  Texpression 

y  [v)  =  AS»', 

A  étant  un  cocfTicient  constant;  nous  pouvons,  en  divi- 
sant  Téqnation  par  m,  et  posant  —  =  ^>  '^  ramener  à  la 
forme 


-«(■-p) 
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On  a  donc 

et  par  conséquent 

Inlëgrant,  il  vient 

l=J[log(K-hr)-log{K-r)l=^log^. 

Si  Ton  fait  &  =  0,  on  a  ^=0,  et  par  suite  il  n^y  a  aucune 
constante  à  ajouter,  pourvu  qu'on  compte  le  teùips  à  partir 
de  l'instant  où  le  corps  quitte  le  point  0. 

Cette  équation  peut  être  résolue  par  rapport  à  t;  ;  pour  cela 
mettons-la  sous  la  forme  d'une  proportion 

K-Hy_e  ^ 
K  — »~     1 

Un  en  déduit,  en  faisant  la  somme  et  la  difTérence  des 
termes, 


^i 

- 

2K       c   "^  -h  1 

cl  par  suite 

»  =  K. 

^t                       gt              gi 
igl               ""'     gt,              çt 

Donc 

éx 

gt        _gt 
K                K 
-vdl-Yi =-î di, 

gt           yi 

K    ,           K 
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et  intégrant  une  seconde  fois,  il  vient 


(  9L      «?f\ 


On  déterminera  la  constante  C  en  remarquant  que,  pour 
^•=0,  l'abscisse  x  est  nulle;  donc 


et  par  conséquent 


En  définitive 


0=  jlog2  +  C, 


K* 
0  =  — — log2. 

9 


*=7  log  5 


Tous  ces  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien. 
L'équation 


qu'on  peut  écrire 


2^ 


mi/* 

i4-e        ^ 


montre  qu'à  mesure  que  t  grandit,  v  converge  vers  la  valeur 

constante  K,  car  la  fraction  e      ^  devient  de  plus  en  plus 
petite.  La  limite  K  n'est  d'ailleurs  jamais  atteinte,  puisque 
le  numérateur  de  la  fraction  qui  multiplie  K  reste  toujours 
moindre  que  son  dénominateur. 
Or  le  coefficient  K  est  donné  par  Téquation 

AS_  ^ 
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OU  par  celle-ci  : 


P  étant  le  poids  du  corps. 

Le  facteur  A  est  une  donnée  expérimentale  sur  laquelle 
on  ne  peut  influer;  le  poids  P  étant  donné,  on  pourra  ré- 
duire autant  qu'on  le  voudra  la  vitesse  de  la  chute,  en  aug- 
mentant convenablement  le  facteur  S,  surface  transversale 
du  corps.  Si  la  surface  S  est  suffisamment  étendue,  la  chule 
du  corps  peut  s'effecf  uer  avec  une  vitesse  modérée  ;  tel  est  le 
principe  des  parachutes  dont  se  servent  quelquefois  les  aéro- 
nautes.  • 

Si  le  corps  est  une  sphère  de  rayon  r  et  de  poids  spécifique 

p,  on  a  S  =  7:r%  P  =  -xf*xp,  et,  par  suite, 


R 


4     /gt'^Xp         ./Jj^ 


La  vitesse  limite  croit  avec  le  diamètre  et  le  poids  spé- 
cifique du  corps  tombant,  proportionnellement  à  la  racine 
carrée  du  produit  de  ces  deux  quantités. 

MOUVEMEKT   ASCENDANT    D^UN    POINT    PESANT    LANCÉ    DE    BAS  EN   UAUT 

DANS  l'air. 

25.  Comptons  positivement  les  abscisses  dans  le  sens 
ascendant  le  long  de  la  verticale  OA  ;  la  force,  tant 
que  le  corps  montera,  sera  dirigée  de  haut  en  bas  et 
tendra  à  le  ralentir;  l'équation  du  mouvement  sera  ^ 
donc,  en  admettant  pour  la  résistance. de  Tair  la  loi  de 
Newton,  .  o 

ou 
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Posons  ïr  =m;  il  viendra 


ou  bien 


du 


=  -&d/. 


Intégrant,  il  vient  :  arctangu=C  — |-. 

Convenons  de  prendre  pour  arctangu  le  plus  petit  arc 
positif  qui  corresponde  à  la  tangente  donnée.  Soit  r^  la  vitesse 
à  l'instant  de  départ,  et  adificttons  qu^on  compte  le  temps  k 

partir  de  cet  instant.  On  devra  avoir  ti:=  tt  pour  t  =  0.  Donc 

C  =  arc  Ung  ^  • 

Il  est  facile  d'en  déduire  Tépoque  à  laquelle  le  point  mo* 
bile  s'arrêtera  et  commencera  à  descendre.  Il  suilQt,  en  effet, 
de  faire  tt=0,  ce  qui  donne  arctangu ^0,  et 

1=  -arctang-rr. 
9  "^ 

Quelque  grande  que  soit  la  vitesse  v^j  l'arc  dont  la  tangente 

mm 

estï^  est  moindre  qu'un  quadrant,  et  par  suite  t  est  au  jplus 

égal  à  5- .  Cette  conclusion  peut  paraître  fausse  ;  car  il  est 

évident  qu'en  lançant  un  corps  pesant  de  bas  en  haut,  avec 
une  vitesse  extrêmement  grande,  on  pourrait  le  ^faire  sortir 
des  limites  de  l'atmosphère  et  l'éloigner  assez  du  globe,  pour 
que  son  retour  ne  fût  plus  possible.  Mais  la  contradiction 
n'existe  pas  dans  notre  calcul  puisqu'il  suppose  expressément 
tes  facteurs  K  et  9  constants  à  toutes  les  hauteurs  ;  il  faudrait 
donc,  pour  que  la  formule  fût  complètement  vraie,  que  l'atmo- 
sphère eût  une  hauteur  indéfinie  et  que  sa  densité  fût  con- 
stante, caria  densité  du  milieu  influe  sur  la  valeur  delà  résis- 
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lance  au  mouvement;  qu'enfin  la  pesanteur  fût  la  même  à 
toute  distance  du  globe.  On  voit  sous  quelles  restrictions  la 
formule  est  applicable  en  pratique. 

Cherchons  ensuite  à  exprimer  x  en  fonction  de  t.  Prenons 
les  tangentes  des  deux  arcs  égaux 

arctangif     et     arc  tang  —  ~  ^ . 

Ces  tangentos  sont  égales,  et  par  suite  il  viendra 

9»      .       gi  gi      „  .    ai 

—  —  tang  |.        r.cos  i.  —  K  sin  |- 

t  +  ^lang|'       Kcos|5-+-r.siii|f' 


ou  encore 


Donc 


rf/        '  „       gi  ,       .   gi' 

K  cos  ~-  +  v^  sm  ^ 


9i         V    '     ffi 

v.cos^  —  Ksin^ 

<te  =  K. 1 ^di, 

v.sitiL  4.Kcos|- 


Le  numérateur  est,  au  facteur  |  près,  la  dérivée  du  déno- 
minateur  par  rapport  à  ^  On  a  donc,  en  intégrant, 

X  =  C  +  î^  log (r.8in ^  +  Kcos ^ V 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien.  La  con- 
stante se  déterminera  en  exprimant  que  t  elx  s'annulent  à  la 
fois,  ce  qui  donnera 

0  =  04- —logK. 
9 

Donc  enfin 

X  =  —  iog  I  cos  ^  -+-  îT-  sin  ~  j. 


S6  MOUVEMENT 

Pour  avoir  la  hauteur  à  laquelle  le  corps  s'élève,  faisons 
dans  la  formule 


ou  bien 


on  en  déduil 


,     K      ,      r. 
g  IV 


^4=h 


sin 


gt  __         r. 


al  K 


^        V/r.«  4-  K«  • 


et  par  suite 


10,  i^^. 


A  partir  de  ce  point,  le  corps,  abandonné  sans  vitesse,  va 

redescendre;  la  résistance  de  Tair  est  alors  dirigée  en  sens 

*  contraire  de  la  pesanteur,  et  l'équation  du  mouvement  devient 


=-'(-9 


si  l'on  continue  à  compter  positivement  les  abscisses  dans  le 
sens  ascendant,  ou 


si  on  les  compte  dans  le  sens  descendant.  On  retombe  sur 
le  problème  précédemment  traité.  Les  deux  périodes  du  mou- 
vement ne  sont  pas  représenlées  par  une  seule  et  même 
formule,  et  la  loi  du  mouvement  change  à  l'époque  définie 

K  V 

par  la  valeur  du  temps  t  =  -  arc  tang  |^ .  On  ne  doit  donc  pas 

étendre  les  premières  équations  qu^on  a  trouvées  à  des  valeurs 
de  t  supérieures  à  cette  limite. 


Fig.  15. 
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MOUVEMfclfT  DES  PROJECTILES  DANS  l'a». 

26.  Les  pr ijcctiles  lancés  danslair  décrivent  une  trajec- 
toire OMA,  généralement  comprise  dans  le  plan  vertical  ZOA 
qui  contient  la  direction  de  la  vitesse  initiale.  Seuls  les  pro 
jectiles  oblongs  qui  reçoivent 
un  mouvement  rapide  de  ro- 
tation autour  de  leur  axe  de 
figure,  éprouvent  une  déri- 
vation qui  les  éloigne  gra» 
duellcment  du  plan  de  tir. 
Le  mouvement  de  rotation 
de  la  terre  produit  aussi  dans 
la  trajectoire  de  tout  projectile  une  altération  analogue. 
Nous  ferons  ici  abstraction  de  toutes  ces  tendances  latérales, 
pour  ne  nous  occuper  que  de  la  recherche  de  la  trajectoire 
plane  OMA. 

Soit  M  la  position  occupée  par  le  projectile  au  bout  du  temps 
(;  soient  OP=:x,  PM=2  ses  coordonnées,  Tune  horizontale, 
Tautre  verticale.  Menons  au  point  M  la  tangente  MT  à  la  tra- 
jectoire, en  sens  coniraire  du  mouvement  du  point.  Les  forces 
qui  agiront  sur  le  mobile  seront  la  pesanteur  dans  le  sens 
MP,  et  la  résistance  de  l'air  dans  le  sens  MT.  Cette  dernière 
force  est  une  certaine  fonction  de  la  vitesse,  qui,  rapportée  à 
l'unité  de  masse  du  projectile,  peut  être  représentée  par  9  (v). 
Divisant  par  la  masse  les  équations  du  mouvement,  il  vient 

—  = -•.  y  (p)  sm  ^, 

b  étant  l'angle  ZTM  que  fait  la  direction  du  mouvement  avec 
la  verticale. 

Ces  deux  équations  se  rapiènent  à  une  équation  du  pre- 
mier ordre  entre  v  et  0  ;  une  fois  cette  équation  intégrée,  le 
problème  s^achève  par  des  quadratures. 
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On  a,  en  effet, 

•  dx 

--•=VC089. 

dt 

Dilfôrentiant  ces  équations,  il  vient 

5j;=S.n»gj+rC0S<>;j^. 

d*z  'dv  .    «  rfd 

_=cosa^-.rsinô^. 

Sabstituons  dans  les  équations  du  mouvement,  et  divisons 
membre  à  membre  pour  éliminer  di  : 

^xntdv '\' y cosBdB  ___      y (r)  sin 6 
cos6</v  —  PsiiiOdO  "~  5»  (t>)  cos  0  4-  ^  ' 

OU  bien,  en  chassant  les  dénominateurs, 

f  (v)  sin  9  cos  0</v  +  Vf  (v)  cos*  9d0  +  ^  sin  9dv  -f  ^  cosftif  9 
r=  f  (p)  sin  0  cos  Bdv  —  Vf  (v)  sin*  OdO. 

Ce  qui  conduit,  après  réduction,  à  l'équation  du  premier* 
ordre 

(1)  ''ï +  ,0019^.1^      0. 

Cette  équation  devra  être  intégrée;  Téquation  intégrale 
contiendra  une  constante  que  Ton  déterminera  en  y  faisant  à 
la  fois  0=6^,  inclinaison  du  tir  sur  la  verticale,  et  v  =  r^, 
vitesse  initiale.  On  déduit  ensuite  la  valeur  du  temps  au 
moyen  de  Téquation 


ijui  donne 


dv  do 

sin  9  —  ^.vcosO^  =  — f  ^rjsinO, 


..  sin  Bdv  +  v  cos  Bd9 

^(r)siii6 


On  pourra  remplacer,  dans  le  second  membre  de  cette 
rquation,  v  et  dv  par  leurs  valeurs  en  6  et  rfO,  déduites  de 
Tëquation  inlégrale. 
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Enfin,  les  valeurs  de  x  eiie  z  s'obtiendront  en  intégrant 
les  équations 

dx  =  vs\n  Odi, 
ds  =  V  cos  6dt, 

dont  les  seconds  membres  peuvent  être  ramenés  à  ne  contenir 
qu'une  seule  variable,  0  par  exemple. 

Toute  la  difficullë  du  problème  réside  donc  dans  rinlégra- 
tion  deTéquation  (1). 

27.  Cette  équation  se  simplifie  en  prenant  pour  variable  la 
composante  horizontale  de  la  vitesse,  ou  mieux  le  rapport  de 
cette  composante  à  l'accélération  g 

Soit 


vsin 
11= 


on  en  déduit 


Donc 


siuO 


dp  ou         ^  ,      Ç    ^^ 

do  sin*0  S!nO  dd 


Remplaçant  dans  Téquation  (1  ), 

yu         ^  .      g    du    ,     ou      ^ .   .   sin ô  ^  ^  \sinë/       _ 
siii*6  hiii$  d9       siiid  g&md 

D'où  résulte,  après  réduction  et  suppression  du  facteur 

-Â--^  réquation 
sm  ô       ^ 

du        'WneJ 
^^  dd^    g  sm  0 

28.  La  forme  de  la  fonction  9  a  été  déterminée  par  expé- 
rience ;  Newton,  comme  nous  l'avons  dit,  avait  proposé  la 
loi   du   carré    de  la   vitesse,  d'après  laquelle   on  aurait 

9(v)==^.  On  a  reconnu  depuis  que,  dans  les  mouvements 

rapides  des  projectiles  de  Tartillerie,  on  aurait  plutôt 

f  [v)  =  Mi;5  +  Nv*  4-  P, 
m   —  MÊc.  coLUGxon.  é 


r,0  MOl'YEMENT 

M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  la  section  transversale  du 
projectile.  La  résistance  croîtrait  donc  plus  vite  que  le  carré  de 
la  vitesse;  Texcés  serait  dû  en  partie  à  l'accroissement  de  den- 
sité de  Tair  refoulé  par  le  mouvement  du  projectile. 

L'équation  (1)  n'est  pas  intégrable  sous  forme  finie,  si  l'on 
donne  à  9(v)  cette  Terme  compliquée.  On  parvient  seulement  à 
l'intégrer,  quand  on  prend  pour  (p(v)  la  formule  Av'-i-B^ 
qui  peut  représenter  avec  approximation  la  loi  définie  par  la 
formule  Mv'  +  W  +  P  ,  en  disposant  convenablement  des 
coefficicntsA  et  B  et  de  l'exposant  n. 

On  a  aussi  reconnu,  mais  cette  remarque  n'a  qu'un  inté- 
rêt analytique,  que  l'équation  (1)  est  intégrable  lorsque 
(p(r)=Alogt;4-B. 

Admettons  la  loi  de  Newton,  et  soit  9  (v)  =:  |r,.  Il  en  résulte 
et  l'équation  (2)  prend  la  forme 

II»  "*"  K«  sin»  a  *" 

Les  variables  sont  donc  séparées,  et  l'équation  est  inté- 
grable par  quadrature. 

L'intégrale  de  -=  est  —  -77-^.  L'intégrale  de  -r-rr-  se  ramène 

à  l'intégrale  de  -:-^,  laquelle  est  égale  à  log  tang^.  Ck)nnais- 

sant  la  forme  de  l'intégrale  cherchée,  il  est  facile  d'en  déter- 
miner les  cocfiicienls  numériques  par  une  identification  des 
dérivées.  Faisons,  en  effet,  en  appelant  a  et  b  des  coefficients 
constants  inconnus, 

Il  vient,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

i      — sin^flsinfl  — ■  Scos^QsinQ  b 

—  g  sin*  6  —  2a  cos*Q  -|-  b  sin*  0 
sin*a  * 
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équation  qui  derient  identique  en  faisant  ft  —  a= — 2a=l. 

1  1 

Ce  qui  donne  a  =  —q^^^=ô*  L'intégrale  générale  de 

réquation  proposée  est  donc,  en  supprimant  le  facteur  ^ , 


i        g  /cos»       -     .       1  -  \      -, 
-  +  ï^  (— Ti  — log t«n^5  «  j  =  CL 


De  là  on  tirera  v  en  fonction  de  0,  puis  f,  enfin  x  et  z^  au 
moyen  de  trois  nouvelles  quadratures.  On  pourra  donc  dresser 
des  tables  de  tir^  indiquant  sous  quelle  inclinaison  0^  il  faut 
viser  pour  atteindre  un  point  donné  par  ses  coordonnées  x  et  %. 

Lorsqu'on  prend  pour  9  (v)  la  fonction  simple  Av*,  Féqua- 
tion  (1)  s'intégre  en  posant  9=XT,  X  et  T  étant  deux  nouvel- 
les fonctions  de  0,  entre  lesquelles  nous  pouvons  établir  une 
liaison  arbitraire. 

On  en  déduit,  en  effet, 

et,  par  suite,  Téquation  (1)  devient 

Nous  déterminerons  X  de  manière  à  réduire  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  Y;  il  viendra 

g+xcota-ifc 

ou 

A  _         dd     _      cùBÔdO 
T  "~      tang  ô  ~"        sin  •  * 

Q 

L'intégration  de  cette  équation  donne  donc  X=  -t— ,  en  ap- 
pelant C  une  constante. 

Substituant  dans  l'équation  (3),  il  vient  pour  déterminer  Y 
réquation 

kx  •— -  Y«+* 
d9  ysinô         ' 
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OU  bien 


UOUVEMEr«T 


=  —  AC«  X 


de 


yHn'»-»-*fl* 


Fis.  *6. 


équation  qu'on  intégrera  par  quadrature.  La  fonction  v  s'ob- 
tiendra en  faisant  le  produit  de  X  et  de  Y  ;  les  deux  constantes 

introduites  parles  deux  in- 
tégrations, se  fondront  en 
une  seule,  et  on  la  déter- 
minera au  moyen  de  la  va- 
leur initiale  de  v  qui  cor- 
respond à  la  valeur  initiale 
de  l'angle  0. 

29.  Nous  appliquerons 
nu  même  problème  une 
autre  méthode  analytique» 
qui  consiste  à  dcfuiir  une  courbe  par  une  équation  entre  le 
ravon  de  courbure  p,  et  l'inclinaison  de  la  normale  par  rap- 
port à  l'axe  des  x. 

Soit  M  (fig.  16)  la  position  du  point  mobile,  MM'  l'arc  inCni- 
ment  petit  qu'il  décrit  dans  le  temps  dt; 
C  le  rentre  de  courbure  de  cet  arc, 
Et  p=CM  le  rayon  de  courbure. 

La  courbe  OM  peut  être  définie  par  une  relation  entre  le 
rayon  de  courbure  p  et  l'angle  MN0=MTZ  =  6,  que  la  nor- 
male HN  fait  avec  une  direction  fixe  XX\  L'angle  HCM'  est  égal 
à  de,  ou  à  la  difiércnce  des  angles  ZT'M',  ZTM. 

Décomposons  la  résultante  des  forces  qui  agissentsur  le  mo- 
bile suivant  la  normale  HN  et  la  tangente  HT.  Nous  aurons, 
pour  la  composante  centripète,  agissant  suivant  HN 

et  pour  la  composante  tangentielle,  qui  agit  dans  le  sens  HT, 

dv 

•  D'ailleurs  l'arc  MM'=  d8=pd^=vdt. 
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Entre  ces  équations,  éliminons  v  et  dt.  U  viendra  une  rela- 
tion diflérentielle  du  premier  ordre  entre  p  et  0,  qui  définira  la 
trajectoire  à  deux  constantes  arbitraires  près. 

On  tire  de  la  première 

Donc 

radical  qu*on  prendra  avec  le  signe  +• 
La  difTërentiation  donne 

Par  suite 

,  _  g(sin9(lp-h  pcOBBdB)  _  i     fgsïni  .        i    /—  ce»  Cd9 

D'un  autre  côté,  on  tire  de  Téquation  vdt  :=  prfO, 


yfp9 
Divisant  dv  par  dt^  il  vient 

rfr_l  g9m9dp       i 

ce  qui  conduit,  en  défmilive,  à  l'équation  différentielle 
Si  l'on  adopte  la  loi  de  Newlon  ç  (r)  =^ ,  cl  qu*on  divise 

— /i  Cl  II  A 

par  *^  ,      ,  Téquation  réduite  prend  la  forme 


do 


dp       .  cnsede       ^pde 
p  sin9     '     K* 


Cette  équation  fournit  une  propriété  de  la  trajectoire.  Ob- 
servons, en  effet,  que  ^dO  =  ds.  Celle  substitution  lendTéqua* 
lion  inlégrable,  et  l'on  a  par  conséquent 


2 


r4  ■OUYEMEST 

OU  bien 

c — ^ 

A  la  place  de  psinO,  nous  pouvons  mettre  --;  on  remplace 

ainsi  psin'e  par  —  sin*  0,  ou  par  — ,  w  étant  la  composante 

horizontale  de  v.  11  vient  donc 

u 

c  —  p 
ic'=  ge 


OU  encore 


w=e    t 


C         ± 

f    ""  K«     / — 
S9 


Cette  équation  nous  montre  qu*à  mesure  que  le  projectile 
avance  sur  sa  trajectoire,  ou  k  mesure  que  Tare  s  grandit,  la 
composante  horizontale  de  la  vitesse  diminue  proportionnel- 

lement  aux  valeurs  successives  de  Texponentielle  e  ^*.  La 
diminution  de  la  vitesse  horizontale  est  très  rapide.  Il  en 
résulte  qu'au  bput  d'un  parcours  sufGsamment  long,  le 
projectile  a  perdu  presque  toute  sa  vitesse  horizontale,  et  tend 
de  plus  en  plus  à  se  comporter  comme  un  corps  pesant  qui 
tomberait  dans  l'air  suivant  la  verticale.  On  sait  que,  dans  ce 
cas,  la  vitesse  verticale  du  mobile  tend  vers  une  limite  supé- 
rieure qu'elle  ne  peut  atteindre  (g  24).  La  trajectoire  a  donc 
une  asymptote  verticale;   on  en  trouverait  la  position  en 

cherchant  vers  quelle  limite  tend  l'intégrale  Ç  rsinôd»  ou 

r  wdi^  lorsqu'on  donne  à  la  seconde  limite  de  l'intégration 
des  valeurs  indéCniment  croissantes. 
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AUTRE  MÉTBODB  o'niTÉGRATION. 


30.  Appelons  toujours  v  la  vitesse  du  projectile  à  un  instant 
donné,  et  décomposons-la  suivant 
les  axes.  Soit  w  la  composante  hori- 
lontale  de  v ,  et  ti/  la  composante 
verticale.  Il  viendra 


X 

y 

^ 

^ 

/ 

9 

Sw 

T 

r 

^ 

0 

F 

1 

Fîg.  17. 


en  appelant  6'  langle  de  la  tangente  avec  Thorixon,  complé- 
ment de  l'angle  0. 
Donc 


Nous  désignerons  ce  rapport  par  la  lettre  p.  U  en  résulte 


et 


r  =  tp  vT-ï-î**. 


Soit  R  la  résistance  de  l'air  dirigée  dans  le  sens  HT  j  les  équa- 
tions du  mouvement  sont 


il) 


ou  bien 


\% 


tUp  _  w 

m     -  =  —  R  -  t 
ai  V 


dt 


dw 


R  £ 
m  V 


div*  _  __    _  H  *"' 
dt  ^      m  V 


Or  l'équation  u/=:pw^  di(férentiée,nous  donne 


dw 


dw 


dp 


-^r^Pzir-^'^dj 


dt 


dt 


dt 


Donc 


dw   .       dn  R  tp* 

'^  dt  dt  •'       m  0 
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Multiplions  par  p  la  première  des  équations  (2)  et  rctran- 
chons*Ia  de  Téquation  (3)  ;  il  viendra 

Les  équations  définitives  du  mouvement  sont 

dw R  iD 

"ST  ""       m  »• 

(5)  u.'£=-ç. 

Éliminons  dt  entre  ces  deux  équations  ;  il  vient 

dw  R   10 

wdp       n^  7' 

OU  bien 

,ti\  j        mgvdw 

La  quantité  R  est  connue  en  fonction  de  v;  de  plus, 
v=^%v\Ji  -h/)*;  Téquation  (6)  est  donc  une  équation  diffé- 
rentielle entre  p  et  u;,  qu'on  devra  intégrer.  Pour  en  déduire 
X  et  z,  on  emploiera  l'équation  (5),  qu'on  multipliera  par  u;;  il 
vient  alors 

(7)  w^dp  =  —  gwdt  =  —  gdx, 

puis,  multipliant  par  p  l'équation  (7), 

(8)  w^i}dp  =  —  gpdx  =  —  gdz, 

équations  qu'on  pourra  intégrer  par  quadratures. 

Nous  allons  développer  la  solution  dans  riiypothése  où  R 
est  une  fonction  de  t;  de  la  forme  Av'  +  Bu*,  et  nous  poserons 

R        p^K4t) 
m  "■         C        • 

K  et  C  étant  des  constantes. 
Celte  fonction,  substituée  dans  l'équation  (6),  nous  donne 

I  gC-dw     ^ 


OU  bien, en  remplaçjant  v  par  n» yî-i-/? 


ilw 


l»)  fKvTT7+(l  +  p')ir]rfy>-jC^=0. 
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Cette  équation  n*est  pas  intégrable  ;  mais  on  peut  se  con- 
tenter d'une  approximation.  Si  le  tir  ne  fait  pas  un  angle 
trop  grand  avec  l'horizon,  l'angle  V  varie  peu  dans  la  pre- 
mière branche  de  la  trajectoire,  de  sorte  que  1  +p*  diffërc 
peu,  tout  le  long  de  cette  branche,  de  sa  valeur  initiale, 
1  +tang*^^.  Notre  approximation  consistera  donc  à  rempla- 
cer p*  par  tang*  6'^,  tout  en  laissant  dp  dans  Téquation  comme 
si  p  était  variable.  L'équation  (9)  devient  alors 

Tirant  dp  de  cette  équation,  et  substituant  dans  (7),  il  vient 
;il)  rfx  =  -    Ccos«y^«> 

équation  qu'on  peut  intégrer.  Soit  Vp  la  vitesse  initiale;  pour 
X  =  0,  on  aura  te;  =  Vo  cos  6',  ;  donc 


(12)  X  =  — ^ —  log  nép. 


+  1 


I 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  —  : 

.        ^CC(i8  6',(---hl)— i 
'  w  Kcosô'. 

Pour  trouverp,  il  est  plus  commode  de  changer  de  variable. 
Nous  ferons 

Kx 


d'où  Ton  déduit 


Ccosy,__^ 
—  Ç» 


az=  — 5 -• 


K 
Nous  ferons  aussi,  pour  abréger,  — h  1  =  a,  quantité  con- 

sfante;  l'équation  (13)  devient  a'ors 

w  I    KO.'     '• 
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Remplaçons  w  etdx  par  leurs  valeurs  en  i;  dans  Téquation 
rf»  =  —  -^  dx,  et  nous  aurons 

Pour  x  =  0,  on  a  à  la  fois  î;=1  etp=tange,. 
L'intégrale  de  l'équation  (15)  est  donc 

(10)     p  =  tang(K.-p^j5a«(ç*-l)-2«(Ç-l)+logç]- 

On  intégrera  ensuite  l'équation  dz=pdx,  qui  donnera,  en 
observant  que  «  =  0  pour  x=0,  ou  pour  Ç  =  l, 

(17)  »=«tangd'.-^[ja«((;*-i) 

—  5  flMdg  ç — 2a  (ç  - 1)  +  2a  loff  ç  +  5  (log  ç)«J. 

Cette  équation  est  celle  de  la  trajectoire.  On  remplacera 

Kx 

Ç  par  sa  valeur  e^^^^^j  et  on  développera  les  exponentielles 

K 
en  séries.  Remplaçant  aussi  a  par  sa  valeur  —-4- 1,  on  arrive 

à  mettre  l'équation  de  la  trajectoire  sous  la  forme 
où  le  coefficient  K'  représente  la  somme  de  la  série 

"*"      4K      rëôsV.         4.5. K    C«cos6',  "*"  *•• 

La  discussion  de  celte  valeur  montre  que  K'  varie  peu  avec 

la  distance  horizontale  x,  de  sorte  qu'on  peut,  sans  grande 

erreur,  remplacer  dans  Téquation  (18)  K'  par  une  valeur 

moyenne,   applicable  à  la  trajectoire   au  moins  dans  les 

premiers  arcs  parcourus  par  le  projectile.  Pour  le  tir  de  plein 

5 
fouet,  par  exemple,  on  peut  faire  K'=^.  L'équation  (18)  prend 

la  forme 

xiMgcrt      2r.«cos«(r'.  \        Ccos^.  'J 
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Le  premier  terme  2=xtang6'p  représente  une  droite  OS, 
tangente  à  la  trajectoire  à  l'origine  :  c'est  la  ligne  de  tir;  le 
terme  négatif 

représente  la  baisse  verticale  M'H  du  projectile,  au-dessous  de 
la  ligne  de  tir  OS.  Au  lieu  de  rapporter  la  trajectoire  aux 
axes  rectangulaires  OX,  OT,  on  peut  la  rapporter  à  la  ligne 
de  tir  et  à  la  verticale  ;  soit  sf=OW  la  nouvelle  abscisse,  et 
2'=H'M  la  nouvelle  ordonnée,  comptée  positivement  en  des- 
cendant ;  nous  aurons 


et 


ou  bien 


quantité  indépendante  de  l'angle  6'p.  Les  variations  de  Tincli- 
naison  du  tir  sont  donc  sans  influence  sur  les  baisses  du  pro- 
jectile comptées  verticalement  à  partir  de  la  ligne  de  tir. 
L'inclinaison  plus  ou  moins  grande  de  Tarme  ne  produit 
qu'un  déplacement  angulaire  de  la  trajectoire  dans  le  plan 
vertical,  sans  déformation  sensible  de  la  courbe.  C'est  sur  ce 
fait  qu'est  fondé  le  règlement  des  hausses  que  Ton  emploie 
dans  rinfanterie  pour  viser  à  diverses  distances. 


CHAPITRE  II 

THëOREMES  OÉNÛIAUX  OC  LA  DYNAMIQUC  DU  POINT. 


1.  Ju')qu*ici,  nous  avons  posé  les  équations  du  mouve- 
ment en  considérant  l'élément  infiniment  petit  de  trajectoire 
décrit  pendant  le  temps  dt\  les  théorèmes  généi^aux  substituent 
h  ces  arcs  élémentaires  des  arcs  de  grandeur  finie;  ce  sont 
les  conséquences  générales  de  l'intégration  que  l'on  doit  faire 
pour  passer  d*équations  reconnues  vraies  pour  une  durée 
infiniment  courte,  à  des  équations  applicables  à  une  durée 
quelconque. 

Il  y  a  quatre  théorèmes  principaux  sur  le  mouvement  d*un 
point  matériel  unique,  savoir  : 
Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  ; 
Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  ; 
Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  ; 
Le  théorème  des  forces  vives. 

32.  On  appelle  quantité  de  mouvement  d'un  point  matériel 
de  masse  m,  animé  d'une  vitesse  v,  le  produit  mv  de  la  masse 

par  la  vitesse.  On  peut  assimiler  ce  pro- 
duit à  une  force,  en  attribuant  à  la 
quantité  de  mouvement  la  direction 
de  la  vitesse  v.  On  lui  donne  le  signe 
de  la  vitesse. 
Ainsi  le  mobile  M  parcourant  la  tra- 
Fig.  18.  Jectoire  AB,  dans  le  sens  AB,  possède, 

quand  il  occupe  la  position  M,  une  certaine  vitesse  v  suivant 
la  direction  MT  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  La  quantité  de 
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mouTcmenf  du  point  matériel  à  cet  instant  sera  le  produit  mr, 
et  on  pourra  la  représenter  par  une  droite  proportionnelle  HA , 
portée  sur  la  tangente  à  partir  du  point  de  contact  dans  le 
sens  du  mouvement. 

Nous  pouvons  projeter  le  mouvement  du  point  sur  un  axe 
fixe  OX;  pour  plus  de  simplicité,  supposons  la  projection 
orthogonale.  Soit  (&  la  projection  du  point  H  ;  la  vitesse  v^du 
mouvement  projeté  sera  égale  à  la  projection  de  la  vitesse  v 
du  mouvement  réel  (I,  g  45).  Attribuons  au  mobile  fictif  (a  la 
même  masse,  m,  qu'au  mobile  réel  H;  la  quantité  de  mou- 
vement du  point  (JL  sera  mv^y  et  sera  représentée  par  une 
droite  (jLa,  prise  sur  la  trajectoire  rectiligne  OX  dans  le 
sens  du  mouvement,  et  égale  à  la  projection  de  la  droite 
MA.  Le  produit  mv,  est  donc  la  projection  de  la  quantité  de 
mouvement  filA  sur  Vaxe  OX,  ou  la  quantité  de  mouvement 
projetée  sur  cet  axe  :  on  lui  donne  le  signe  de  la  vitesse  proje- 
tée, Vg. 

La  droite  MA  peut  être  décomposée  à  la  manière  des  forces, 
suivant  les  directions  de  trois  axes  coordonnés;  chaque  com- 
posante sera  la  quantité  de  mouvement  projetée  sur  Taxe  cor- 
respondant parallèlement  au  plan  des  deux  autres  axes.  En 
général,  on  emploie  des  axes  rectangulaires,  et  les  projec- 
tions sont  orthogonales. 

La  quantité  de  mouvement,  MA,  élant  assimilée  à  une  force, 
on  peut  prendre  son  moment  par  rapport  à  un  axe  OX  quel- 
conque ;  ce  sera  le  produit  de  la  projection  de  MxV  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  OX,  par  la  plus  courte  distance  de  la  droite 
MA  à  Taxe,  avec  le  signe  -4-  ou  le  signe  — ,  suivant  les  conven- 
tions ordinaires  delà  statique  (II,  g  43). 

33.  On  appelle  force  vive  d'un  point  matériel  de  masse  m 
et  de  vitesse  v,  le  produit  mv*  de  la  masse  du  point  par  le 
carré  de  sa  vitesse.  On  n'a  pas  besoin  d'attribuer  à  la  force 
vive  une  direction  particulière,  comme  on  le  fait  pour  la  quan- 
tité de  mouvement. 

L'expression  impropre  de  force  vive  est  consacrée  par  Tu- 
sage  ;  il  n'y  faut  voir  qu'un  nom  donné  au  produit  mv*;  nous 
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indiquerons  plus  loin  l'origine  historique  de  œUe  définition, 
où  le  mot  force  perd  sa  signification  ordinaire. 

La  force  vive  d'un  point  matériel  est  toujours  positive. 

Les  théorèmes  généraux  font  connaître  des  relations  entre 
les  quantités  de  mouvement,  ou  les  quantités  de  mouvement 
projetées,  ou  les  moments  des  quantités  de  mouvement,  on 
enGn  les  forces  vives  d'un  point  matériel  mobile,  considéré  à 
deux  époques  de  son  mouvement.  Ces  relations  sont  expri- 
mées par  des  équations  qui  contiennent  dans  un  membre 
les  forces,  dans  l'autre  les  masses  et  les  vitesses. 

THÉORÈME  DES  QUANTITÉS  DE  MOUVEMEBT. 

34.  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  se  déduit 
de  Téquation  qui  donne  la  composante  tangentielle  de  la 
force. 

Soit  F  la  force,  ou  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur 
le  point  matériel  en  mouvement  ; 

(jL,  l'angle  que  fait  la  force  F  avec  la  direction  du  mou- 
vement ; 

m,  la  masse  ; 

Vy  la  vitesse, 
et  I,  le  temps. 

On  a  Téqualion  différentielle 

dv 
m^=:Pcos/«, 

ou  bien 

Le  premier  membre  est  la  diflérentielle  de  mv;  intégrons 
entre  deux  époques  t^  et  t,  et  soit  v^  la  vitesse  du  mobile  à  la 
première  de  ces  époques. 

Nous  aurons  pour  équation  intégrale 

On  appelle  impulsion  élémenlaire  d'une  force  F,  le  produit 
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¥dt  de  cetle  force  par  rintervallc  de  temps  infiniment  petit  dt 
pendant  lequel  elle  agit  ;  et  impulsion  totale  delà  force  F,  pen- 
dant rinlervalle  compris  entre  deux  valeurs  du  temps,  t^  et  f, 

rintégrale  1  ¥dl^  prise  entre  ces  deux  limites.  Si  Ton  pro- 
jette la  force  F  sur  une  droite  quelconque,  faisant  un  angle 
a  avec  sa  propre  direction,  Fcosad^  est  ce  qu'on  appelle  la 
projection  de  rimpulsion  élémeiHaire  de  la  force  F,  ou  VimpuU 
sion  âémentaire  projetée;  et  l'intégrale  de  Fcosad/,  prise  entre 
deux  limites  fp  et  t,  est  la  somme  des  impulsions  élémentaires 
projetées.  Par  analogie,  si  Tangle  (jl est,  comme  nous  lavons 
supposé,  l'angle  de  la  force  F  avec  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, Fcos|&dt  est  Vimpulsion  tangentielle  élémentaire  de  la 
force  F  pendant  le  temps  infiniment  court  dt. 

Faisant  usage  de  ces  définitions,  nous  pourrons  traduire 
l'ëqualion  (1)  en  langage  ordinaire,  et  poser  ce  théorème  : 

V accroissement  entre  deux  époques  de  la  quantité  de  mouvement 
d'un  point  matériel  est  égal  à  la  somme  des  impulsions  tangen- 
tielles  élémentaires  de  la  force  pendant  ce  mime  intervalle  de 
temps. 

La  composante  tangentielle  FcoS(jl  de  la  résultante  F  est  la 
somme  algébrique  des  composantes,  suivant  la  môme  tan- 
gente, de  toutes  les  forces  appliquées  au  point  matériel.  On 
I>eut  donc  modifier  l'énoncé  du  théorème  de  la  manière  sui- 
vante : 

U accroissement  entre  deux  époques  de  la  quantité  de  mouve- 
ment d*nn  point  matéiiel  est  égal  à  la  somme  des  impulsions 
élémentaires  tangentielles  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le 
point  matériel  entre  ces  deux  époques. 

35.  On  peut  remarquer  que  ce  théorème  n'est  qu'un  simple 
corollaire  d'un  théorème  de  cinématique,  établissant  une  pro- 
priété de  rindicatrice  des  accélérations  totales  (I,  g  98).  Si  Ton 
transporte  en  un  même  point  C  de  l'espace,  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  les  vitesses  sucressives  r,  et  qu'on  joigne  leurs  exlré- 
mités,  on  obtient  (tig.  19)  les  vitesses  acquises  élémentaires  jcft 
que  possède  successivement  le  point  mobile  entre  deux  époques 


.4    « 
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particulières  t.  et  t  de  ton  mouTement  ;  on  forme  ainsi  Tindi- 
catrice  des  accélérations  totales  DD',  et  Ion  Yoit  que  la  vitesse 

r  a  un  instant  quelconque 
est  la  résultante  géomc- 
tiique  de  la  vitesse  v^  et 
de  toutes  les  vitesses 
acquises  intermédiaires, 
j^(lt,  jjit,  ...,  ;,dt,  suppo- 
sées transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes 
au  pointe. 

Multipliant  toutes  ces 
quantités  par  la  masse  m 
du  mobile,  les  vitesses 
deviennent  les  quantités 
de  mouvement  y  les  vitesses 
acquises  élémentaires  deviennent  les  impulsions  élémentaires 
de  la  force. 

L'accroissement  mv  —  mv.  de  la  quantité  de  mouvement 
entre  les  deux  époques  t  et  t.  s'obtient  sur  la  figure  en  faisant 
la  somme  des  projections  des  quantités  mj^dt^  mj^dt,...  m;.tft, 
sur  les  rayons  r»,  Vp  «-m  v^j  ce  qui  revient  à  faire  Tintégrale 
des  produits  F  cos  {x  cfo,  ou  des  impulsions  tangenlielles  élé- 
mentaires. 

Nous  pouvons  donc  poser  le  théorème  suivant,  qui  est  plus 
général  que  celui  que  nous  avons  établi  par  Tanalyse  : 

Si  Von  considère  le  mouvement  d'un  point  matériel  entre  deux 
époques  quelconques^  la  quantité  de  mouvement  à  la  seconde  épo- 
que est  la  résultante  de  la  quantité  de  mouvement  à  la  première 
époque,  et  de  toutes  les  impulsions' élémentaires  des  forces  qui 
ont  agi  sur  le  point  matériel  entre  la  première  époque  et  la  se- 
conde, ces  quantités  de  mouvement  et  ces  impulsions  élémenttU- 
res  étant  toutes  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
mime  point  de  Vespace. 

36.  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  est  un 
corollaire  de  cette  dernière  proposition. 
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Projetons  en  effet  les  quantités  de  mouTemenl  et  les  impul- 
sions élémentaires  sur  un  même  axe  fixe;  la  projection  de  l'im- 
pulsion élémentaire  ¥dt  d'une  force  F  sur  un  axe  OX  avec  le- 
quel elle  fait  un  angle  a,  n'est  autre  chose  que  le  produit 
Fcos2  itt  de  la  projection  de  la  force  sur  cet  axe  par  Télémeut 
du  temps  dt. 

De  même  la  projection  de  la  quantité  de  mouTement  sur 
Taxe  est  lé  produit  mvcosX,  X  étant  l'angle  de  la  Tilesse 
avec  Taxe;  la  projection  de  la  résullanle  étant  la  sonmie 
algébrique  des  projections  de  ses  composantes,  on  a  Téqualion 


/:■ 


OU 

cosdlr. 


a9008JL^M«.eot^  =    i    F< 


Donc  t aeeroi$$€ment  entre  deux  époques  de  la  quantité  de 
mouvement  projetée  sur  un  axe  fixe  est  égal  à  Fintégrale  prise 
entre  ces  deux  époques  des  impulsions  élémentaires  de  la  force 
projetée  sur  le  mime  axe;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la 
somme  des  impulsions  élémentaires  projetées  de  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  mobile. 

37.  Pour  démontrer  ce  théorème  analytique  ment,  il  suCGt 
déconsidérer  Téquation du  mouvement  projeté  sur  lun  des 
axes  coordonnés^  sur  l'axe  des  x  par  exemple.  Cette  équation 
est 

en  désignant  par  X  la  composante  de  la  force. 

^dx 

^  ,         d*x  dt  du 

ftous  pouvons  remplacer  ^  par  -^  ,  ou  encore  par  ^ , 

en  appelant  u  la  vitesse  de  l'abscisse  x,  ou  la  projection  de  la 
vitesse  du  point  sur  Taxe  des  abscisses.  On  a  donc 

m.  —  Btt.  OOUWBOBI.  5 
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et  par  suite 

méu  =  Idi, 

OU  en  intégrant 


—  mif«=s   I    \dt; 


mu 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  proposition  a  un  énoncé  analogue  au  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  et  des  impulsions  tangentielles.  Hais  elle 
exige  que  Taie  sur  lequel  on  projette  à  chaque  instant  les 
forces  et  les  vitesses  soit  fixe  dans  l'espace,  tandis  que  le 
théorème  des  quantités  de  mouvement  totales  fait  inter- 
venir les  projections  des  forces  sur  la  direction  de  la  tan- 
gente à  la  trajectoire,  direction  variable  dans  la  suite  da 
mouvement. 

Si  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  la  force  reste 
normale  à  un  plan  fixe,  le  théorème  des  quantités  de  mouTe» 
ment  projetées  montre  que  la  vitesse  du  mobile  projetée  sur 
une  droite  quelconque  tracée  dans  ce  plan  reste  constante 
pendant  tout  cet  intervalle.  Car,  en  prenant  pour  axe  de  pro- 
jection l'a  droite  ainsi  tracée,  on  a,  dans  tout  Tintervalle  con- 
sidéré, X=0,  et  par  suite  ti=u«. 

On  remarquera  l'identité  de  ces  théorèmes  avec  oenz 
qui  ont  été  établis  en  cinématique  pour  les  accélérations 
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38.  Le  point  matériel  H,  dont  la  masse  est  m,  parcourt  la 
trajectoire  AB  et  occupe  les  positions  H,  M^,  M,,  M,..,,  H an 
bout  d'intervalles  de  temps  égaux  à 

0»   dt,    Sctt.    Zdt,    ....    ndi. 

Soient  Mv,  M^v^,  BI,t;„  M,t;„  ...,  les  directions  et  les  gran« 
deurs  des  vitesses  qu*il  possède  successivement  à  son  passage 
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€n  ces  divers  poorfs;  noms  les  reprësenterwis  par  les  lettres 
v^  «p  «É«  ^tj  --;  la  TÎtesse  aa  poînt  N  sera  désignée  par  Y. 

Représeatons  aussi  sur  la  figure  tes  idtesses  actfnises  âé- 
mentaires  du  mobile,  pendant  qaû  parcourt  les  ares  Ifll^ 
MjM,,  HJi^j  •—  la  vitesse  9>  du  mobik  air  poiot  M  se 
compose  atee  la  vitesse 


Fie.  ^ 


quise  élémentaire  [dÈ  pour 
produire  la  vitesse  v^  qu'il 
possède  au  point  M^,  et  le  j^g  j,étKf\ 

point  M ^  est,  à  des  inffnîmeBf  r^*4fe£^"  ' 
petits  d^ordresupérieurprès, 
situé  sur  la  direction  de  la 
résultante  dés  vitesses  v  et  jtft^  composées  en  11.  En  d'autres 
termes,  t^  pe»l  être  regardée,  en  position  et  en  grandeur,  comme 
la  réeuîbmte  dès  trittsses  Tetjit  appliquées  en  M.  Donc,  en  mul- 
tipliant par  la  masse  les  trois  vitesses,  on  pourra  dire  que 
la  quaniité  de  mouvement  mv^  est  la  résultante  de  la  quatUité 
de  momement  mv,  eldela  quantUé  m]dt,  laquelle  n'est  autre 
chose  que  rimpukion  ^émentaire  Edt  de  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile  pendant  son  passage  de  H  en  M^. 

On  reconaalirait  de  même  cpie  mv^  appliquée  en  M^,  est 
la  résultante  de  mv^  appliquée  en  H^  et  de  F^dt  appliquée 
aussi  en  M^  ;  que  mv,  est  la  résultante  de  mt;,  et  de  F,d(,  et 
ainsi  de  suite  ;  si  l'on  s'arrête  au  point  N,  mV  sera  la  résul- 
tante de  mr,_4  et  de  F^^^dL 

Donc  la  quantité  de  mouvement  finale  mV,  appliquée  en  N, 
est  la  résultante  de  la  quantité  de  mouvement  mv  appli- 
quée ea  H,  et  des  impulsions  élémentaires  ¥dty  F^dt,  F.dt..., 
F^^dt^  respectivement  appliquées  en  M,  M^,  M^...,  M,^. 

Le  théorème  du  g  55  nous  a  montré  que  la  quantité  de  mou- 
vement mV  est  la  résultante  de  mv  et  des  impulsions  élémen- 
taires Fdt,.  toutes  ces  forces  étant  transportées  parallèlement 
en  un  même  point  de  l'espace  ;  nous  pouvons  ajouter  mainte- 
nant que  mV  est  la  résultante  demt;  et  des  impulsions  Fdt^  en 
laissant  à  chacune  de  ces  quantités  son  point  d'application  sur 
la  trajectlQÎre  :  s'il  en  eal  aîoai,  m  peut  ap|iliqiier  à  ce  groupe 
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de  forces,  en  changeant  le  sens  de  mV,  les  six  équations  qui 
dëtinissent  Téquilibre  d'un  système  invariable.  Les  trois  pre- 
mières nous  donneraient  le  théorème  des  quantités  de  inouve- 
ment  projetées,  que  nous  connaissons  déjà  (g  36);  les -trois 
autres  nous  conduisent  au  théorème  des  momentë  des  quanti- 
tés de  mouvement^  que  nous  pouvons  exprimer  par  l'équation 

la  notation  M«»  (  )  indiquant  le  moment  d'une  force  par 
rapport  à  un  axe  ab  supposé  fixe  (II,  g  41  )  ;  en  langage  ordi- 
naire,, 

V accroissement j  entre  deux  époques^  du  moment  delà  quan- 
tité de  mouvement  d'un  point  matériel  par  rapport  à  un  axe  fixe^ 
est  égal  à  la  somme  des  moments^  par  rapport  au  mime  axe^ 
des  impulsions  élémentaires  des  forces  qui  ont  agi  sur  ce  point 
entre  ces  deux  époques. 

DÉMONSTRATION  AIVALÏTIQUE  DU  THÉORÈME  DES  MOMENTS 
DES   QUA1|TITÉ8  DE  MOUVEMENT. 

39.  Les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  uni- 
que sont 

Les  forces  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  point  matériel; 
leur  point  d'application  commun  a  pour  coordonnées  x,  y,  %. 

Prenons  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport 
à  un  des  axes  coordonnés,  l'axe  OZ,  par  exemple.  Nous  sa- 
vons (11,  g  50)  qu'elle  est  égale  à 

Pour  obtenir  cette  fonction,  multiplions  la  première  équa- 
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tion  du  moutemenl  par  y,  la  seconde  par  x,  et  retranchons 
la  première  de  la  seconde.  Il  viendra 

Or  le  premier  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  au 
temps  (,  de  la  fonction  »»  (*  -Ji — y  jt  )  ;  de  sorte  qu'on  a,  en 

multipliant  par  dt  et  en  intégrant  entre  les  limites  t^  et  t,  l'é- 
quation 

L'intégrale  du  second  membre  représente  la  somme  des 
moments  des  impulsions  élémentaires  de  la  force  (X,  Y,  Z)» 
pendant  tout  l'intervalle  de  temps  t — t^^  par  rapport  à  l'axe  OZ. 

Le  premier  membre  peut  s'écrire 

dy  dx 

ce  qui  représente  le  moment,  par  rapport  à  OZ,  de  la  quantité 
de  mouvement  du  point  matériel.  Ce  moment  est  pris  à  l'in- 
stant final  défini  par  la  valeur  t  du  temps.  La  constante  C  est 
la  valeur  que  prend  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement 
pour  (  =  ^^,  ou  à  l'instant  initial.  On  peut  donc  la  représenter 
par  l'expression 

-i-in-'-m]- 

les  indices  montrant  qu'il  s'agit  des  valeurs  particulières  des 

djc    dv 
fonctions  ^>  !/>  -n»  -j.  à  l'instant  t=t^. 

L'équation  prend  en  définitive  la  forme 
ou,  en  employant  la  notation  des  moments, 


"02 


(mr)-Mo2(mP.)=    r  M^^lFr/O- 
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40.  Dans  un  fil  en  équilibre  (II,  g  525),  chaque  élé- 
menl  est  en  équilibre  sous  l'action  des  tensions  qui  agisseni 
en  sens  contraires  à  ses  deux  exlrëmilcs  cl  de  la  force  qui 
sollicite  l'élément.  La  tension  à  l'une  des  cxtrémilés  est 
donc  éijale  et  contraire  à  la  résultante  de  la  tension  à 
l'autre  extrémilé  et  de  la  Torce  extérieure.  Celle  remarque 
peut  s'étendre  à  une  portion  unie  de  fd;  la  tension  h  Tune 
des  extrémités  sera  aussi  éijale  et  contraire  à  la  résultante 
de  la  tension  à  l'autre  extrémité,  et  de  toutes  les  forces  ap- 
pliquées à  la  portion  de  fîl  considérée  ;  en  d'autres  termes, 
la  tension  à  une  extrémité  est  la  résultante  de  la  tension 
ù  l'autre  extrémité,  prise  en  sens  contraire,  et  des  forces 
cliangées  toutes  de  sens.  Sous  celle  forme,  on  voit  que  l'équi- 
libre des  courbes  funiculaires  donne  lieu  h  une  théorie  ana- 
logue è  celles  des  quantités  de  mouvement  dons  les  trojec- 
ioires  :  aux  tensions  coiTcspondent  les  quantités  de  monve- 
menl  ;  aux  forces  appliquées  aux  éléments,  correspondenl 
les  impulsions  élémentaires;  au  pohjgone  de  Varignon  (II, 
g  524),  correspond  l'indicalrice  des  accéléralions  totales, 
ou  plutôt  celle  indicatrice  amplifiée  dans  le  rapport  de  la 
masse  à  l'unité  (g  35).  Le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  que  nous  venons  d'exposer,  n 
pour  analogue  l'énoncé  suivant,  qui  n'est  autre  que  l'appli- 
cation pure  et  simple  du  théorème  des  moments  aux  ten- 
sions el  aux  forces  en  équilibre  :  La  somme  algébrique  des 
momails  des  tensions  qui  agissent  aux  extrcmilés  d'une fortton 
de  fil,  el  des  moments  des  forces  qui  sollicilenl  cette  portion,  est 
e'ijale  à  zéro. 

41 .  L'analogie  entre  les  deux  théories  s'établit  analytique- 
ment,  en  comparant  entre  elles  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  et  les  équations  de  l'équilibre  d'un  fil. 
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Les  premières  sont  : 

Les  secondes, 

''(^S)=-^'*' 

Si  ÂB  est  la  trajectoire  décrite  par  le  point  mobile  libre, 
d'après  la  loi  représentée  par  les  équations  (1  ) ,  et  que  v^v\tf,...j 
soient  les  vitesses  successives  que  le  point  possède  à  son  pas- 
sage aux  points  géométriques  M,  M\  H'' ...,  inOniment  voisins 
les  uns  des  autres,  on  pourra  regar- 
der AB  comme  la  forme  d'équilibre 
d'un  fil,  dans  lequel  la  tension  T  se-  2 — IL  y  m; 
raît  en  chaque  point  égale  à  la  quan-  pig.  21. 

titë  de  mouvement  mv  du  mobile  en  ce 
point;  quant  aux  forces  extérieures  à  appliquer  à  ce  fil,  on  les 
déterminera  en  changeant  en  chaque  point  le  sens  de  la  force 
(X,  T,  Z)  qui  sollicite  le  mobile,  et  en  divisant  cette  force 
par  la  vHesse  v.  En  effet,  on  peut  écrire  la  première  des 
équations  (1  )  sous  la  forme 

d  f     dx\       ^ 

OU  bien,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  —, 


ou  encore 


72  .       ANALOGIE  AVEC  L'EQUILIBRE  b'UIf  FIL. 

équation  identique  à  la  première  des  équations  (2)  si  l'on 
fuit 

X 

T  =  mv     et     X'  =  — -. 

V 

Pour  que  celte  assimilation  soit  admissible,  il  faut  d'ail- 
leurs que  mv  n'ait  en  chaque  point  de  la  trajectoire  qu'une 
valeur  unique  et  positive,  ce  qui  exige  que  le  mouvement  du 
point  matériel  se  fasse  sur  sa  trajectoire  dans  un  seul  et  même 
sens. 

Cette  règle  établit,  par  exemple,  le  lien  entre  la  parabole 
considérée  comme  trajectoire  d'un  point  pesant  dans  le  vide 
(g  16),  et  la  parabole  considérée  comme  forme  d'équilibre  d*un 
fil  chargé  de  poids  uniformément  répartis  suivant  Thorizon- 
iale(ll,§327). 

THÉORÈME  DES  AIRES. 

42.  Nous  avons  démontré  en  cinématique  (I,  §  109)  que  lors- 
qu'un point  mobile  dans  un  plan  décrit  en  temps  égaux  des  aires 
égales  autour  d'un  point  fixe  de  ce  plan^  V accélération  totale  du 
point  mobile  est  constamment  dirigée  vers  le  point  fixe.  La  réci- 
proque est  vraie. 

Nous  avons  étendu  ensuite  ce  théorème  au  mouvement  d'un 
point  mobile  dans  l'espace  :  quand  la  projection  d^un  point  mo- 
bile  sur  un  plan  décrit  en  temps  égaux  des  aires  égales  autour 
d*un  point  du  plan^  faccélération  totale  du  point  mobile  dans 
V espace  rencontre  constamment  la  droite  élevée  par  le  point  fixe 
perpendiculairement  au  plan  de  projection  ;  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  donner  une  interprétation  dynamique  de  ces 
Ihéorèmes. 

Soit  AB  (fig.  22)  la  trajectoire  d'un  point  matériel  M  de  masse 
m  ;  RS  un  plan  de  projection,  et  0  un  point  fixe  pris  dans  ce 
plan.  La  trajectoire Â6  se  projette  en  ab  sur  le  planRS,  età  un 
instant  donné  le  point  M  s'y  projette  en  M'.  On  suppose  que  la 
vitesse  aréolaiie  du  point  m  autour  du  point  0  est  constante. 
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c'est-à-dire  que  Paire  décrile  par  le  rayon  vecteur  pendant  un 
même  temps  dt  reste  constamment  la  même.  Il  en  résulte, 
d'après  le  théorème  de  cinématique  que  nous  venons  de  rappe* 
1er,  que  Taccélëration  totale  j  du  point  X  est  dirigée  suivant 
une  droite  MN  qui  rencontre  la  droite  OP,  élevée  en  0  perpendi- 
culairement au  plan  RS  ;  comme 
cas  particulier,  elle  peut  être  pa- 
rallèle à  cette  droite.  Il  résulte 
de  là  que  la  force  F  qui  sollicite 
le  point,  a  aussi  pour  direction 
une  droite  MN  qui  rencontre 
Taxe  OP  ou  qui  lui  est  paral- 
lèle; la  force  F  a  donc  un  mo-  ^  ^ 
ment  constamment  nul  par  rap- 
port à  l'axe  OP  (H,  g  42),  et  par  suite  la  somme  des  moments 
des  impulsions  élémentaires  de  la  force  pour  une  portion 
quelconque  de  trajectoire  est  égale  à  zéro.  Donc  Téqualion 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 
Taxe  OP  se  réduit,  pour  deux  époques  quelconques,  à  l'éga- 
lité 

ou  bien  à  celle-ci 

Mop(mV)  =  Mop(mV.); 

c'est-à-dire  que /^  moment  de  la  quantité  de  moutemenl  par  rajh 
port  à  Paxe  OP  est  constant  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  égalité  du  moment  implique 
la  proportionnalité  des  aires  décrites  en  projection  autour  du 
point  0,  au  temps  mis  à  les  décrire. 

En  effet,  pour  prendre  le  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  point  M  par  rapport  à  Taxe  OP,  il  faut  projeter  la 
vitesse  MV  du  point  sur  le  plan  RS  normal  à  OP,  ce  qui  don- 
nera la  vitesse  M'Y'  du  mobile  projeté  m  ;  puis  on  abaisse  du 
point  0  une  perpendiculaire  01  sur  la  direction  H' V^  t;  étant  la 
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projection  de  la  vitesse  V  dans  Tespace,  le  moment  demandé 
sera  égal  au  prodnk 

ntvxOL 

S'il  est  constant,  cela  montre  que  le  produit  t;  x  01  est  aussi 
constant;  multiplions  par  la  durée  dt  du  parcours  d'un  arc 
infiniment  petit  de  trajectoire  ;  vdt  sera  Parc  M'H'  décrit  pen- 
dant ce  temps  sur  la  trajectoire  projetée  ùb^  ou 
sur  sa  tangenteMT  (fig.  23)  ;  le  produit  t;d(x(X, 
ou  M'M''  X  01,  est  égal  au  double  de  Taire  du 
triangle  OM'M'\  décrit  autour  du  point  0  pen- 
dant le  temps  dt  par  le  rayon  vecteur  0M\  Or 
le  produit  v  x  01  est  constant  ;  cette  aire 
est  donc  proportionnelle  au  temps  dl  mis  à 
^*^'  la  décrire.  Remarquons  que  l^xOI  est  la 

vitesse  de  Vaire  (I,  g  30),  ou  la  vitesse  aréolaire  du  point  H 
autour  de  Vaxe  OP.  Par  conséquenty  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  mv  X  01  par  rapport  à  Vaxe  OP  est  égal  au  pro- 
duit de  la  masse  du  mobile  par  le  double  de  la  vitesse  aréolaire 
du  point  M  autour  de  cet  axe.  Cette  relation  est  générale.  Si, 
à  un  instant  quelconque,  on  porte  sur  la  droite  OP  (fig.  22), 
dans  le  sens  convenable  (II,  §  44),  une  longueur  représenta- 
tive du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à 
OP,  la  même  longueur  représentera  au  même  instant,  après 
la  division  par  le  facteur  2m,  la  vitesse  aréolaire  du  mobile 
autour  de  OP. 

GÉNÉRALISATIOrf  DU  THÉORÈME  DES  AIRES. 

43.  Le  théorème  des  .aires,  teli|ue  nous  Valons  énoncé,  ne 
s'applique  qu'à  un  cas  particulier,  celui  où  la  foroe  qui  agit 
sur  le  point  mobile  est  constamment  dans  un  même  plan  avec 
une  droite  fixe.  Mais  on  peut  étendre  ce  théorème  à  un  mou- 
vement quelconque  de  la  manière  suivante. 

Appliquons  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  un  axe  fixe  OP  à  une  durée  infini- 
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ment  petite  dt;  «npdms  V«  T  les  vitesses  du  mobile  sur  sa 
trajecUnrc  au  oommenoeaieftt  et  à  la  fin  de  cette  durée  ;  il 
viendra  rëqutîon 

Mais  nous  venons  de  voir  que  le  moment  de  mV  par  rap- 
port à  l'axe  OP  est  égal  au  produit  par  2m  de  la  viterâe  aréo- 
laire  A  du  mobile  autour  :du  même  axe  ;  on  a  donc 

de  même 

L'équation  des  moments  devient 

2m(à' -  A)  =  ¥<^  {P  X  rf/)  =  d/ X  M^IF), 

ou  bien 

dA 
Le  rapport  -^  est  la  vitesse  de  îa  vitesse  aréolaire  (I,  §  28), 

ce  qu'on  peut  appeler  Vaccélération  de  Paire  décrite  en  pro- 
jection sur  un  plan  normal  à  OP.  L'équation  indique  donc  que 
le  produit  de  raccélératian  de  taire  par  la  masse  est  égal  à  la 
moitié  du  moment  de  la  force. 

Ce  nouvel  énoncé  est,  pour  le  mouvement  projeté  sur  des 
plans,  analogue  aux  équations  ¥^=mjj,  qui  définissent  le 
mouvement  projeté  sur  des  axes. 

Le  point  M,  mobile  sur  la  trajectoire  AB,  a  pour  projections 
sur  trois  axes  rectangulaires  OX,OY,  OZ,  les  points  m,tn',  m" 
(fig.  24)  ;  sur  les  trois  plans  coordonnés,  il  a  pour  projections 
les  points  ji,  ^\  jx",  mobiles  sur  les  trajectoires  ai,  a't',  a"b". 
Les  équations 


70  THÉORÈHB 

posées  dans  le  g  15,  définissent  les  moaveroents  des  points 

m,  m\  m"  le  long  des  trois  axes.  Outre 
ces  trois  coordonnées  Om,  Om',  Om", 
on  peut  considérer  comme  coordon- 
nées du  point  les  aires  décrites  sur  cha- 
cun des  plans  XOY,  YOZ,  ZOX,  par  les 
rayons  vecteurs  Oj*,  (V'i  Opi"  ;  si  Ton 
appelle  A,  B,  C  les  aires  planes  en- 
gendrées par  ces  rayons,  à  partir 
d'axes  polaires  arbitraires,  nous  au- 
rons, en  adoptant  pour  les  moments 
les  mêmes  notations  qu'en  statique  (U,  §  50),  les  trois  équa- 
tions différentielles  : 


Fig.  24. 


m 


d^K       \ 


s5  =  i''«'^J=|i^'-^y»  =  5"* 


iPC 


1 


5^-5*ot(*1 


5'^ 


AUTBE  UfTESPAÉTATION  DU  THfiORÈllE  PRÊcCfHQIT, 


44.  Reprenons  Téquation  générale 


Pt«.  iS. 


et  appliquons-la  successivement  aux 
trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ. 
Portons  sur  l'axe  OX  trois  longueurs, 
l'une  OÂ  pour  représenter  le  mo- 
ment M„(mV),  l'autre  OA',  pour  re- 
présenter le  moment  MM(mV');  la 
troisième  enfin,  Os,  pour  représon* 
ter  le  moment  M«t(F)  =  L;  opérons 
de  même  pour  les  deux  autres  axes 
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coordonnés  ;  nous  obtiendrons  les  segments 

OB  =  Mo^(mV), 
OB'  =  Hox(mVT, 

et 

OC=M„(«^K 
oc  =  Ho,  (mn 

Composons  les  droites  OA,  OB,  OC,  à  la  manière  des  forces  ; 
la  résultante  OP  sera  (II,  §  52)  Vaxe  du  moment  de  la  quan- 
tité de  mouvement  mV  par  rapport  au  point  0  ;  de  même  la  ré- 
sultante OP  des  droites  0A\  OB',  0C\  sera  Taxe  du  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  finale  mV  par  rapport  au  point  0, 
et  OR,  résultante  de  Oa,  00,  Oy,  sera  l'axe  représentatif  du 
moment  de  la  force  F  par  rapport  à  ce  même  point. 

Le  point  P,  extrémité  libre  de  Taxe  du  moment  de  la  quantité 

de  mouvement  par  rapport  au  point  0,  parcourt  une  certaine 

trajectoire  PP  pendant  que  le  mobile  se  meut  dans  l'espace;  il 

se  trouve  en  F  au  bout  de  l'intervalle  de  temps  dt;  par  suite, 

l'arc  PF  est  la  direction  de  sa  vitesse,  et  la  mesure  de  celte 

PP' 
vitesse  est  la  limite  du  rapport  -^ .  Les  composantes  de  la 

•  I  •  AA'  BB'.  CC'       .    - 

même  vitesse  suivant  les  axes  sont  -yr-»  -jr  nr-  Mais  les 

dt     dt     dt 

équations  des  moments  des  quantités  de  mouvement  nous 

donnent 


et  par  suite 


AA' 

=  0A-0à'  = 

Om>:dt, 

BB' 

=  O^Xd/, 

ccr 

eOyXrfr, 
^^'  =  Oâ 

7i  **  ^'• 
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Les  composantes  de  la  vitesse  du  point  P  sont  donc  respecti* 
vement  égales  aux  composantes  du  moment  de  la  force  F  ;  et* 
par  conséquent,  la  vitesse  du  point  P,  extrémité  de  Taxe  (b 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  far  rapport  au  point  0, 
est,  à  chaque  instant,  égale  et  parallèle  à  Vaxe  représentatif  du 
moment  de  la  force  par  rapport  au  mime  point. 

Celle  interprélation,  que  neufs  étendrons  plus  loin  à  un 
système  matériel  quelconque,  est  due  à  M.  Resal. 

La  trajectoire  du  point  R  dans  la  suite  du  mouvement  est 
l'indicatrice  des  accélérations  totales  du  movMflMBl  do 
point  P. 

THÉOBÈMB   ras  FORCES  VIVES, 

45.  De  l'équation  différentielle 

âv 


m 


ssFcosfif 


qui  donne  la  valeur  de  l'accélération  langentielle  en  fonction 
de  la  masse  et  de  la  composante  tangentielle  de  la  force  F,  on 

tire,  en  remplaçant  dt  par  — ,  et  en  chassant  le  dénominateor, 
équation  qui  s'intégre  et  conduit  à  la  relation  suivante  : 

Le  théorème  des  forces  vives  est  la  traduction  de  cette  équa- 
tion en  langage  ordinaire.  Observons  que  le  produit  FcoS|idt 
est  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  pour  le  déplace* 
inOniment  petit  ds  du  point  mobile  (II,  §  107).  L'intégrak 

F  cos [kds  est  donc  la  somme  des  travaux  élémentaires  de 

la  force  F,  ou  le  travail  total  de  cette  force,  entre  les  posi- 
tions définies  sur  la  trajectoire  par  les  arcs  s^  et  s  qui  limi- 
tent l'intégration.  Les  termes  |mv*  et  {mv*  sont  les  moitiés 


/. 


$ 

$0 
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1  forces  vives  du  point  matériel  en  ces  deux  posilioas,  de 
Irle  que  l'on  peut  poser  ce  tltéorètne  : 
[  he  demi-aca-oissemeiit  delà  force  vive  d'un  point  matériel  en- 
tdeax  positions  successivement  occupées  par  ce  point  sur  sa 

^ectoire,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  la 
jree  qui  agit  sur  le  points  entre  ces  mêmes  positions. 

Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  étant  la  somme  algé- 
brique des  travaux  élémentaires  de  ses  composantes,  on  peut 
dire  aussi  que  le  demi-accroissement  de  la  force  vive  du  point  est 
ta  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  lui 
entre  les  deux  positions  successives  dans  lesquelles  on  le  con- 
sidh-e. 

Si  l'on  se  reporte  au  g  1 1 7  de  la  Cinématique,  on  verra  que  le 
tliéoième  des  forces  vives  exprime  simplement  une  propriété 
de  l'indicalrice  des  accélf'rations  totales  ;  il  suffit, en  cITet,  pour 
l'établir,  de  multiplier  par  la  masse  l'équation  posée  entre  les 
carrés  des  vitesses  et  les  accélérations  totales,  puis  d'observer 
que  les  produits  mj  sont  respectivement  égaux  aux  forces  F. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  matériel  normalement 
à  sa  trajccloire,  ayant  un  travail  nul,  ne  figurent  pas  dans 
i'équation  des  forces  vives.  Elles  ont  pour  effet  d'altérer  la 
courbure  de  la  trajectoire  sans  rien  changer  à  la  vitesse  du 
mobile. 

Si  Ton  décompose  chacune  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point  en  trois  composantes,  X,  Y,  Z,  parallèles  à  trois  axes 
rectangulaires,  le  travail  élémentaire  de  la  force  s'exprimera, 
comme  on  Ta  vu  (U,  g  113),  par  la  somme 

dx,  dif,  dz  étant  les  composantes  du  cliemin  infiniment  petit 
ds  suivant  les  mêmes  axes.  Supposons  qu'on  aitopèré  ainsi  pour 
la  résultante  F  des  forces  appliquées  au  mobile,  et  que  X,  Y, 
Z  soient  les  composantes  de  cette  résultante  parallèles  aux 
axes.  Kous  pourrons  poser  l'équation 


■(X(/j:  +  ïrfî,  +  Idi). 
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et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  la  met  ordinairement  pour  en 
tirer  des  conséquences  analvtiaues. 
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46.  Il  peut  arriver  que  la  force  F  soit  donnée,  en  grandeur 
et  en  direction,  pour  tous  les  points  de  Tespace.  C'est  ce 
qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  une  attraction  vers  un  centre 
fixe  ;  en  quelque  point  qu'on  suppose  le  mobile  placé,  la  force 
qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le  centre  d'attraction,  et  a  une 
grandeur  parfaitement  définie.  Il  en  serait  autrement,  si  le 
point  mobile  était  soumis  à  une  force  de  frottement  ou  à  la 
résistance  d'un  milieu  ;  car  alors  la  direction  de  la  résultante 
de  toutes  les  forces  qui  lui  seraient  appliquées,  serait  variable 
avec  la  direction  ou  avec  la  vitesse  de  son  mouvement,  et  ne 
dépendrait  pas  uniquement  de  la  position  du  point. 

Admettons  le  premier  cas.  Alors  X,  Y,  Z,  composantes  de  la 
force  F,  sont  des  fonctions  connues  des  coordonnées  dP,  y,  %  du 
point  mobile.  Si,  en  outre,  la  fonction 

qui  ne  contient  que  les  coordonnées  x,  y,  2,  et  leurs  difTéren- 
tielles,  est  d'elle-même  la  dinérentielle  exacte  d'une  fonction 
9  (^«  y*  ^)  des  trois  coordonnées,  on  pourra  intégrer  cette  ex- 
pression sans  rien  connaître  d'ailleurs  des  valeurs  effectives 
de  X,  y,  %  en  fonction  du  temps  t,  et  faisant  Tiniégration  entre 
deux  positions  successives  (x,  y,  %)  et  (x^,  j/^,  xj  du  mobile, 
on  sera  sûr  que  le  mouvement  satisfera,  quel  qu'il  soit,  à  Té- 
quation 

1  i 

jm»«  —  j  mr.«=  f  (x,  y,  s)  —  f  («.,  y.,  «•), 

de  sorte  que,  si  v^  est  la  vitesse  du  mobile  à  son  passage  au 
point  (x^,  y^y  2^),  v  sera  sa  vitesse  au  point  (x,  y,  %)^  s'il  y 
passe» 
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Le  théorème  des  forces  vives  conduit  donc,  suivant  les  cas, 
à  des  équations  déformes  analytiques  différentes.  L'équation 


1         i  r 

-  »ii>*  —  ^  mt'.*  =   i     F  cos  fids, 


est  toujours  vraie;  mais,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
avons  indiqué,  on  peut  lui  donner  la  forme 

jm»*  —  I  m»,«  =  f  (x,  y,  a)  —  y  (a,  y.,  «,), 

OÙ  rintëgration  est  achevée,  sans  pour  cela  que  le  mouve- 
ment du  mobile  soit  connu.  Lorsque  Fcos^jids  n'est  pas 
réductible  à  priori  à  une  difTérentielle  exacte,  ce  n'est  qu'après 
avoir  déterminé  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement  du  point 
qu'on  peut  déterminer  la  valeur  de  Tintégrale,  et  l'usage  de 
rèquation  peut  ne  pas  offrir  autant  d'utilité. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  ici  de  Téquation  sous  sa 
forme  intégrale,  c'est-à-dire  du  cas  où  X,  Y,  Z  sont  exprimées 
par  des  fonctions  connues  de  x,  y,  2,  et  où  Xdx-^-Ydy+Zdz 
est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  ^(x,  y,  z)  des  coor- 
données. 

Pour  que  cette  dernière  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il 
suffît  qu'on  ait  les  trois  identités 

^iî  =  ËÏ     ^-'i?     ^  —  ^ 

dy        dz  ^     di  "  (ly  '     dx       dz' 

Alors  la  fonction  9  se  déterminera  par  la  somme  de  in  :^: 
intégrales  partielles, 

X  [X,  y,  a)  (/x  -h    /     Y  (x.,  y,  s) (!y-{.    j    l  [xo,  y,,  z]  dz, 

^•»  !/o>  ^Q  ^tant  des  quantités  arbitraires,  et  l'équation  des 
forces  vives  devient 

1 
en  désignant  par  G  la  constante  introduite  par  l'intégration. 

ui.  —  v£c.  coLLic5o:i.  0 
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47.  On  appelle  surfaces  de  niveau  les  surGices  représentées 
par  Tèquation  générale 

C  étant  une  constante  qui  pent  reoeroir  toutes  les  valeurs 
réelles,  positives  ou  négatives.  D  n'y  a  de  surfaces  de  niveau 
que  lorsque  la  fonction  9  existe,  ou  lorsque  réquation  des 
forces  vives  est  susceptible  d^int^^ration  immédiate.  Dans  oe 
cas,  l'intégration  fait  connaître  la  fonction  f ,  et,  par  aoile, 
réquation  des  surfaces  de  niveau. 

En  général,  la  fonction  9  sera  déterminée  à  une  ocmstante 
prés  pour  chaque  point  de  l'espace,  de  sorte  qu'en  chaque 
point  passe  une  certaine  surface  de  niveau,  et  qu'il  n'en  passe 
qu'une  seule.  Deux  surfaces  de  niveau  ne  peuvent  générale* 
ment  pas  se  rencontrer  :  la  série  de  surfaces  que  Ton  ob- 
tient en  faisant  varier  le  paramètre  C,  qui  les  distingue  leè 
unes  des  autres,  partage  l'espace  en  une  série  de  tranches 
à  faces  sensiblement  parallèles. 

Cette  conclusion  n'est  plus  vraie  si  deux  surfaces  de  niveau 
distinctes  ont  un  point  commun,  chose  possible  pour  certaines 
formes  de  la  fonction  9.  La  théorie  des  surfaces  de  niveau 
n'offre  plus  alors  qu'un  intérêt  analytique  ;  nous  excluons  ici 
ces  cas  particuliers. 

Avant  de  présenter  la  théorie  des  surfaces  de  niveau , 
nous  donnerons  des  exemples  de  la  recherche  de  leur  équa- 
tion. 

1*  Point  matériel  pesant.  Prenons  Taxe  des  %  parallèle  à  la 
pesanteur,  et  les  axes  des  x  et  des  y  horizontaux.  Les  compo- 
santes de  la  force  qui  agissent  sur  le  point  de  masse  m  sont 

x  =  o,     Y  =  0,     z=— m^, 

en  prenant  le  poids  avec  le  signe  — ,  si  les  %  positifs  sont 
comptés  de  bas  en  haut* 


1  fonction  Idx  - 
ùle,  en  intégrant, 


el,  pnr 


çT^C  —  mgt. 


L'équation  des  surfaces  de  niveau  est  G  — mj»^  constante, 
ou  bien  a=:constante.  Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des 
plans  horizontaux. 

2'  Paint  malériel  attiré  vers  un  centre  fixe,  iwoportioimelle- 
mmt  à  une  fonction  de  sa  dislance  &  ce  centre. 

Soit  Ole  centre  d^allraction,  M  une  position  quelconque  du 
point  matériel  ;  la  force  est  dirigée  sui- 
vant MO,  et  est  proportionnelle  à  une 
fonction  de  MO. 

SoitOM=r.  L'attraction  pourra  être 
représentée  par  K/'(r),K  étant  uncoelÏÏ- 
cient  constant,  et  f{r]  la  fonction  don-         / 
née  de  la  distance;  décomposons  cette   ,/ 
force  parallëlement  aux  trois  axes  ;  il  p^^  jg. 

suffira  de  la  multiplier  par  les  cosinus 
des  angles  qu'elle  fait  avec  ces  trois  directions,  et  de  prendre 
le  produit  négativement,  pour  indiquer  que  la  force  est  di- 
rigée vers  le  point  0.  Ces  cosinus  sont  respectivement  égaux  à 

—,  ^,  -,  en  représentant  para:,!/,  s  les  coordonnées  du  point  M. 


Multiplions  la  première  par  dx,  la  seconde  par  rfi/,  la  troi- 
sième par  ds,  el  ajoutons.  Nous  aurons 


Us+l(/y-f 


■i(lrfr-|-p</y4-wù), 
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Donc 

et  par  conséquent 

différentielle  eiacte,  puisqu'elle  est  exprimée  en  fonction 
d*une  seule  variable.  On  a  donc 

(ffr=-K/(r)rfr, 

et 


f(*,J/.*)=-Kj/;r)rfr  +  C. 


LVquation  des  surfaces  de  niveau  s'obficDt  en  égalant  a 
une  constante  arbitraire  la  fonction  9.  Cette  fonction  étant  a- 
primée  au  moyen  de  la  seule  variable  r,  cela  revient  à  poser 
r  =  constmte,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
sphcriqucs  décrites  du  point  0  comme  centre. 

5"  Point  matéiiel  soumis  à  une  force  qui  a  pour  composanUs 
parallèles  aux  axes 

La  fonction 

ff[x]dx  +  Hy)dy-hfWdz 

est  la  différentielle  d'une  fonction 

des  trois  coordonnées. 
On  arriverait  à  la  môme  conclusion  si  Ton  avait 

K  désignant  une  constante,  car  Xrfx -h  Ydy -h  Zrf»  devient  aloi^ 
K  (tjdx  4-  xdy)  -^  f(z)  dz,  diflércntielle  de 
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PnOPRlÉTÉS  DBS  SURFACES  DE  KtTEAt. 

48.  1^  Quelle  que  soit  la  trajectoire  suivie  par  le  point  ma- 
tériel mobile f  sa  vitesse  au  passage  d'une  surface  de  niveau  par- 
tieuliire  est  connue  dès  qu^on  donne  la  vitesse  qu*il  possède  en  un 
autre  point  de  f  espace. 

Soit  v^  la  vitesse  donnée  du  point  mobile  à  son  passage  au 
point  A  ;  on  demande  quelle  vitesse  v  il  possédera  lorsqu'il  at- 
teindra la  surface  de  niveau  S  en  un 
point  quelconque  B  de  celte  surface. 

Appliquons  le  théorème   des  forces 
vives  à  un  mouvement  fictif  du  point 
matériel  qui  ramènerait  du  point  A  au     ^^     pjg  ^^ 
point  B,  suivant  une  trajectoire  quelcon- 
que. Appelons  (x.,  y^,  %^)  les  coordonnées  du  point  A,  et  (x,  y,  z) 
celles  du  point  B*  L'équation  des  forces  vives  nous  donnera 

1  i 

La  fonction  9  a  une  valeur  constante  pour  tous  les  points  de 
la  surface  de  niveau  S.  Laissant  donc  constante  la  valeur  v^ 
de  la  vitesse  au  point  A,  l'équation  précédente  détermine  t;  en 
fonction  de  9,  c'est-à-dire  donne  la  valeur  de  t;  pour  toute  po- 
sition du  point  prise  sur  la  surface  S  ^ 

Remarquons  que  l'équation  assigne  en  général  à  t;  des  va- 

*  Ce  théorème  suppose  expressément  que  deux  surfaces  de  niveau  n*aient 
aucun  point  commun.  Supposons  la  force  donnée  par  les  composantes  suivantes  : 


X  =  — 


^*-f  y*' 


Y-  I       ' 
z  =  o. 

On  aurait  <i?=  ULlZMJi^  rfarctangS,  et  les  surfaaes  de  niveau  seraient 

a:«  +  y«  ^x 

une  série  de  plans  passant  tous  par  l'axe  02.  Dans  ce  cas  ki  fonction  9  n'est  pas 

bien  définie,  et  la  détermination  de  la  vitesse  du  mobile  en  divers  points  de 

l'espace  ne  dépend  pas  seulement  des  coordonnées  de  ces  point«,  mais  encore  do 

la  forme  de  la  trajectoire. 
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leurs  imaginaires  pour  certains  points  de  Tespaee  ;  il  suffit 
pour  cela  (jue  la  somme 

soit  négative.  La  moindre  valeur  admissible  pour  c^te  fonction 
étant  xéro,  Téqnation 

f  •*- f .  4  —  f  (*M  f.,  «.)  +  5  «t.* =f 

représente  une  surface  de  niieau  au  delà  de  laquelle  le  point 
matériel  ne  saurait  pén^rer.  D'un  côté  de  cette  surface.  Té- 
quation  des  forces  Tives  attribue  des  Talmrs  réelles  à  li  n- 
tesse  ;  de  rautre,  elle  lui  attribue  des  valeurs  imaginaires  de 
la  forme  a  ^—i.  La  position  de  cette  surface  limite  dépend  de 
la  vitesse  v^  attribuée  au  mobile  en  un  point  donné  de  Yespnot. 

Il  faut  observer  du  reste  (jue  le  mobile  dans  son  mouvement 
effectif  peut  ne  pas  atteindre  la  surface  limite  ainsi  définie. 
Pour  qu'il  Fatteigne ,  il  faut  que  sa  vitesse  devienne  nulle. 
Si  donc  sa  vitesse  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  la  surface  limite 
n'est  pas  rencontrée  par  la  trajectoire  effectiTe  du  point. 

49.  2*  En  tout  points  la  surface  de  mveau  est  normale  à  U 
direction  de  la  force  correspondante  à  ce  point. 

La  force  correspondante  au  point  (x,  y,  %)  est  la  foroe  dont 
les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  fonctions  connues  des  coord<m- 
nées  de  ce  point*  Or  l'équation  différentielle  des  surfaces  de 
niveau  est 

Cette  équation  montre  que  la  direction  définie  par  les  pro- 
jections dxj  dyj  dzj  sur  les  axes,  direction  appartenant  à  la 
surface  S  qui  passe  au  point  (x,y,s),  fait  un  angle  droit  avec 
la  direction  définie  par  les  composantes  X,  T,  Z,  c'est-à-dire 
avec  la  direction  de  la  force.  Car  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
directions  est  égal  à 

\dx       Y<fy       Uz 

quantité  nulle  en  vertu  de  l'équation  diflérentielle. 
Si  donc  on  imagine  en  chaque  point  de  l'espace  la  direction 
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de  la  force  qui  serait  appliquée  au  point  matériel  amené  à  oc- 
cuper ce  point,  les  suifaces  de  niveau  sont  partout  normales 
à  ces  directions  et  les  rencontrent  toutes  à  angle  droit.  Cette 
remarque,  qu'on  a  pu  faire  dans  les  cas  particuliers  indiqués 
plus  haut,  montre  bien  à  quelles  restrictions  Pexistence  des 
surfaces  de  niveau  est  soumise.  Étant  donnée  une  série  indé- 
finie de  droites  appliquées  chacune  à  un  point  de  l'espace, 
il  n*est  pas  toujours  possible  de  déterminer  une  surface  qui 
coupe  toutes  ces  droites  à  angle  droit.  En  d'autres  termes, 
une  équation  de  la  forme  Xdx+Tdy-HZcfssO  n'est  pas 
toujours  int^rable. 

Si  toutes  les  forces  sont  contenues  dans  un  même  plan,  il 
est  toujours  possible  au  contraire  de  tracer  dans  ce  plan  une 
ligne  qui  rencontre  à  angle  droit  les  directions  des  forces 
appliquées  en  ses  différents  points  :  pro- 
blème de  géométrie  qui  revient  à  intégrer 
Tëquation  à  deux  variables  Xdx  -4-  Ydy =0. 

50.  3*  Si  Von  considère  deux  surfaces 
de  nheau  infinment  voisineSj  la  distance 
des  deux  surfaces  est^  en  chaque  point  de  la 
couche  intermédiaire^  inversement  proportionnelle  à  la  valeur 
correspondante  de  la  force. 

Soient  S,  S'  deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines, 
représentées  par  les  équations 

f  («,  y,  »)  =  C  pour  l'une, 

et 

f  [x,  y ,  s)  =  c  -♦-  <iC  pour  l'autre. 

Prenons  un  point  A  sur  la  surface  S,  et  de  ce  point  abais- 
sons AB  perpendiculaire  sur  S'.  La  direction  AB  sera  celle  de 
la  force  F  correspondante  au  point  A. 

Imaginons  que  le  point  matériel  mobile  aille  du  point  A 
au  point  B,  que  sa  vitesse  soit  v^  sur  la  surface  S,  et  v  sur  la 
surface  S\  Nous  aurons,  en  appelant  x^^  t/o>  ^o  ^^^  cordonnées 
du  point  A,  et  x,  y,  %  celles  du  point  B  : 

5  »»«^  —  5  m».«  =  f(x,  y,  z)  —  ç>(x.,  yo,  s.)  =  dC. 
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1  1 

Or  ^mv* — ^mv^'esl  égal  au  travail  de  la  force  F,  oa  à 

FxAB,  puisque  la  force  agit  dans  la  direction  de  l'élément 
AB  de  chemin  parcouru. 
On  a  donc 

PxAB  =  dC; 

dC  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  couche  infi- 
niment mince  comprise  entre  les  surfaces  S  et  S'.  Donc  en 
chaque  point  la  valeur  de  la  force  est  réciproquement  pro- 
portionnelle à  l'épaisseur  de  cette  couche,  ou  à  la  distance 
des  deux  surfaces. 

11  en  résulte,  par  exemple,  que  si  la  force  est  constante  en 
tous  les  points  d'une  surface  de  niveau  S,  une  surface  de 
niveau  infiniment  voisine  est  parallèle  à  cette  surface  S. 


APPUGATION  A   LA  PESANTEUR. 

51.  Supposons  qu'un  point  matériel  de  masse  m,  sollicité 
par  la  pesanteur,  parcoure  une  trajectoire  définie  AB  ;  nous 
admettrons  qu'en  outre  de  la  pesanteur,  le  point  mobile  su- 
bisse l'action  de  forces  normales  à  sa  trajectoire,  ne  produisant 
aucun  travail,  mais  ayant  pour  effet  de  faire  suivre  la  courbe 
AB  au  point  mobile,  sans  influer  sur  sa  vitesse,  laquelle  sera 
réglée  par  la  pesanteur  seule. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  alors  des  plans  horizontaux 
S,  S',  S",  S'',  qui  rencontrent  la  trajectoire  AB  en  des  points 

C,  D,  E,  F.  Appliquons  le  théorème 
des  forces  vives  au  mouvement  du 
point  matériel  entre  deux  positions 
Cet  D  quelconques.  Observons  pour 
cela  (11,  §  233)  que  le  travail  de  la 
.pesanteur  est  égal  au  produit  du 
poids  mg  du  point  matériel  par  la 
distance  verticale  parcourue  par  ce  point  ;  soit  donc  s  la 
hauteur  du  point  C,  ou  du  plan  horizontal  S,  au-dessus 
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d'un  plan  horizontal  arbitraire  PF;  af,  la  hauteur  du  plan 
S'  ou  du  point  D;  appelons  encore  v  et  v'  les  vitesses  du 
mobile  aux  points  C  et  D;  le  travail  de  la  pesanteur  sera 
mg{%—7f)j  et  par  suile  Féquation  des  forces  vives  donnera 

ou  bien 

Cette  équation  montre  que  la  vitesse  v'  est  entièrement  dé- 
finie dès  qu'on  donne  la  vitesse  v  et  la  chute  verticale  z-^z'  ; 
de  sorte  que,  quelle  que  soit  la  trajectoire,  le  mobile,  animé 
au  point  C  d'une  vitesse  v,  acquerra  la  vitesse  v'  en  tout  point 
où  il  rencontre  le  plan  S^  De  même  la  vitesse  tf  du  point  mor 
bile,  à  la  rencontre  du  plan  S',  sera  donnée  par  l'équation 

»••  — fi«  =  2^(»  — a''), 

et  à  la  rencontre  du  plan  S'^  par  l'équation 

Lorsque  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  travaille  (les  autres 
forces  qui  agissent  sur  le  mobile  étant  supposées  normales  à 
la  direction  de  son  mouvement  et  n'influant  que  sur  la  forme 
de  sa  trajectoire),  on  peut  assigner  la  vitesse  du  mobile  en 
tout  point  de  Fespace^  dès  qu'on  connaît  sa  vitesse  en  un  point 
particulier;  et  ces  vitesses  se  retrouvent  les  mêmes  à  hauteurs 
égales. 

Soit  AB,  par  exemple,  une  trajectoire  quelconque,  décrite 
sous  l'action  de  la  pesan- 
teur et  de  forces  normales. 
On  donne  la  vitesse  v  du 
mobile  au  point  C. 

Par  ce  point  menons  un 
plan  horizontal  S,  qui  coupe 
la  trajectoire  en  d'autres 
points  C,  (?...;  les  vitesses  du  mobile  en  ces  points  seront 
toutes  égales  à  v.  Si  Von  veut  la  vitesse  du  mobile  en  un 
autre  point  M,  on  mesurera  la  distance^  MN = h  du  point  il 


Fig.  30. 
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au  plan  horizontal  CS,  et  on  calculera  cette  vitesse  t/  par 
l'équation 

Si  le  point  considéré  était  au-dessus  de  CS,  comme  cela 
arrive  pour  le  point  M',  la  distance  verticale  M'N'=fc'  devrait 
être  prise  négativement,  et  on  trouverait  la  vitesse  tf  du  mo- 
bile à  son  passage  en  M'  par  l'équation 

La  vitesse  du  mobile  à  son  passage  en  M^,  à  la  même  hau- 
teur que  le  point  M,  serait  égale  à  v';  de  même  la  vitesse  du 
mobile  en  M\,  à  la  même  hauteur  que  M',  serait  égale  à  tf.  Aux 
points  L  et  L',  où  la  trajectoire  a  une  ordonnée  maximum  oo 
minimum,  et  où  le  plan  horizontal  touche  la  courbe,  la  vitesse 
est  maximum  ou  minimum  ;  faisant  LK  =  H,  et  L'K'  :=  ff, 
la  vitesse  maximum  Y,  correspondante  au  point  L,  sera  donnée 
par  l'équation 

V«  =  t»«  +  29H; 

tandis  que  la  vitesse  minimum  y\  au  point  L',  est  donnée  par 
l'équation 

V'«  =  »«  —  îgW. 

La  course  du  point  mobile  est  limitée  vers  le  haut;  en  effet, 
l'équation 

©^  sa  r«  —  îghf, 

dans  laquelle  v^  doit  toujours  être  positif,  nous  montre  qu'on 

ne  peut  donner  à  h'  une  valeur  plus  grande  que  ^  ;  cette 

quantité  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v.  Si  l'on  trace  au- 

dessus  du  plan  S  un  plan  horizontal  S.  à  la  hauteur  tt  ,  ce 

plan  limite  en  haut  une  région  de  Tespace  d'où  le  point  mobile 
ne  peut  sortir,  par  l'efiet  combiné  de  sa  vitesse  initiale  et  du 
travail  de  la  pesanteur.  Si  donc  on  voulait,  dans  ces  condi- 


Fig.  51. 
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lions,  faire  suivre  au  mobile  une  trajectoire  sortant  de  cette 
région,  comme  la  courbe  A'B'  (fig.  31),  le  mobile  pourrai! 
atteindre  le  point  D,  où  elle  perce  le  plan  S^S^  mais  là  sa  vitesse 
serait  nulle,  et  au  lieu  de  con- 
tinuer à  suivre  la  trajectoire 
dans  le  sens  DB',  il  rétrogra- 
derait dans  le  sens  DA'. 

On  voit  par  cet  exemple 
que  la  force  vive  mv*  est  une 
quantité  absolue,  à  laquelle 
on  ne  peut  attribuer  une  direction,  et  qui  n'est  pas  suscep- 
tible de  changer  de  signe.  Donner  la  force  vive  d'un  point  ma- 
tériel, dans  une  position  quelconque,  n'indique  rien  quant  à 
la  direction  de  son  mouvement  effipclif  (g  33) . 

53.  Reprenons,  pour  donner  un  exemple  de  Tapplication 
du  théorème  des  forces  vives,  le  problème,  déjà  souvent  traité, 
du  mouvement  parabolique  des  corps  pesants. 

Nous  avons  reconnu  (§18)  que  la  trajectoire  est  une  pa- 
rabole, et  que  le  point  le  plus  haut  est  à  la  hauteur  — ? — -  au- 
dessus  du  point  de  départ. 

Le  théorème  des  forces  vives,  joint  au  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement,  nous  donne  immédiatement  ce  résultat. 

En  effet,  la  force  étant  normale  à  Taxe  OX  (fig.  32),  la  com- 
posante Ycosa,  de  la  vitesse  estimée  [parallèlement  à  cet  axe, 
est  constante ,  et  la  quantité  de  mouvement  projetée  sur 
Taxe  OX  ne  varie  pas. 

Au  point  le  plus  haut  de  la  trajectoire,  la  vitesse  du  mobile 
est  horizontale,  et  se  réduit  à  sa  composante  constante  Ycosa. 
Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  entre  les  positions  0  et 
D,  il  viendra 

j  mV«  cos««  —  j  mV«  =  —  tit^  x  ID  =  —  mgh, 

en  désignant  par  h  la  hauteur  maximum,  ID,  atteinte  par  le 
mobile. 
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Fiff.  S2. 

Le  théorème  des  forces  vives  fait  voir  aussi  que  la  vitesse  du 
mobile  au  point  E,  où  il  traverse  le  plan  horizontal  OX,  est 
la  même  en  grandeur  qu'au  point  0  ;  elle  est  donc  égale  à  Y. 
Mais  aa  direction  est  changée. 

TBÉORÈkE  DE  U  MOINDRE  AGHON  POUR  UM  PORVT  UDRE. 

53.  Supposons  que  Téquation  des  forces  vives  soit  inti- 
grable  à  priori,  de  sorte  qu'on  ait  d'une  manière  générale, 
pour  tous  les  points  de  Tespace,  l'équation 

1         i 

.  mp<  —  I  m»,«  sr  y  («,  y,  s)  —  f  («.,  Jf.,  «•). 

OU  d'une  manière  plus  abrégée, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  fonction  9  des  coordonnées  x,  y, 2  est  l'intégrale  de  Tex- 
pression  différentielle 

Cela  posé,  si  l'on  attribue  à  la  constante  C  une  seule  et  même 
valeur,  la  vitesse  v  du  mobile  est  définie  par  l'équation  (1)  pour 
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tous  les  points  de  l'espace.  On  peut  supposer  que  pour  aller 
d*une  position  A  à  une  autre  position  B,  prise  sur  la  trajec- 
toire effective  AHB,  le  mobile  suive  une  route  quelconque 
ACB  tracée  de  l'un  à  Tautre  de  ces  points  ;  en  chaque  point 
de  cette  route,  l'équation  (1)  fera  connaître 
quelle  vitesse  est  assignée  au  mobile  par  le  théo- 
rème des  forces  vives.  Partageons  en  éléments 
infiniment  petits  ds  la  trajectoire  fictive  ainsi  tra- 
cée du  point  A  au  point  B,  et  formons  le  pro- 
duit mvdsàe  la  quantité  de  mouvement  du  point 
par  l'espace  décrit*  Faisons  ensuite  la  somme 
fmvdsj  prise  entre  le  point  A  et  le  point  B.  Le 
théorème  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que 
cette  intégrale  est  minimum,  en  général,  pour 
la  trajectoire  effective  AHB,  c'est-à-dire  moindre 
pour  cette  trajectoire  que  pour  toute  autre  ligne  ACB  joignant 
les  mêmes  extrémités. 

Le  produit  mvds  est  ce  qu'on  appelle,  dans  cette  théorie, 
la  quantité  d'action  du  point  mobile  dans  le  parcours  de  Télé- 
ment  ds;  fmvds  est  la  quantité  d'action  totale  correspon- 
dante au  passage  du  point  A  au  point  B. 

On  peut  observer  que  ds  =  vdt^  en  sorte  que  fmvds  est 
égale  à  /  mv^dt^  les  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes 
limites.  Vaction  est  donc  aussi  la  somme  des  produits  de  la 
force  vive  par  la  durée  infiniment  petite  dt. 

Nous  pouvons  démontrer  ce  théorème  soit  géométrique- 
ment, soit  analytiquement  au  moyen  du  calcul  des  varia- 
tions. 

54.  Démonstration  géométrique.  —  Par  hypothèse,  l'équa- 
tion des  forces  vives  est  immédiatement  intégrable  ;  il  existe 
par  conséquent  des  surfaces  de  niveau.  Menons  une  infi- 
nité de  ces  surfaces  entre  le  point  A  et  le  point  B,  et  sup- 
posons que  la  trajectoire  elfcctive  AMB  ne  rencontre  qu'une 
seule  fois  chacune  de  ces  surfaces.  Soient  S,  S',  S"  trois 
surfaces  consécutives.  Elles  définissent  la  vitesse  du  mobile 
et  la  quantité  de  mouvement  en  chacun  des  points  M,  M", 
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M'',  ce  qui  revient,  sauf  une  altération  infiniment  petite,  & 
définir  la  quantité  de  mouvement  mv  qu'il  possède  quand  il 
décrit  Parc  MM',  et  la  quantité  de  mouvement  mv'  qu'il 
possède  quand  il  décrit  l'arc  WW\  La  somme  des  actions 

dans  ces  deux  arcs  est  donc  égale  à 
mvds + mv'ds'j  en  appelant  dsla  lon- 
gueur MM'  et  ds'  la  longueur  M'M'' 
(fig.  34) .  Laissons  fixes  les  points  H 
et  M'',  et  faisons  seulement  irarier 
la  position  du  point  M'  sur  la  sur- 
face S\  Pour  que  cette  somme  soit 
la  moindre  possible,  il  faut  et  il 
suffît  (II,  g  120)  que  deux  forces, 
égales  l'une  à  wv,  l'autre  à  mv',  appliquées  en  M',  l'une  dans 
la  direction  M'M,  l'autre  dans  la  direction  M'M",  aient  une  ré- 
sultante normale  à  la  surface  de  séparation  S'.  Or  il  est.  facile 
de  voir  que  cette  condition  est  vérifiée  en  tous  les  points  de  la 
trajectoire  AMB,  Car  on  peut  regarder  (g  38)  la  quantité 
de  mouvement  mv',  dans  Télément  M'M",  comme  la  résultante 
de  la  quantité  de  mouvement  mv  dans  l'élément  MM',  et  de 
l'impulsion  élémentaire  ¥dt  de  la  force  extérieure  qui  agit  sur 
le  point  mobile  dans  son  passage  de  l'un  à  l'autre  de  ces  élé- 
ments. D'ailleurs  la  force  F  est  normale  à  la  surface  de  niveau 
S'  (g  49).  La  quantité  de  mouvement  mv  étant  la  résultante 
de  mv'  et  de  Fdt,  l'impulsion  Fdt  est  la  résultante  de  mv'  et 
de  —  mv  ;  et  puisqu'elle  a  la  même  direction  que  la  force  F,  la 
condition  du  minimum  est  remplie. 

Cette  condition  étant  satisfaite  pour  deux  éléments  consécu- 
tifs quelconques,  assure  le  minimum  pour  l'arc  AB  tout  entier. 
La  conclusion  n'est  admissible  sans  restriction  qu'autant 
que  Tare  AB  coupe  une  seule  fois  chacune  des  surfaces  de 
niveau  comprises  entre  le  point  A  et  le  point  B;  il  faut  donc 
avoir  soin  de  restreindre  l'énoncé  du  théorème  de  la  moindre 
action  à  des  portions  suffisamment  petites  de  trajectoires. 
Autrement  l'intégrale  fmvds  pourrait  n'être  pas  minimum. 
55.  Démonstration  analytique.  —  Soient  x,  y,  «,  les  coor- 
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données  du  point  mobile  prises  sur  sa  trajectoire  effective  ; 
pour  passer  de  là  aux  coordonnées  du  point  sur  une  trajec- 
toire fictive  infiniment  voisine,  il  suffira  de  remplacer  x,  y,  % 
par  x+8x,  y  -f-8y,  2+ 8:s  ;  les  points  extrêmes  A  et  B  restent 
fixes.  Voyons  ce  que  devient,  dans  ce  changement,  Tintégrale 

V  s    1  mvds, 

prise  sur  la  trajectoire  entre  le  point  A  et  le  point  B. 

Cherchons  la  variation  8V  de  cette  intégrale.  Nous  aurons 
successivement 

jV  s  ^  /  tnvds  =  /  ^  (mvdi)  s   /  mifds  +  /  nwidê. 

Chaque  intégrale  du  dernier  membre  peut  se  transformer. 

Remplaçons  d$  par  vdt  dans  la  première,  et  observons  que 
vte  est  la  variation  de  la  demi-force  vive.  En  tous  points  de 
Fespace,  nous  avons  par  hypothèse 

-m»«=f(a;,y,»)+C. 

Donc 

ssIoz  +  Y^y  +  Z^s» 

et  par  conséquent 
Pour  le  second  terme  I  mvids ,  nous  remarquerons  que 


Ton  a 


Donc 


ou  bien 


d««  =  dx»  +  dt/«  +  da«. 


diSds  =s  dxidx  -f-  dyidy  -4-  dz$d», 


Ccf,=  g«.+  ^^*./y  +  g.V. 
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fis 
Multiplions  celte  équation  par  mv  =  m^:  il\icnt 

Intégrons  et  ajoutons  à  la  première  intégrale  :  nous  aurons 

$y  =  fdt  (XSx  +  YSy  -f-  ZÔ3)  -hf(fn  ^^dx  +  m^icdy  +  m  ^  cVs  j. 

Nous  pouvons  ensuite  séparer  les  caractéristiques  d  et  3  au 
moyen  de  l'intégration  par  parties  : 

De.  même, 

fm  §  idy  =  m  g  ^y  -  J.>,  ^  crt. 

Donc  enfin, 

La  quantité  hors  du  signe  l  doit  élre  prise  aux  deux  limi- 
tes; or  elle  est  nulle  au  point  A  et  au  point  B,  puisque  ces 
points  sont  fixes.  Pour  le  minimum  de  la  fonction  V,  on  doit 
avoir  8V  =  0,  quels  que  soient  £x,  Sy  et  î»  ;  la  seule  manière  de 
réaliser  cette  condition  est  de  poser 


dl* 
d^ 
dl* 

cqnalions  qui  sont  précisément  celles  du  mouvement  du  point 
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sur  sa  trajectoire.  Ces  équations  rendent  donc  nulle  la  variation 

de  rintégrale  /  mvds.  En  général,  cela  suffit  pour  que  Tin- 

tégrale  soit  ou  minimum  ou  maximum;  il  est  clair  que,  par 
la  nature  de  la  question,  lintégrale  proposée  ne  peut  être  un 
maximum,  puisqu'il  est  toujours  possible  d'allonger  le  chemin 

fictif  du  point  mobile  de  telle  sorte  que  la  somme  /  mvds^ 

prise  le  long  de  ce  chemin,  croisse  au  delà  de  toute  limite. 

Donc   ou  bien  Tintégrale  /  mvds  est  minimum,  ou  bien  elle 

n'est  ni  maximum  ni  minimum  ;  ce  dernier  cas  se  présente 
lorsque  la  variation  seconde  S*V  est  égale  à  zéro,  au  lieu  d*étre 
positive. 

Quoi  qu'il  arrive  à  cet  égard,  on  voit  que  l'intégrale  des  for- 
ces vives,  quand  elle  existe,  contient  les  équations  générales 
du  mouvement  du  point  libre,  moyennant  qu'on  lui  adjoigne 
une  condition  analytique  unique,  savoir  : 

9  I  mvds  =  0. 

Nous  verrons  plus  loin  que  le  même  théorème  subsiste  pour 
le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  surface 
fixe,  et  plus  généralement  pour  le  mouvement  d'un  système 
matériel  à  liaisons.  Le  théorème  de  la  moindre  action  ne  fait 
connaître,  en  résumé,  aucune  équation  nouvelle;  c'est  un 
complément  de  Téquation  des  forces 
vives,  qui,  pris  isolément ,  n'aurait 
aucune  signification. 

56.    L  équation    —  =  : ,    que      ^^- =.-- 

^  V       tangi*'    ^        s'^^     ,  ^ 

nous  avons  posée  en  cinématique  (I,        ^5-^o'^ 
§96),  est  donnée  directement  par  le     ** 
théorème  de  la  moindre  action. 

Soient  S,  S',  S"  trois  surfaces  de 
niveau  infiniment  voisines,  et  AB,  BC  deux  éléments  consè- 

III.  —  ILC.  00LL165Oa.  7 


ï/ 


Fig.  30. 
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culifs  de  la  trajectoire  compris  entre  ces  surfaces  ;  soit  v  la 
vitesse  du  mobile  dans  l'élément  AB  ;  t;  +  dv  sera  la  vitesse 
du  mobile  dans  l'élément  BC.  La  composition  d'une  force 
égale  à  nw,  appliquée  en  B,  et  dirigée  dans  le  sens  BÂ,  avec 
une  force  appliquée  au  même  point  B,  dans  le  sens  BC,  et 
ayant  pour  valeur  m  (v-hdv),  donne  une  résultante  dirigée 
suivant  la  normale  BN  à  la  surface  S'.  C'est  la  condition  da 
minimum  (II,  §  20). 

On  peut  diviser  par  m  les  deux  composantes  ;  la  direction 
de  la  résultante  n'en  sera  pas  altérée.  Les  trois  droites  BA,BN, 
BC  sont  donc  d'abord  dans  un  même  plan. 

Projetons  les  deux  forces  v  et  v-hdv  sur  une  droite  LL' 
menée  dans  ce  plan  perpendiculairement  à  BN;  les  deux 
composantes  devront  se  détruire. 

Nous  aurons  en  appelant  (x  Tangle  de  la  force  avec  la  tra- 
jectoire, angle  égal  à  ABN',  et  du  l'angle  de  contingence  CBC, 

Développant  les  calculs,  on  trouve,  en  supprimant  los  infi- 
niment petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 

8{a(/A  —  dfti]  =  sin/i  —  dmcos/Èp 


et 


ou  bien 


et  enfin 


psin/A^  vsin/A  +  ^vsin/A  —  vtfwCOS//, 


dvsinfA  =  tK/fticos/&, 


do 


lu 


V        tang  fi 

Si  Ton  projetait  les  forces  mv  et  m  (v-hdv)  sur  la  direction 
BN,  on  sait  qu'on  aurait  pour  résultante  l'impulsion  élémen- 
taire de  la  force  F;  on  doit  donc  trouver 

m  .t»  4- «/r)  cos  (/ui  —  d«)  —  ifircos/*  =  Fdl, 

ou,  en  réduisant, 

mvdot  sin  fi  -f-  ^f^^  cos  fi  =  Fdt; 
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remplaçant  ensuite  dv  par ,  il  vient 


SU/i 


m»* 


d'où  l'on  déduirait  la  valeur  connue,  —  ,  de  la  composante 
normale  de  la  force  F. 


REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS  DE  LA  DTH AMQUB. 

57.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  point 
libre  sont  au  nombre  de  trois  : 

d*x       - 

^intégration  de  ces  équations,  qui  sont  du  second  ordre, 
donnera  trois  équations  entre  x^y^z  et  le  temps  t,  avec  deux 
constantes  arbitraires  par  équation,  en  tout  six  constantes  ar- 
bitraires. 

Pour  définir  ces  six  constantes  arbitraires,  on  doit  faire 
connaître  dans  chaque  cas  particulier  le  point  de  départ 
du  point  mobile,  la  direction  et  la  grandeur  de  sa  vitesse  ini- 
tiale; c'est-à-dire  que,  pour  une  valeur  déterminée  t^  du  temps, 
on  donne  les  valeurs  x^^y^yZ^  des  coordonnées  du  point  mo- 
bile, et  les  valeurs  ("JtI'I^Dmt/;)   ^®s  composantes  de  sa 

vitesse. 

Lorsque  ces  six  quantités  sont  données,  les  équations  diffé- 
rentielles définissent  le  mouvement  sans  aucune  ambiguïté, 
pourvu  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  soient  elles-mêmes  bien  défi- 
nies pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  y  figurent.  Le 
mouvement  est  alors  en  effet  complètement  déterminé,  et  le 
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problème  d'analyse  à  résoudre  n'eet  susceptible  que  d*une 
solution  unique. 

Une  fois  les  équations  difierentielles  intégrées,  la  solution 
se  présente  sous  la  forme 

IX  =  y  (I,  et.  «',  ^.  ^,  y, /). 
y  =  i.  (/,  «.  a'.  ^.  ^',  y,  /). 
a  =  X  %  «»  «',  A.  ?.  y»  7'). 

les  lettres  a,  a',  p,  p',  y»ï'  désignant  les  six  constantes  arli- 
traires  introduites  par  Tintégration. 
On  en  déduit  en  différentiant 

dx 

2^  =  y',  (/,«,«',  ^.^',  y,  y'), 


(3)  1    ^  =  f<  ;«.«.*'.  ^. /8'.  70l. 

5  =  X'«  U»  «.  *',  ^,  ^'.  7.  /)• 

Faisons  ensuite  dans  ces  six  équations  (=:r^  Les  Taleurs 
initiales  connues  nous  donneront 

X,  =  9  (/..  «,  «',  ^,  /i',  y,  y'), 

y.  =  4»  (/.,  ce,  a',  p,  f ',  y,  y'), 
=•  =  Z  e*»  «.  «'»  ?,  ^»  7.  /)• 

(4)  /  (57  j^  =  Ç»''  ('•»  «.  «'.  ^.  ^'»  7.  Iflf 

(§).  =  "^^  ''•'  «'  *''  ^'  ^''  >'  ^i* 

et  ces  six   équations  feront   connaître  les  six  constantes 
a,  a',  p,  P',  Yjï'»  sans  aucune  ambiguïté. 

Substituant  leurs  valeurs  dans  les  équations  (2)  cl  (5),  on    ' 
aura  les  équations  définitives  du  mouvement. 

Mais,  sans  résoudre  les  équations  (4),  on  peut  déduire 
des  équations  (2)  et  (3)  les  constantes  a,  a'y ...  exprimées 
d'une  manière  générale  en  fonction  des  quantités  I,  x^  y^  s,  ' 
(Ix  d\j  dz 

dt'  Tr  W 
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r  Imaginons  que  celte  opéralion  ait  élii  cffecluôc.  Au  groupe 
i  ôqualions  (2)  el  (5),  nous  pourrons  substituer  le  groupe 
s  six  l'quations  (5),  qui  ne  sont  que  les  équations  (2)  et  (ô) 
»lues  par  rapport  ous  constantes  arbitraires  : 


...(,, 


■£)• 


reconnaît    que     la     fonction 


t  Sous    celte     forme 

k  /.  dx  du  ds\  ,  ,     . 

EII,a;,if,z,  7-,-^,  T- 1  conserve  une  valeur  constante,  «, 

ndanl  toute  la  durée  du  mouvement.  Il  en  est  de  niënic  de 
I  fonction  F,  qui  conserve  la  valeur  a',  de  la  fonction  F^  qui 
nnserve  la  valeur  p,  etc.  En  un  mot,  l'intégration  des  équa- 
tions (I)  fait  connaître  six  fonctions  du  temps,  des  coor- 
données et  des  vitesses,  qui  conservent  chacune  une  valeur 
constante  pendant  toute  la  suite  du  mouvement. 

Toute  autre  fonction  des  mêmes  variables  qui  resterait  con- 
starile  pendant  le  mouvement  serait  exprimable  au  moyeu 
des  six  premières  fondions.  Car,  si  aux  six  équations  (b)  ou 
ajoute  une  septième  équation 


m 


,11'  'i 


où  C  représente  une  nouvelle  constante,  on  pourra  éliminer 
'•  "•  *'  7/7'  li'lfi^  entre  les  sept  équations  (5)  et  (G);  ce  qui 
taurnira  une  équation  finale 


m 


■r(/,=,-',p,,s',ï,ï 


D'où  résullcrail  que  C  serait  variable  avec  le  temps  (,  résullul 
contraire  à  l'hypollicse.  Si  donc  C  est  une  constante,  le  temps 
doit  disparaître  de  lui-miîme  de  l'équation  (7),  et  celle  équa- 
tion exprime  simplement  C  en  fonction  des  six  constantes 
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a,  %y L'équation  (6)  n^exprime  donc  pas  une  propriété 

du  mouTement  distincte  de  celles  qui  résultent  des  équa- 
tions (6). 

Au  lien  d'employer  une  notation  spéciale  pour  désigner  ces 
fonctions  du  temps,  des  coordonnées  et  de  leurs  vitesses,  qu*on 
doit  ^[aler  à  des  constantes  arbitraires  a,  a'...,  on  peut  repré- 
senter par  la  même  lettre  la  cwstante  et  la  fonction  qui  lui 
est  égalée,  en  les  distinguant  au  besoin  l'une  de  Fautre  par 
des  parenthèses.  Ainsi  la  fonction  (a)  représentera  la  fonc- 
tion F^  U,x,  s,  -^1  ^.  -jAy  qui  est  égalée  à  la  constante  x. 

L*étude  des  fonctions  (a),  (a')  ...,  qui  restent  constantes 
pendant  le  mouvement  d'un  point  ou  d'un  système,  a  conduit 
les  analystes  à  des  théories  très  importantes.  L*un  des  plus 
beaux  résultats  obtenus  est  un  théorème  dû  à  Poisson,  au 
moyen  duquel  il  suffit,  dans  certains  cas,  de  connaître  deux 
fonctions  (2)  et  (a'),  et  de  les  combiner  suiTant  une  loi  déter- 
minée, pour  trouver  de  nouvelles  fonctions  qui  restent  éga- 
lement constantes. 

Pour  résumer  ces  remarques,  nous  ferons  observer  que 
l'intégration  des  équations  de  la  mécanique  revient  en  défi- 
nitive à  chercher  ce  qu'il  y  a  de  constant  et  de  fixe  dans  le 
phénomène  variable  du  mouvement.  C'est,  à  proprement  par- 
ler, Tobjet  de  toute  science,  de  toute  pliilosophie  :  chercher 
ce  qu'il  y  a  de  stable  parmi  les  changements  incessants  qui 
constituent  les  divers  phénomènes. 

APPUCATI0N3  DES  THÉORÈUBS  GÉNÉRAUX  A  DES  PROBLÈMES. 

58.  Mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe 
proportionnellement  à  sa  masse  m  et  à  sa  distance  à  ce  centre. 
Soit  0  le  centre  d'attraction  ; 
A,  une  position  du  point  matériel  à  un  certain  instant  ; 
AB,  la  direction  de  sa  vitesse  v  ; 
OA  =  r,  la  dislance  au  centre. 


f>x< 
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force  appliquée  au  point  est  par  hjpolhiise  dirigée  Je 
vers  0,  et  elle  est  proportionnelle 
r;  on  peut  la  représenter  en  valeur 
isoluc  par  K'mr,  en  appelant  K  un 
lombre  constant. 
Le  mouvement  du  point  s'accom- 
ra  tout  entier  dans  le  plan  passant 
ir  le  point  0  et  la  vitesse  AB;  et  pig  se. 

imme  la  force  passe  par  un  point 

0,  le  rayon  OA  décrira  en  temps  égaux  des  aires  égales 
ilour  de  ce  point. 

Le  théorème  des  aires  et  le  théorème  des  forces  vives  snl- 
:nt  pour  déterminer  la  trajectoire. 
Du  point  0  abaissons  une  perpendiculaire  OC^jf  sur  la 
liesse.  L'aire  décrite  dans  un  intervalle  de  temps  d(  par  le 

rayon  0.\  sera  égale  à  ^  p  x  vf'l  ;  la  vitesse  aréolaire  étant  con- 
stante, le  produit  pt>  est  constant.  Nous  avons  donc  une  pre- 
mière équation, 

111  pt>!=Q«, 

en  représentant  par  a'  le  double  de  l'aire  constante  décrite 
par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  donne  une  seconde 
équation. 

Considérons  deux  positions  successives,  A  et  A',  du  mobile 
sur  la  tangente  AB.  Exprimons  que  la  demi-variation  de  force 
vive  éprouvée  par  le  mobile  quand  il  passe  du  point  A  au 
point  A',  est  égale  au  travail  de  la  force,  ou  â  KV  xAE,  AE 
étant  la  projection  du  chemin  parcouru  AA'  sur  la  direction 
de  la  force.  Le  rayon  OA  étant  représenté  par  r,  le  rayon  OA' 
lésera  par  r-i-dr,  et  par  suite  .\Er=  — de.  Le  travail  cherché 
est  donc  égal  à 


Lt  demi-variation  de  la  force  vive  se  réduit  de  même  a  un 
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l 

de  ses  éléments,  bu  à  la  différentielle  de  x  mt;'«  ou    cnOa  à 

mvdv. 
D  où  résulte  l'équation  différentielle 

Cette  équation  sintëgreet  donne 

en  appelant  v^  la  vitesse  initiale,  et  r^  la  distance  correspon- 
dante. Si  entre  les  équations  (1)  et  (2)  on  élimine  v,  on  aura 
une  relation  entre  p  et  r,  qui  sera,  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées,  l'équation  de  la  trajectoire  (I,  §  116). 
L'équation  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme  simple 

(3)  i;«  =  K«;&«  — r»), 

b  étant  une  nouvelle  constante. 
Or 

a» 
»=— . 

P 

Donc,  enfin,  l'équation  de  la  courbe  est 

59.  Cette  équation  permettrait  de  tracer  la  courbe  par  Tin- 
tersection  de  ses  tangentes  successives;  pour  la  ramener 
aux  coordonnées  usuelles,  soit  rectangulaires,  soit  polaires, 
il  serait  nécessaire  d'effectuer  une  nouvelle  inlégration. 
Si,  au  contraire,  on  trouve  par  une  autre  méthode  l'équation 
de  la  trajectoire  en  coordonnées  usuelles,  Téquation  (4)  expri- 
mera une  propriété  géométrique  de  la  courbe. 

Le  problème  se  résout  directement  avec  une  grande  fa- 
cilité. 

Par  le  point  0  menons  dans  le  plan  de  la  trajectoire  deux 
axes  rectangulaires  OX,  OY. 

Appelons  0  l'angle  AOX  ;  faisons  OP=:x,  VX=y. 
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Les  équations  difTérentielles  du  mouvement  seront,  après 
suppression  du  facteur  m  : 

^  =  —  KV  cos  0  =  —  K«a;, 

Elles  s'intègrent  indépendamment  Tune  de  Tautre. 
Soient  A,  B,  C,  D,  quatre  constantes  arbitraires  ;  on  par- 
vient aux  deux  équations  suivantes  : 

d;='AsinRr-f-BcosR/, 
y  =  CsinKt  +  DcosKr. 

Prenant  les  dérivées  de  a;  et  de  y  par  rapport  à  ^  on  a 

^  =  AKcos  K/  —  BR  sinK^ 
^=GKcosKr  — DRsinK/. 

Supposons  que  pour  t  =0  on  donne  les  valeurs  x^^  y^,  des 
coordonnées,  et  les  valeurs  (-nr)  i  (-^ )  i  de  leurs  vitesses. 
On  devra  avoir 

«.  =  B, 
y.  =  D, 


(Ît).=*«. 


^\  = 


m. 


CR, 


équations  qui  font  connaître  les  arbitraires. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtient  en  éliminant  t  entre 
les  deux  équations  du  mouvement.  11  vient  en  résolvant  par 
rapport  à  sin  E(  et  cos  Kt  : 

.    „.       D«  — Bw 

VA       Aw  —  Cx 
AD  —  BC 

Élevons  au  carré  et  ajoutons.  Nous  trouverons,  après  avoir 
chassé  les  dénominateurs, 

(5)  (Ay  —  Cx)*  +  (D«  -  By)«  =  (AD  -  BC)«. 
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équation  qui  représente  une  courbe  du  second  ordre.  Cette 
courbe  est  nécessairement  limitée  en  tout  sens  ;  car-l'équation 
des  forces  vives  a  été  ramenée  à  la  forme 

ce  qui  montre  que  r  a  une  limite  supérieure  6,  au  delà  de 
laquelle  v*  deviendrait  négatif.  La  courbe  est  donc  une  ellipse. 
Mais  il  y  a  un  cas  d'exception  :  c'est  celui  où  AD  —  BC  serait 
nul.  Pour  qu*il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  les  données  initiales 
satisfassent  à  la  condition 


«•(a— ©.=•• 


ou  bien  que  la  direction  de  la  vitesse  initiale  coïncide  avec  la 

direction  du  rayon  OA  correspondant. 
Dans  ce  cas,  la  trajectoire  devient  la  ligne 
droite  OA  elle-même  ;  nous  savons  d*ail- 
leurs  que  le  mouvement  n'amène  jamais 
le  pomt  mobile  en  dehors  d'un  certain 
segment  fini  dont  le  point  0  est  le  milieu 
^^'^'''  (g  21).  L'équation  de  la  trajectoire  se 

réduit  dans  ce  cas  à 

Ay  —  Cx  =  Dx  —  By  =  0. 

60.  Le  résultat  obtenu  n'est  pas  nouveau  pour  nous  :  Nous 
avons  vu  en  cinématique  (I,  g  103);  que,  lorsqu'un  point  mo- 
bile parcourt  une  ellipse  en  décrivant  en  temps  égaux  des 
aires  constantes  autour  de  son  centre,  l'accélération  totale  est 
dirigée  vers  le  centre  et  est  proportionnelle  à  la  longueur  du 
rayon. 

Si,  au  lieu  d'une  attraction,  le  point  subissait  une  répulsion, 
la  méthode  serait  la  même,  mais  le  calcul  devrait  être  un 
peu  modifié  pour  éviter  les  imaginaires.  On  aurait 


et  on  éliminerait  le  temps  en  Taisant  le  produit  des  deui  équa- 
tions. Oq  Irouvcrail  (Ay  —  Cx)  (Dx  — B!/)  =  (AD  — BC)'  pour 
iquation  finale.  Celte  équation  représente  une  hyperbole,  ou 
une  droite  si  AD  — BC=:0. 

61.  Traitons  encore  ce  problème  par  la  simple  géométrie. 

La  décomposition  des  acci^ttérations  et  des  Forces  peut  se  faire 
suivant  des  directions  non  rec- 
tangulaires, aussi  bien  que  sui- 
vant des  axes  se  coupant  &  an- 
gle droit.  Prenons  pour  axes 
la  droite  OA ,  qui  joint  le 
point  0  à  la  position  inilîale  du 
mobile,  cl  une  parallèle  OD  à  la 
vitesse  initiale  AD. 

Décomposons  le  mouvement 
chercliè  suivant  les  directions 
OA,  OD.    Soit    M  une    position  Rg  ss. 

quelconque  du  point  mobile  ;  la 

Ibrce  K*mxOM,  qui  sollicite  le  point  dans  la  direction  MO, 
peut  se  décomposer  suivant  les  axos  en  deux  composantes, 
ïunc  égale  à  K*m  x  MP,  l'autre  égale  à  K'm  x  MR.  La  projec- 
tion U  du  point  M  sur  OA  se  meut  donc  comme  un  point  de  masse 
m,  qui  serait  attiré  vers  le  centre  0,  le  long  de  la  droite  OA, 
par  une  force  égale  à  K'mx  OR  ;  la  projection  P  du  mobile 
sur  l'axe  OD  se  meut  de  même  comme  un  point  de  masse  m 
attiré  vers  le  point  0  par  une  force  égale  à  K'mx  OP.  Ces 
mouvements  nous  sont  connus  par  le  problème  du  g  21. 

Pour  le  mouvement  du  point  R,  décrivons  du  point  0,comme 
\  centre,  une  circonférence  avec  OA  pour  rayon,  et  imaginons 
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qu'un  mobile  S  parcoure  celle  circonférence  avec  une  vitesse 
constante  égale  à  aK«  en  appelant  a  la  distance  donnée  OA.  Le 
point  R  sera  à  chaque  instant  la  projection  orthogonale  du 
mobile  S  sur  le  diamètre  AOA'. 

Quant  au  point  P,  nous  savons  qu'à  l'origine  du  mouvement 
il  occupe  la  position  0,  et  qu'il  a  une  vitesse  égale  à  la  pro- 
jection de  la  vitesse  v^,  c'est-à-dire  la  vitesse  v^  elle-même. 
On  trouvera  (§  59)  la  limite  extrême  de  ses  oscillations  en 
d-^tcrminant  une  longueur  b  par  l'équation 

ce  qui  donne 

On  prendra  de  part  et  d'autre  du  point  0  deux  distances 

OC =0C'=-  6= j^  ;  les  points  C  et  C  seront  .les  limites  de  Tex- 

cursion  du  point  mobile  P.  Ce  point  sera  à  chaque  instant  la 
projection  orthogonale  sur  le  diamètre  CC,  d'un  point  mobile 
S'  qui  parcourrait  avec  une  vitesse  constante  égale  à  6E,  ou 
égale  à  v^,  la  circonférence  décrite  sur  ce  diamètre. 

Les  vitesses  angulaires  des  deux  rayons  OS,  OS'  sont  toutes 
deux  égales  à  K. 

Au  point  0  élevons  une  perpendiculaire  OE  sur  le  diamètre 
ce.  A  l'instant  initial  où  le  mobile  part  du  point  A,  le  point 
directeur  S  se  trouve  au  point  A,  et  le  point  directeur  S'  au 
point  E.  Faisons  tourner  dans  le  sens  AB,  avec  une  vitesse 
angulaire  égale  à  K,  le  système  invariable  formé  par  les 
rayons  OA,  OE.  Au  bout  d'un  temps  quelconque  t,  ce  système 
occupera  une  position  S'OS;  projetant  orthogonalement  le 
point  S  sur  le  diamètre  OA',  et  le  point  S'  sur  le  diamètre  CC, 
on  aura  les  projections  R  et  P  du  point  mobile,  et  la  position  M 
de  ce  point  s'obtiendra  en  achevant  le  parallélogramme  PORM. 
Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  lieu  du  point  M  est  une 
ellipse  dont  le  centre  est  au  point  0. 

62.  On  peut  remarquer  que,  dans  Tellipse,  CC  est,  engran- 
deur  et  en  direction,  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  A'A;  la 
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distance  OC  est  égale  -^.  Plus  généralement  le  demi-diamètre 

conjugué  à  un  rayon  quelconque  r  a  pour  valeur  ^ ,  v  étant 

la  vitesse  correspondante  à  la  distance  r.  Les  équations  que 
nous  avons  obtenues  plus  haut  en  appliquant  les  théorèmes 
des  aires  et  des  forces  vives,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


elles  expriment  les  propriétés  des  diamètres  conjugués  de  Tel- 
lipse,  connues  sous  le  nom  de  théorèmes  d'Apollonius  : 

Dans  FcUipsej  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués est  constante  ; 

Uaire  de  tout  parallélogramme  cireonscrit  à  la  courbe  est  con- 
stante. 


MOUTEMEKT  D  U2f  POIHT  MATÉRIEL  ATTIRÉ  VERS  UZf  CENTRE  FIXE  PRO- 
P0RTI0NNELLE3IENT  A  SA  MASSE  ET  A  l'iMTERSE  DU  CARRÉ  DE  SA 
DISTANCE  A  CE  CENTRE. 

63.  Soit  M  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t;  0,  le 
centre  d^aitraction  ;  MO,  la  direction  de  la  force,  égale  par  hy- 

pothèse  à  -^ ,  /*  étant  un  coefficient  constant, 


m  la  masse  du  point,  et  r  la  distance  OM. 
IIÂ  représente  la  direction  de  la  vitesse  v.           r  y" 
Le  mouvement  du  point  s'effectuera  dans      ^\o . 

le  plan  mené  par  la  vitesse  MA  et  le  point  0. 

Menons  dans  ce  plan,  par  le  point  0,  une 

droite  quelconque  OP  que  nous  prendrons  pour  axe  polaire. 

La  position  du  mobile  sera  définie  à  chaque  instant  par  les 

coordonnées  MOP =0  et  OM  =  r. 
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Le  théorème  des  aires  nous  donne,  puisque  la  force  passe 
constamment  par  un  point  fixe«  Téquation 

OÙ  A  désigne  une  constante ,  qu'on  peut  regarder  comme  po- 
sitive. 
Le  théorème  des  forces  vives  conduit  à  Péquation 

qu*on  peut  écrire  plus  simplement  sous  la  forme 

(S)  i^=^  +  B, 

2/ 
B  étant  une  constante  égale  à  V  —  •^. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtiendra  en  éliminant  le 
temps  entre  les  équations  (1)  et  (2).   • 
On  a 


Mais 
Donc  enfin 

(3) 


d9       ^dr^-i-r^de* 

•=3/= di 


A  =  î  r«dd. 


équation  qui  ne  contient  plus  que  les  variables  r  et  0. 
Résolvons  l'équation  (5)  par  rapport  à  dO.  Il  vient 

(4)  de  =  ^^'' 

équation  difTèrentielle  que  nous  avons  obtenue  déjà  en  résol- 
vant un  autre  problème  (II,  §  339). 

Nous  prendrons  le  radical  avec  le  signe  -4-  ou  le  signe  — , 
suivant  le  signe  de  dr,  de  manière  que  dfO  soit  toujours  positif. 
Carie  mouvement  s*opèrc,  d'après  Téquation  (1),  toujours  dans 
le  même  sens  autour  du  point  C,  et  c'est  ce  sens  que  nous 
prenons  pour  sens  positif. 
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La  fonction  contenue  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (4)  estintégrable,  le  radical  carré  qui  y  figure  portant 
sur  un  polynôme  du  second  degré  en  r. 

64.  Ce  radical  est  nécessairement  réel.  Donc  il  existe  des 
valeurs  de  r  qui  rendent  positif  le  trinôme 

D'ailleurs  le.  trinôme  se  réduit  à  la  valeur  négative  —  A* 
pour  r = 0  ;  pour  r  infini^  il  a  le  signe  de  B.  Par  conséquent,  la 
trajectoire  est  limitée  en  tous  sens  si  B  est  négatif,  et  les 
valeurs  extrêmes  du  rayon  vecteur  r  s'obtiendront  en  cher- 
chant les  racines  de  Téquation 

Le  rayon  vecteur  r  ne  peut  varier  qu'entre  ces  deux  limites^ 
et  par  suite  la  courbe  est  tout  entière  comprise  entre  deux 
cercles  qu'on  peut  tracer  à  priori.  C'est  cette  hypothèse  que 
nous  adopterons. 

Nous  représenterons  les  deux  racines  de  cette  équation  par 
les  expressions  a  (1  — e)  et  a  (1  -4-  e). 

La  somme  des  racines  est  —  i^  ;  on  aura  donc 

A' 
Le  produit  des  racines  a'(l  —  e')  =  — -^  • 

Résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  aux  constantes 
A  et  B,  il  vient 

Substituons  dansTéqualion  (4)  ;  nous  trouverons 

(5)  da=-_^^i^L=. 

Divisons  haut  et  bas  par  r'  ;  en  dénominateur  cela  revient  à 
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supprimer  le  facteur  r  en  dehors  du  radical,  et  à  diviser  par 
r*  la  quantité  sous  le  radical. 
On  obtient  ainsi  Tèquation 


<fO  =  V^/ali  — ««) 


dr 


ou  encore,  en  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  \//a  (1  —  c*), 

.    dr 
(6)  d$^ 


r* 


1  d/* 

Faisons  -  =  r',  d'où  -5=  —  dr'.  La  quantité  sous  le  radî- 


'   cal  prend  la  forme 


r*^-  r^. 


Complétons  le  carré  en  ajoutant  et  en  retranchant  -77? — ^; 

il  viendra 

i  i  Fw  il* 

a«  ^i  —  ««)•  "  a»  (i  —  €«)       L         aii  — t«)J 
-a«(l— tV       L         «(«— «*)J* 

L'équation  (6)  devient  enfin 
(7)  cfe  =  -  ^'^ 


rintégration  donne  alors  immédiatement 

i 


f  — 


e=:ei4-arcco8 î  =«|  +  arccos • -, 


a  (1  —  €«) 


ou,  en  remplaçant  r'  par  -, 


(8)  e=  e|  +  arccos|  FîilZLîl)  —  il; 

6|  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  rintégration. 
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Résolvant  par  rapport  à  r,  il  vient  en  définitive 

_      g  (1  —  i*) 

c'est-à-dire  Téqualion  générale  en  coordonnées  polaires  d*une 
section  conique  rapportée  à  son  foyer  comme  pôle. 

Le  coefDcient  e  est  rexcentricitë  relative,  et  a  le  derai-axc 
qui  contient  les  foyers  réels  de  la  courbe. 

65.  La  nature  de  la  courbe  dépend  de  la  grandeur  de  e. 

Si  e  <  1,  les  deux  racines,  a  (1  —  e),  a(l  -i-  e),  sont  posi- 
tives, et  la  courbe  est  une  ellipse.  Ce  cas  correspond,  comme 

on  l'a  vu,  à  B  <  0,  ou  à  Vo'  <— .  Si  au  contraire  B  >  0,  ou  si 


r. 


r* 


2f 
^  >  ~ ,  la  courbe  est  une  hyperbole.  Enfin,  si  on  avait  e  =  I , 

il  faudrait  que  a  fût  infini,  et  que  B  fût  égal  à  0  ;  la  courbe 
serait  alors  une  parabole. 

La  nature  de  la  courbe,  ellipse,  parabole  ou  hyperbole, 
dépend  donc  uniquement  du  signe  de  la  quantité 

»•'  —  —  » 

elle  dépend  par  conséquent  de  la  grandeur  v^  de  la  vita^se  ini- 
tiale, et  non  de  la  direction  de  cette  vitesse. 

66.  Pour  achever  le  problème,  il  faut  déterminer  t  en 
fonction  de  0,  ou  dune  variable 
liée  à  0  par  une  relation  connue. 
Quand  le  mouvement  est  ellip- 
tique, on  exprime  ordinairement 
le  temps  en  fonction  de  Tangle 
appelé  anomalie  excentrique. 

Soit  0  le  foyer,  centre  d'attrac- 
tion, G  le  centre  de  l'ellipse,  AA'  ^''^'  ^^' 
son  grand  axe,  OX  Taxe  polaire  arbitraire,   mené  par  le 
point  0  dans  le  plan  de  la  courbe.  Décrivons  un  cercle  sur  AA' 
comme  dinmélre,  et  projetons  le  point  M  en  P  sur  Taxe  AA'; 
la  droite  PM  prolongée  coupe  la  circonférence  AA'  en  un 

m.  —  «kC    COLLICKOX  8 
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point  M'.  Joignons  CM'.  L  angle  M'CA  est  ce  qu'on  nomme 
l^anomalie  excentrique.  Faisons  CA  =  a«  CU  =  a£;  Tangle 
MOA  =  (0  —  %)  ;  M'CA  =  u.  Projetons  sur  CA  le  contour 
COMM';  il  viendra 

a  cos  tt  =  oc  +  r  cos  (0  — '  Oi)  • 

L'équation  de  l'ellipse  est  d'ailleurs 


Donc 


l-h«COSlÔ  — 6j)' 

frcos(e  —  e,)  +  r  =  fl  (l  — 1«), 
rcos(d  —  Oi)  =  -^ L— . 


Donc  enfin . 


acostt 


,   II  (1  —  «*)       r       a       r 


On  en  déduit 

(10)  r  =  a(l— icosm). 

L'équation  (4),  dans  laquelle  on  remplace  dO  par  sa  valeur 

Xdt 

—j- ,  conduit  à  l'expression  du  temps  t  : 

ou,  en  remplaçant  B  et  A  par  leurs  valeurs  en  a  et  e, 

rdr 


dtzs 


V/-5'''  +  2/r-/all-t«) 


Celte  nouvelle  équation  est  encore  intégrable.  L'intégration 
devient  très  simple  quand  on  remplace  r  par  sa  valeur  eo 
fonction  de  u. 

On  a  en  effet 

-Jr«+2/-r-/a{l-.«) 

=  — fo«(l  — icosiil'  +  S/a;!— «cosii)  — /a(l  — ,«) 

= /a  (1  +  «cos  m)  (i  —  f  cos  u)  — /fl  (1  —  €*) 
=  /il  (1  —  €«cos«m)  —  /ia  +  t^fa 
=  fat*  sin'  II, 
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Ot 

rdrssa(i^  ccosu)  X  ot  sin  udu. 

Donc 

,.      a(i  — >(COsii)xatsinfiifH  *  /o,j  ». 

ift=-i .     ^         =ai/,(l-fC08ii)rfu. 

V/a«*siu*ii  ▼  # 

• 

Intégrant,  il  vient 

issa  Kly  (u  ~  csinu)  +  C, 

OU  bien,  en  appelant  a  une  nouvelle  constante, 

■il)  lîy/^-ha^ti-tsinii 

Le  coefficient  ^\/ -  est  le  tiMyen  mouvement  du  mobile, 

c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon  OM  autour 
du  point  0.  Car  si  u  augmenté  de  2ic,  t  augmente  de  la  quan- 
tité T  ([ui  exprime  la  durée  d'un  tour  entier  de  l'ellipse.  On  a 
donc 

a  y  a 

et  par  suite  -i/<^  est  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon 

OM. 

67.  L'équation  (11)  fait  connaître  t  en  fonction  de  u,  et  par 
Téquation  (10),  en  fonction  de  r. 

Si  au  contraire  on  voulait  connaître  u  en  fonction  de  ^ 
il  faudrait  résoudre  par  rapport  à  u  Féquation  (11).  Ce  pro- 
blème est  connu  sous  le  nom  de  problème  de  Kepler. 

Lorsque  e  est  très  petit,  on  peut  par  quelques  approxima- 
tions successives  arriver  à  déterminer  u  en  fonction  de  t.  On  a 
en  effet,  en  négligeant  d'abord  esinu, 

a  y  a 
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Substituons  celte  valeur  à  u  sous  le  signe  sinus  ;  il  viendra 
pour  seconde  approximation 


«  =  5V^+«  +  .sin(|Y^+.). 


valeur  qu*on  peut  corriger  de  nouveau  en  répétant  la  même 
opération. 

La  série  de  Lagrange  donne  immédiatement  u  en  fonction 
de  t. 

La  dérivée  de  u  —  esinu  est  i  —  ecosu,  quantité  positive 
pour  toule  valeur  réelle  de  l'angle  u,  pourvu  que  e  <  1^  ce 
que  nous  admettons  ici.  La  fonction  u —  e  sin  u  est  donc  crois- 
sante pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u,  et  par  suite  l'équa- 
tion (11),  pour  une  valeur  donnée  du  temps,  n'a  qu'une 
racine  réelle.  C'est  cette  racine  que  la  formule  de  Lagrange 
développe  en  série. 

On  commence  pur  mettre  l'équation  sous  la  forme 

et  faisant 

elle  est  ramenée  à  la  forme 

11  =  x  +  'sinii, 

qui  rentre  dans  le  type 

La  série  de  Lagrange  est  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  e.  Elle  consiste  dans  l'égalité  suivante,  où  / 
représente  une  fonction  quelconque, 

ce  qui  donne,  en  faisant  f(u)=iu  et  f(ti)  =sinti9 

tt  =  «4-f8in«+î-3  siii2a:-f  t— -sin*xcos*4-..M 

1.2  1  i 


I 
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série  d'autant  plus  convergente  que  l'excentricité  e  est  plus 
faible. 

(j8.  Le  problème  du  mouvcmcnl  elliptique  peut  ôtrc  résolu 
géométriquement. 

Nous  avons  démontré  dans  la  Cinématique  {I,  g  1  i  5)  que  quand 
un  point  parcourt  une  ellipse,  et  que  sa  vitesse  aréolaireîiu- 
lour  de  l'un  des  foyers  do  la  courbe  est  constante,  l'accéléra- 
tion totiile,  toujours  dirigée  vers  ce  foyer,  est  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  à  ce  point.  Nous  pouvons 
en  conclure  sur-le-champ  que  la  trajectoire  du  point  malôiicl 
soumis  h  une  force  centrale  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  dislance  est  une  ellipse  (plus  généralement  une 
courbe  du  second  ordre},  et  que  le  centre  d'attraction  occu- 
pera l'un  des  foyers  de  la  courbe;  toute  la  question  est 
ramenée  à  diifcrminer  celte  ellipse  d'après  les  données  parti- 
culières du  problème  proposé. 

Soit  0  le  centre  d'altraclion,  A  la  position  inilialâ  du  point 
mobile,  ÂB  la  direction  de  sa  vitesse 
initiale,  n,  la  grandeur  de  celte  vitesse. 

Nous  connaissons  un  point  de  l'ch 
lipse  cherchée,  le  point  A;  un  foyer,  0;      ^ 
el  une  tangente,  AB,  au  point  donné. 

Au  point  A,  menons  AN,  perpendi- 
culaire !i  AB,  cette  droite  est  normale        " 
A  l'ellipse,  et  coupe  en  deux  parties 
égales  l'angle  formé  par  les  droites  '"^ 

qui  joignent  le  point  A  aux  deux  foyers.  '*' 

On  aura  donc  une  droite  contenant  le  second  foyer  F  en 
menant  la  droite  AF  qui  fait  avec  AN  un  angle  égal  k  l'an- 
ie  OAN. 

La  force  qui  agit  sur  le  point  matériel  placé  en  A  a  pour  va- 


118  MOUVEMENT  D'UN  POINT 

léralion,  la  quantité     ^  -x==^,  en  appelant  a   le  demi 

grand  axe  et  T  la  durée  d'une  révolution  entière.  Les  deux  va^ 
leurs  seront  égales  si  on  a  :  4«*a'=fP. 

Nous    retrouvons   en    passant  l'égalité   T  =  2icx^^» 

Jf 

qui  nous  montre  que  -^  est  le  moyen  mouvement  du  mo- 

bile,  c'est-à-dire  la  moyenne  des  vitesses  angulaires  pour  un 
tour  entier  du  rayon  0A« 
L'équation 

(12)  4iiV  =  /T« 

contient  deux  inconnues,  a  et  T.  Le  théorème  des  aires  Ta 
nous  permettre  d'en  éliminer  une. 

La  surface  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon  OA 
est  constante.  Or  abaissons  sur  la  tangente  la  perpendicu- 
laire OC  =Po=^tSin  (i^,  en  appelant  |ji^  Tangle  BAO,  etr^la 
distance  OA.  L'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon 
vecteur  est  égale  à  \  v^p^.  Soit  b  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse. 
L'aire  totale  de  Tellipse  sera  %  afr,  et  par  suite,  T  étant  la 
durée  du  parcours  du  périmètre  entier  de  la  courbe,  nous 
aurons 

Donc 

(13)  T=?22?. 

Substituons  cette  valeur  de  T  dans  (12)  ;  il  viendra 
ou,  en  réduisant, 

6>       (v.p.)* 

quantité  connue.  On  sait  (I^  §  105)  que  dans  Tellipse  -  esl 


inmE  ïEiis  tN  cEMiii;  fiïe. 
égal  à  la  projcclion  AD,  sur  la  dioîle  0.4.  de  la  portion  AE  de 
oormalc  au  point  A,  comprise  cnirc  ce  point  et  le  grand  axe. 
On  connaît  donc  la  longueur  AD,  ce  qui  permet  de  construire 
le  point  D;  menons  en  ce  point  une  perpendiculaire  sur  OA; 
elle  coupera  la  normale  AN  en  un  point  E  qui  appartiendra 
an  grand  axe.  11  restera  à  joindre  OE  et  à  prolonger  cette 
droite  jusqu'à  la  rencontre  de  AF,  pour  avoir  au  point  d'in- 
tersection le  second  foyer  ¥.  La  somme  0A-(-  AF  sera  le  grand 
ase  2(1  de  lu  courbe.  Connaissant  a,  on  en  déduira  b  par  l'équa- 
tion t=;v'oxAU,  puis  on  déterminera  T,  et  on  aura  tout  ce 
qu'il  faut  pour  construire  la  courbe  et  pour  délînir  le  mou- 
vement du  point  mobile. 

Le  grand  ane  2a  ne  dépend  pas  de  la  direction  AB  de  la  vi- 
tesse initiale.  Il  ne  dépend  que  de  la  distance  OA^r,,  de  la 
grandeur  r,  de  la  vitesse  initiale,  et  du  coeflicient  donné  f. 

Prolongeons,  en  effet,  la  droite  FA  jusqu'à  la  rencontre  avec 
OC,  en  un  point  0',  qui  sera  symétrique  de  0  par  rapport 
à  la  tangente  AB.  Par  suite  FO'  =  FA  -i-  A0  =  2a. 

Les  droites  parallèles  AE,  00',  donnent  h  proportion 


d'où  l'on  déduit 


HaislestrianglesCOA,  ADEsonl  semblables;  car  ils  ont  ics 
angles COA,  DAE  égaux  comme  alfeines-interne^s,  et  les  angles 
en  D  et  C  égaux  comme  droits.  On  a  donc  aussi  la  proportion 


Remplaçons  dans  la  précédente  équation  AE  par  sa  valeur 
tirée  de  la  dernière  ;  il  viendra 


* 
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OU  bien,  en  remplaçant  F(y  par  2a,  OA  par  r^,  OC  par  Sj)^, 
OC  par  Po  et  AD  par  sa  valeur  -^y^ , 


r,  X  2;>, 2r,/- 


quantifë  indépendante  de  p^,  ou  de  la  direction  assignée  à  la 
vitesse  v^. 
De  celte  valeur  on  déduit  successivement 


La  valeur  de  T,  comme  celle  de  a,  est  indépendante  de  la 
direction  de  la  vitesse.  On  voit  de  plus,  par  ces  construclions, 
à  quelles  conditions  les  données  doivent  satisfaire  pour  que  la 
trajectoire  soit  une  ellipse.  Il  faut,  en  effet,  que  2a  soit  lini 

et  positif,  ou  que  2/  —  V^o>0>  ^®  V^^  donne  la  condition 

2/* 
déjà  trouvée  ro'<;~. 


^0 


Si  2f — v^*r^=Oy  a  est  infini,  Tcllipse  se  change  en  para- 
bole; et  si  2/" — Vo<0,  elle  se  change  en  une  hyperbole; 
la  formule  donne  alors  pour  a  la  valeur,  prise  négativement, 
d'i  demi-axe  de  la  courbe. 
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• 

C9.  Les  équations  de  la  dynamique  obtenucâ  jusqu'ici 
appartiennent  à  différents  types,  que  nous  allons  passer  en 
revue. 

Nous  avons  d  abord  rencontré  l'équation  F=mj;  elle  ex- 
piime  que  la  force  qui  intervient  pour  modifier  le  mouvement 
rectiligne  et  uniforme  d'un  point  matériel,  est  égale  à  chaque 
ins!ant  au  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  raccélùration 
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qu'elle  lui  imprime.  Celte  égalité  suppose  qu'on  a  fait  choix 
d'une  unité  particulière  pour  évaluer  les  masses;  autrement, 
il  faudrait  substituer  à  celte  équation  Téquation  plus  gé- 
nérale 

l  —  H^J 

où  figurent  des  rapports  entre  des  quantités  de  même  nature, 
rapports  indépendants,  chacun,  de  Tunité  qui  sert  à  en  éva- 
luer les  deux  termes. 
Dans  Téqualion  fondamentale 

F  =  mj, 

les  nombres  F  et  m  représentent  des  quantités  primitives,  la 
force  et  ia  masse  j  tandis  que  le  facteur  j  représente  une 
quantité  complexe,  qui  dépend  à  la  fois  du  temps  et  de  la 
longueur  (I,  §  4).  Pour  introduire  explicitement  dans  Téqua- 
tion  ces  deux  autres  éléments  primitifs,  il  faut  se  reporter 
aux  équations  de  la  cinématique,  qui  établissent  une  rela- 
tion entre  Taccélération  d'un  mouvement  varié,  le  temps  t  et 
l'espace  s  parcouru  par  le  mobile.  Nous  avons  en  effet 

si  l'accélération  reste  constante  pendant  tout  le  temps  t. 
Donc 


et  par  suite  l'équation 


J—  ^* 


2mj  . 


est  la  relation  cherchée.  On  parviendrait  à  une  relation  du 

cPx 
môme  genre  au  moyen  de  Téquation  F=m  ^. 

70.  Le  mouvement  du  point  M,  dans  un  intci'valle  de  temps 

infiniment  petit  t,  s'obtient  (fig.  42)  en  composant  l'espace 

i 
MM'=t?f,  parcouru  sur  la  tangente,  avec  l'espace  M'M''=^  ^\ 

décrit  sous  l'action  de  la  force. 
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Considérons  un  autre  point  M.,  de  masse  m^,  animé  d'une 
vitesse  t;^  et  sollicité  par  une  force  F^,  faisant  avec  la  direclion 
de  v^  un  angle  égal  à  Tangle  que  fait  la  force  F  avec  la  vi- 
tesse v;  au  bout  d'un  temps  1^  le  point  M^  parvient  en  M^^^, 

et  son  déplacement  total  se  décom- 
pose de  même  en  deux  :  l'un  M^M\  sui- 
M--^==^^- — ^Mï---^    ^^^^  ^^  tangente,  égal  à  v^t^;  Tautrc 

W^W\  suivant  la  direction  de  la  force, 

1 
égal  à  ô iiV*  Cherchons  les  conditions 

i 

nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le 
p.^  ^^  mouvement  du  point  M^  soit  semblable 

au  mouvement  du  point  M.  Il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  qu'il  y  ait  similitude  entre  les  figures  MMH' 
et  M^M\M'\;  appelons  donc  a  le  rapport  des  longueurs  quand 
on  passe  de  Tune  à  Tautre  ;  il  faudra  qu'on  ait 


ou  bien 


F  F 


r  r 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  ;\  par  — î-et  j  par- ;.. 
viendra 


F.^i* 


m  \  m/ 


c'est-à-dire  que  si  l'on  désigne  par  (5  le  rapport  des  forces, 
par  Y  le  rapport  des  temps  et  par  c  le  rapport  des  masses,  la 
condition  de  similitude  est 
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Le  rapport  d^s  vitesses  —  est  égal  à 


a.)  • 

On  déduit  de  tes  égalités  la  loi  de  la  similitude  mécanique^ 
formulée  pour  la  première  fois  par  Neiivion  ;  nous  rétablis- 
sons ici  pour  le  mouvement  de  points  uniques;  mais  il  sera 
facile  de  voir,  quand  nous  aurons  étudié  le  mouvement  des 
systèmes  matériels,  que  le  résultat  est  tout  à  fait  général. 

Pour  que  les  mouvements  de  deux  points  matériels^  ou  de  deux 
systèmes  de  points  matériels,  soient  semblables,  il  faut  et  il  suffit 
V  que  les  deux  systèmes  soient  géométriquement  semblables  dans 
Fétat  initial;  que  les  points  homologues  aient  des  masses  propor- 
tionnelles, qu*  ils  soient  animés  à  cet  instant  de  vitesses  proportion- 
nelles et  semblablement  dirigées,  et  quils  soient  sollicités  pendant 
tout  le  cours  du  mouvement  par  des  forces  propoitionnelles  et  sem- 
blablement dirigées  ;  T  qu'entre  le  rapport  a  des  dimensions  It- 
néaires  homologues  des  systèmes  et  des  longueurs  décrites  par  les 
points  homologues,  le  rapport  ^  des  forces,  le  rapport  y  des 
intervalles  de  temps  au  bout  desquels  on  compare  les  deux  sys- 
tèmes lun  à  lautre^  et  le  rapport  g  des  masses  des  points  /lomo^ 
logues,  on  ait  la  relation  : 

a  —  —  9 

c 

< 

le  rapport  X  des  vitesses  homologues  est  donné  par  l  équa- 
tion 


>=î. 


71.  Comme  application  de  cette  loi,  reprenons  la  question 
traitée  au  g  21. 

Un  point  matériel  de  masse  m  abandonné  sans  vitesse  au 
point  A  est  attiré  par  le  centre  fixe  0  proportionnellement  à 
sa  masse  et  sa  distance  à  ce  point.  La  force  a  pour  valeur  K'mr. 
Un  autre  point  matériel  de  masse  m^,  abandonné  sans  vitesse 
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Cil  A^,  est  de  môme  attiré  par  le  point  0  proportionnellement 
à  sa  niasse  et  à  sa  distance  au  centre.  La  force  a  pour  expres- 
sion K*m^r^.  Les  formates  que  nous  avons  trouvées  g  21  mon- 
trent que  le  temps  mis  par  le  point  m  pour  aller  du  point  A  au 

point  0  est  égal  au  temps  que  met 
le  point  m^  à  aller  du  point  A^  au 
point  0.  Ce  résultat  ressort  immé- 
diatement des  lois  de  la  simili- 
tude. En  effet,  à  Torigine  du  mou- 
'  '    *  vement,  on  peut  legarder  OA  cl 

Fiij  43 

OA^   comme  des  longueurs  ho- 
mologues; le  rapport  de  similitude  des  longueurs  a  est 

éîïal  à  ttt;  le  rapport  g  des  forces  est  égal  à  -^ — t^t^,  c*esl- 

à-dire  égal  à  e  X  a  ;  la  condition  de  similitude  est  donnée  par 
Téquation 


a  ^ 


qui  nous  montre  que  y  =  1-  C'est  donc  au  bout  de  temps 
égaux  que  les  deux  mobiles  doivent  être  comparés  et  qu'ils  oc* 
cuperontdes  positions  homologues.  La  position  homologue  du 
point  0  est  le  point  0  lui-même,  et  les  deux  mobiles  partis  en 
même  temps  des  points  A  et  A^  parviennent  ensemble  au 
point  0. 

Le  rapport  des  vitesses  X  est  égal  à  oc,  c'est-à-dire  au  rap- 
port des  longueurs  décrites. 

Ces  propositions  s'aperçoivent  directement  parla  constnic- 
fion  suivante  : 

Si  du  point  0  comme  centre  on  décrit  deux  circonféreneei 
OA,  OAp  et  qu'on  fasse  tourner  autour  du  point  0  le  rayon  OR 
avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  K,  les  positions  simultanées 
des  deux  points  mobiles,  qu'on  suppose  partis  en  mime  temps 
des  points  \  et  A^,  sont  les  projections,  a  et  a^  des  pointé  P 
et  Pj,  oU  le  rayon  mobile  coupe  ces  deux  circonférences. 


REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS.  125 


FORCE  d'inertie. 


72.  L'équation 

est  susceptible  d^une  interprétation  qui  rend  plus  facile  l'é- 
noncé de  certains  théorèmes  de  mécanique. 
Mettons-la  sous  la  forme 

F  — fn;=xO. 

Nous  pouvons  regarder  m;  comme  une  force  à  laquelle  nous 
attribuerons  une  direction  contraire  à  Taccèlérationj  du  point 
tnobile,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  contraire  à  la  force  F; 
l'équation  précédente  indique  qu'il  y  a  équilibre  entre  la  force 
réelle  F  et  la  force  Active  mj^  qui  lui  est  égale  et  contraire. 
Cette  force  mj,  prise  en  sens  contraire  de  l'accélération  j,  a  reçu 
le  nom  de  force  cTineitie.  Grâce  à  cette  définition,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  d'un  point  matériel  s^établit  de  manière  qu'il 
y  ait  à  chaque  instant  équilibre  entre  la  force  réelle  F  qui  le  sol 
licite  et  la  force  d'inertie. 

La  force  d'inertie,  ainsi  entendue,  est  une  fiction  et  n*a  rien 
de  réel.  On  peut  la  mettre  réellement  en  évidence  ;  pour  cela, 
imaginons  qu'au  lieu  d'appliquer  directement  la  force  F  au 
point  matériel  )I,  nous  enfermions  ce  point  dans  un  système  ma- 
tériel S,  animé  du  mouvement  que  le  point  M  doit  prendre;  k' 
système  auxiliaire  S  sera,  par  exemple,  la  main  deTexpérimen- 
tateur,  qui  guide  le  point  M  le  long  de  sa  trajectoire  et  lui  com- 
munique à  chaque  instant  la  vitesse  convenable.  Vaction 
exercée  par  le  système  sur  le  point  M  produisant  les  mômes 
effets  que  la  force  F,  est  à  chaque  instant  égale  à  la  force  ( 
^lle-mëme  ;  la  réaction  exercée  par  le  point  M  sur  le  système 
S  est  égale  et  contraire;  c'est  donc  une  force,  —F,  ou — mj, 
^u  enfin,  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  la  force  d'inertie.  On 
lui  donne  aussi  le  nom  de  force  de  réaction. 

Nous  pourrons  donc  définir  la  force  d*inertie  de  la  manière 


\  :0  FORCE 

suivante:  la  force  d inertie  d^un  point  matériel  animé  d'un 
certain  mouvement  est  la  réaction  exercée  par  ce  point  sur  un 
système  matériel  qui  agirait  sur  lui  pourlm  communiquer  le  mou- 
vement dont  il  est  animé. 
73.  La  force  d'inertie  peut  se  décomposer  suivant  les  trois 

d^x  dH/  cPs 
axes  coordonnés  ;  si  Ton  appelle  -r^ ,  t^,  -Tp»  les  composan- 
tes de  Paccélération  totale  prises  avec  les  signes  convenables, 
la  force  d'inertie  aura  pour  composantes,  suivant  les  mêmes 
axes, 

d'y 
et  les  équations  du  g  15  (S""),  mises  sous  la  forme 

expriment  Téquilibre  entre  les  composantes  de  la  force  F  et 
les  composantes  de  la  force  d'inertie. 

On  peut  aussi  décomposer  la  force  dUnertie  en  deux  corn* 
posantes,  Tune  suivant  la  tangente,  l'autre  suivant  la  nor- 
male à  la  trajectoire  ;  la  composante  tangentielle  est  diri- 
gée en  sens  contraire  de  Taccélération  tangentielle  ;  elle  est 

égale  au  signe  prés  à  m  ^;  on  peut  donc,  en  lui  donnant  un 

signe,  la  représenter  par  —  m  ^.  La  composante  normale  est 

dirigée  suivant  la  portion  de  la  normale  principale  qui  est 
extérieure  à  la  courbe;  elle  sera  opposée  en  direction  à 
la  composante  centripète  de  l'accélération  ;  on  lui  donne  le 


nom  do  force  ceiittifuge ;  elle  a  pour  valeur  m  -,  en  désignant 
par  p  le  rajon  de  courbure. 

7  t.  Cherclions  le  travail  élémenfaire  de  la  force  d'incrlie 
pour  un  parcours  MM'  ^  ds  =  vdl  du  point  maléricl. 

La  composante  cenlriruge  de  la  force  d'incrlie,  m —,  a  un 

? 
travail  nul,  puisqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  trajectoire. 

La  composante  tangenlielle  a  pour  valeur  — m-r^,  et  le 

point  d'application  de  cette  force  se  déplace  de  la  quantité 
vdl;  chacun  des  deux  facteurs  porte 
son  signe.  Si  la  vitesse  est  positive  et  ^y 

croissante,  la  force  d'inertie  a  une  di-  \ 

reclion  opposôe  au  mouvement,  et  par  V-'ï S" 

suite  son  travail  élémentaire  est  né-       ^^p^,^^ 

gatifetégalâ  — m^Xi'tiI=— mytiu.  'x 

Dcst  facile,  en  prenant  les  autres  com- 
binaisons, de  reconnaître  que  cette  formule  est  générale.  Le 
travail  total  de  la   force  d'inertie  est  donc  égnl,  pour  un 
déplacement  fini  du  point  mobile,  ii  l'intégrale  de  —  mrdv 
prise    entre    les    extrémités    de    ce  déplacement ,    ou    à 

-j  mp,'  —  g  mu",  p,  et  V  étant  les  vitesses  du  mobile  à  ces  deux 

extrémités. 

Le  travail  de  la  force  d'incrlie,  dans  le  passage  du  mobile  d'un 
point  A  à  un  autre  poiul  B  de  ta  trajectoire,  est  égal  en  valeur 
idfsolue,  et  de  signe  contraire,  à  la  variation  de  la  demi-force 
tive  du  point  matériel  dans  ce  parcours. 

A  cliaque  instant,  il  y  a  équilibre  entre  la  force  d'inertie  et 
k'S  forces  qui  sollicitent  le  point  mobile.  La  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de  ces  forces  est  donc  à  chaque  instant  égale  à 
léro,  quel  que  soit  le  déplacement  considéré. Parmi  les  dépla- 
cements virtuels  qu'on  peut  imaginer,  choisissons  le  déplace- 
ment réel  du  point,  ce  qui  est  évidemment  permis,  puisque  le 


point  est  supposé  libre.  La  somxe  ces  tnTaox  des  forces,  y 
compris  b  force  d'ineri-e,  sera  enrore  nalle.  Faisons  enfin  la 
somme  de  toas  ces  traTux  élémentaires  d^Niis  le  point  A  jus- 
qu'au point  B,  nous  aurons  une  somme  égale  à  léro.  Or, 
on  trouTC  pour  somme  des  traTanx  de  la  force  d*intflie  la 

demi-Tariation  ^  mr^'  —  ^  «i'  de  la  force  TiTe.  Si  donc  T  est 

la  somme  des  traTanx  él  mentaires  des  forces  appliqués  au 
point  matériel,  on  aura  l'équation 

ou 

qui  n*est  autre  chose  que  l'équation  des  forces  Tires. 

L'équilibre  entre  la  force  réelle  et  la  force  fictire  d'inertie 
conduit  ainsi  immédiatement  à  une  démonstration  du  théo- 
rème des  forces  vives. 

75.  On  voit  en  même  temps  la  signification  mécanique  du 

4 

produit  ^  mp*  ;  c'est  une  fonction  dont  les  différences,  chan- 
gées de  signe,  indiquent  les  valeurs  du  travail  de  la  force 
d'inertie. 

On  a  donné  à  cette  quantité  le  nom  de  puissance  vive;  cette 
expression,  déjà  employée  par  Leibniz  et  proposée  depuis  par 
ISclangcr,  qui  s'en  est  servi  dans  ses  cours  et  ses  ouvrages, 
aurait  l'avantage  de  bannir  du  langage  le  terme  impropre  de 
force  vive,  qui,  comme  nous  allons  le  voir,  date  d'une  époque 
où  les  principes  de  la  mécanique  n'étaient  pas  encore  établis 
avec  une  parfaite  exactitude,  et  faisaient  le  sujet  de  nom- 
breuses controverses  entre  les  géomètres  ^ 

*  Quelques  auteurs,  entre  autres  Coriolis,  appellent  farce  vive  le  produH 

1  i 

^  mv*,  en  y  comprenant  le  facteur  -.  L'expression  de  puiêiance  vive  aurait 

l'avantage  de  préfenir  toute  équivoque. 
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76.  Le  principal  objet  de  ces  discussions  était  la  question 
de  savoir  comment  on  doit  mesurer  la  force  d'un  corps  en 
mouvement. 

Cette  expression  n'a  par  elle-même  aucun  sens  précis  ;  le 
mot  force  y  est  pris  dans  une  acception  vague,  qui  n  a  rien  de 
commun  avec  la  signification  attribuée  à  ce  mot  en  méca- 
nique. 

La  Torce  est  la  cause  qui  intervient  pour  modifier  l'état  de 
repos  ou  de  mouvement  rectiligne  et  uniforme  d'un  point  ma- 
tériel ;  dans  un  point  matériel  en  mouvement,  nous  voyons 
d'abord  deux  éléments  de  natures  différentes,  une  masse  et 
une  vitesse  ;  la  force  reste  complètement  étrangère  au  phéno- 
mène obser>'ë  tant  que  la  vitesse  conserve  sa  direction  et  sa 
grandeur.  Lorsque  la  vitesse  change  en  grandeur,  en  direction 
ou  à  la  fois  en  grandeur  et  en  direction,  nous  savons  qu'une 
force  intervient  pour  produire  les  variations  constatées  ;  mais 
cette  force  n'appartient  pas  au  corps  ;  le  corps  la  subit,  et  ne 
la  possède  pas  ;  on  n'est  pas  fondé  par  conséquent  à  deman- 
der quelle  est  la  force  du  point  matériel. 

Il  n'est  pas  étonnant  que  les  géomètres  aient  été  en  désac- 
cord sur  une  question  aussi  mal  posée.  Les  uns  voulaient  me- 
surer la  force  d'un  corps  en  mouvement  par  le  produit  mv  de 
la  masse  par  la  vitesse  ;  c'est-à-dire  qu'ils  appelaient  force  du 
corps  ce  que  nous  nommons  sa  quantité  de  mouvement.  Les  au- 
tres la  mesuraient  par  le  produit  mv*  de  la  masse  par  le  carré 
de  la  vitesse,  et  c'est  de  ceux-ci  que  nous  tenons  l'expression 
de  force  vivé^  adoptée  par  eux  pour  désigner  la  force  d'un  corps 
anime  d'un  certain  mouvement.  Descartes  et  son  école  s'en 
tenaient  à  la  première  définition.  Leibniz,  lluygens  et  les 
Bernoulli  préféraient  la  seconde.  La  controverse  dura  jusqu'à 
ce  que  d'Alemberl  eût  montré  comment  on  pouvait  concilier 
les  deux  opinions  :  il  suffisait  pour  cela  d'interpréter  les 

:n.  —  h£c.  coixiG!(0!r.  0 
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principes,  et  d^introduire  plus  de  précision  dans  le  langage. 
77.  Lorsqu'un  point  matériel  M,  de  masse  m,  parcourt  une 
droite  AB  avec  une  vitesse  v,  on  peut,  en  faisant  agir  sur  ce 
point  une  force  retardatrice  constante  F,  réduire  graduelle- 
ment sa  vitesse  jusqu'à  zéro;  le  point  matériel,  abandonné 

alors  à  lui-même,  restera  indêfini- 
_ — ^ j_      ^    j^gj^j  gjj  repos  en  un  certain  point  M' 

•  Fig.  A\  d®  ^  trajectoire,  après  avoir  par- 

couru l'espace  HM'=<  pendant  toute 
la  durée  t  de  Taction  de  la  force  F.  Nous  pouvons  appliquer  au 
mouvement  de  ce  point  les  théorèmes  des  quantités  de  mouve- 
ment et  des  forces  vives. 

La  vitesse  initiale  du  mobile  est  v,  sa  vitesse  finale  est  léro; 
V accroissement  de  la  quantité  de  mouvement  est  donc  négatif 
et  égal  k  —  mv;  Taccroissement  de  la  force  vive  est  aussi  né- 
gatif et  égal  à  —  mv*.  Le  premier  accroissement  est  égal  à  la 
somme  des  impulsions  de  la  force,  c'est-à-dire  à  —  Fl;  le  se- 
cond, au  double  du  travail  total  de  la  force,  c'est-à-dire  à 
—  2Fs. 

Les  théorèmes  nous  donnent  donc  les  deux  équatiims  : 

in»  =  F/, 

mv«  =  2F«. 

• 

Au  lieu  d'une  force  F,  appliquée  au  point  en  sens  contraire 
de  son  mouvement,  nous  pouvons  imaginer  que  le  corps, 
pour  aller  de  M  en  W,  ait  à  vaincre  un  obstacle  qui  développe 
sur  lui  une  résistance  équivalente.  En  vertu  du  principe  de 
l'action  et  de  la  réaction,  le  point  matériel  exercera  contre 
l'obstacle,  dans  le  sens  de  son  mouvement,  un  effort  égal  à 
Teffort  que  l'obstacle  exerce  sur  lui  en  sens  opposé,  c'est-à- 
dire  un  effort  égal  à  F.  Donc,  relativement  à  Tohstacle  vaincu^ 
le  f  oint  matéiiel  de  masse  m,  animé  de  la  vitesse  v,  représente 
un  effort  constant  égal  à  F,  qui  s'exercerait  pendant  me  durée 
égale  ai  et  le  long  d'un  parcours  égal  à  s. 

La  quantité  de  mouvement  mv  représente  par  conséquent 
Vhnpiilsion  totale  Ft  de  la  force  F  que  le  point  mobile  est  ca- 
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pable  de  développer  contre  un  obstacle  jusqu'à  son  arrêt 
complet;  et  la  demi-force  vive,  ou  puissance  vive,  ^  mv*,  re- 
présente le  travail  total,  ¥sj  de  la  même'  force  pendant  la 
même  période.  La  force  F  resle  d'ailleurs  indéterminée;  car 
elle  Tarie,  pour  une  masse  et  une  vitesse  données,  avec  les 
facteurs  t  et  s  qui  ne  sont  pas  définis  d'avance.  L'expression 
force  JTun  corps  en  mouvement  n'a  donc,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  aucun  sens  précis  si  on  prend  le  mot  force 
dans  Tacception  ordinaire;  si  par  ces  mots  on  entend,  comme 
Descartes,  le  produit  mv,  ce  sera,  non  pas  une  force  propre- 
ment dite,  mais  Vimpulsion  d'une  force^  quantité  complexe, 
égale  au  produit  de  la  force  par  la  durée  de  son  action  ;  si 
Ton  adopte  l'interprétation  de  Leibniz,  et  qu'on  entende  par 
CCS  mots  la  force  vive,  mv\  ce  n'est  pas  non  plus  une  force 
proprement  dite,  mais  bien  un  travail^  c'est-à-  dire  le  prod  ui 
d'une  force  par  un  espace  parcouru. 

Dans  les  mathématiques,  une  expression  est  vicieuse  quond 
elle  possède  ainsi  deux  sens  différents  entre  lesquels  la  confu- 
sion est  possible.  Aussi  la  locution  :  a  force  d'un  corps  en  mou- 
vement »  est-elle  rayée  depuis  longtemps  du  vocabulaire  de 
la  mécanique. 

L'expression  de  a  force  vive  x>,  qui  date  de  la  même  époque, 
et  qui  représente  même  Tune  des  deux  opinions  alors  en  pré- 
sence, aurait  dû  partager  le  même  sort  ;  par  une  bizarrerie 
que  nous  ne  chercherons  pas  à  expliquer,  elle  a  été  conservée, 
mais  les  géomètres  ne  peuvent  s'y  tromper,  et  force  vive  n'est 
pour  eux  qu'une  manière  consacrée  de  désigner  le  produit 
m»*.  L'idée  de  force  reste  étrangère  à  celte  définition. 

Dans  la  pensée  des  anciens  géomètres,  force  vive  était  l'anti- 
Ihèse  de  force  morte;  les  forces  mortes,  à  dire  vrai,  étaient  les 
forces  de  la  statique,  c'est-à-dire  les  forces  proprement  dites; 
les  forces  vives  étaient  les  forces  produisant  un  mouvement 
effectif,  ou  plutôt  encore  les  quantités  complexes  que  Ton 
nomme  aujourd'hui  travaux.  Ils  partageaient  aussi  les  forces 
en  forces  actives  et  forces  passives  ;  par  forces  activer,  ils  dési- 
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gnaicnt  les  forces  mouvantes  ;  par  forces  passives,  certaines 
résistances  ou  les  réactions  d'appuis  fixes.  L*expression  de 
résistance  passive^  que  Ton  emploie  encore,  est  un  legs  mal- 
heureux de cetleépoque.  A  peu  d'exceptions  près,  toutes  ces 
locutions  sont  abandonnées  aujourd'hui.  On  ne  dit  plus  force 
morte^  ni  force  passive^  alliances  de  mots  qui  n'expriment  au- 
cune idée  exacte,  et  personne  n'est  exposé  à  confondre  la  force 
avec  la  force  vive  ou  avec  le  travail.  Les  définitions  de  la  mé- 
canique moderne  préviennent  ainsi  une  foule  de  discussions 
oiseuses,  fondées  sur  de  simples  malentendus. 


CHAPITRE  III 

■OUVEMENT  D'UN  POINT  ASSUJETTI  A  DES  LIAISONS 


MouvEXErrr  d'un  point  assujetti  a  gusser  sans  frottevcxt 

SUR  UNE    SURFACE    FIXE. 


78.  Les  liaisons  que  nous  étudierons  dans  ce  chapitre  sont 
de  deux  espèces  :  celles  qui  maintiennent  le  point  matériel  sur 
une  surface  fixe,  et  celles  qui  maintiennent  le  point  matérie 
sur  une  courbe  fixe.  Nous  y  joindrons  quelques  problèmes  sur 
la  résistance  des  milieux. 

Supposons  d'abord  qu'un  point  matériel  de  masse  m  soit 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  surface  fixe,  définie 
par  Téqualion 

11)  ♦(«,y.»)  =  0. 

La  réaction  N  de  la  surface  sur  le  point  sera  normale  à  la 
surface,  et,  si  Ton  appelle  a,  ^,  y  les  angles  qu'elle  fait  avec 
les  trois  coordonnées,  supposées  rectangulaires,  on  aura  la 
suite  d'égalités 


éx  dy  dz        '^\[^}   '^[d^)  ■*"  [d^J 

qui  font  connaître  cosa,  cos  ^,  cosy  en  fonction  de  x,  y  et  z. 
Le  double  signe  du  radical  permet  de  distinguer  sur  la  nor- 
male la  portion  extérieure  et  la  portion  intérieure  k  la  surface. 
Le  point  matériel  subit,  outre  la  réaction  N,  une  force  F  qui 
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l'on  peut  concevoir  décomposée  parallèlement  aux  trois  axes. 
Soient  X,  Y  et  Z  ses  composantes.  En  réunissant  la  force  N  et  la 
force  Fy  le  point  peut  être  considéré  comme  libre,  et,  par 
suite,  son  mouvement  €st  défini  par  les  équations 

m-jTT  =X-i-Ncosa, 
in^=Y-i-Ncos^, 
m~   =Z4-Ncosy. 

Dans  ces  équations,  remplaçons  cosa,  cos^,  cosy  parleurs 
valeurs  tirées  des  équations  (2)  ;  nous  aurons  en  tout  quatre 
équations,  savoir  :  les  trois  équations  (3)  et  Téquation  (1), 
entre  les  cinq  variables  x,  y,  2,  N  et  t;  analyliquement,  nous 
pouvons  donc  définir  quatre  de  ces  variables  en  fonction  de 
la  cinquième,  et  trouver,  par  conséquent,  en  fonction  du 
temps  t  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  x,  y,  %,  et  de  la 
réaction  de  la  surface. 

Le  double  signe  des  valeurs  de  cosa,  cos^,  cosy»  ne  donne 
lieu  à  aucune  ambiguïté.  Remarquons,  en  effet,  que  nous  pou- 
vons prendre  le  radical  dans  les  équations  (2)  avec  tel  signe  que 
nous  voudrons,  moyennant  que  nous  donnions  un  signe  à  la 
réaction  N,  au  lieu  de  la  prendre  en  valeur  absolue.  Le  calcul 
fera  donc  connaître  la  réaction  N,  non  seulement  en  grandeur, 
mais  encore  en  sens  :  positive,  elle  correspondra  à  la  portion 
de  la  normale  définie  par  le  signe  +  du  radical  ;  négative,  à 
la  portion  opposée. 

79.  Multiplions  la  première  des  équations  (3)  par  dx,  la  se- 
conde par  (/y,  la  troisième  par  e/^s,  et  ajoutons.  Nous  éliminons 
ainsi  la  réaction  N.  Car  on  a,  à  un  facteur  près, 

dxcosx-h dycos^  -h ds cos y  =  ^ dr -f-  ;r"^y  +  TT ''^  ~ ^* 

L'équation  finale 
est  l'équation  même  qui  sert  de  base  au  théorème  des  foroes 
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vives.  Intégrée,  elle  donne,  en  efict ,  en  observant  que 


t» 


=  (2t)-(^)-(D'- 

(5)  g  m»»  =  C  +  Çldx  4-  Yc/y  +  Idz. 

L'équation  des  forces  vives  s*appliqiie  donc  au  mouvement 
dun  point  matériel  glissant  sans  frottement  sur  une  surface, 
sans  qu'il  soit  besoin  de  tenir  compte  de  la  réaction  de  la  sur- 
face :  chose  évidente,  puisque  cette  réaction  est  toujours  nor- 
male au  chemin  décrit  par  son  point  d'application. 

80.  Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où  la  force  F 
est  constamment  nulle.  On  a  alors  X=-Y=-Z=0. 

L'équation  (5)  montre  que  la  vitesse  v  est  constante. 

De  plus,  les  équations  (3)  se  réduisent  à 

éPx      „ 

m  TTj-  =  ncosay 

IUttj  =Ncos]3, 

« 

de  sorte  que  cos  a,  cos  ^ ,  cos  y  sont  respectivement  propor- 
tionnels à  d*x,  tPy,  d*%.  On  a  donc,  en  vertu  des  équations  (2), 


d*z    ___    (Py    _     d*z 
\dx) 


''^^~('i}~m 


ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  coïncide  en  direction 
avec  la  normale  principale  à  la  trajectoire.  Nous  retrouvons 
donc  pour  trajectoire  du  point  matériel  une  ligne  géodésique  de 
la  surrace  (II,  §  339).  Cette  conclusion  paraîtra  encore  mieux 
en  traitant  la  question  par  la  géométrie. 

81.  Lagrange  a  indiqué  une  méthode  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  éliminer  à  la  fois  le  temps  t  et  la  réaction  N,  et  rame* 
ner  à  des  termes  purement  géométriques  la  recherche  de  Té- 
quation  de  la  trajectoire. 

Remplaçons  dans  les  équations  (3)  les  cosinus  des  angles 
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de  la  normale  avec  les  axes  par  leurs  valeurs  déduites  des 
équations  (2).  Posons,  pour  abréger, 

en  prenant  le  radical  posilivement  ;  il  viendra,  en  attribuant 
un  signe  à  la  réaction  N,  suivant  qu'elle  est  extérieure  ou  in- 
térieure à  la  surface, 

d*x  _-   ,    Nd» 
rf«3        -        N  d* 

dt*  R  dz 

Multiplions  la  première  par  dy^  la  seconde  par  dx,  et  retran- 
chons : 

De  cette  équation  on  peut  chasser  le  temps  ^  en  introdui- 
sant la  vitesse  v,  laquelle  est  une  fonction  connue  des  coor- 
données, d'après  Téquation  des  forces  vives. 

On  a  identiquement 

dy  _\di) 

Donc 

dx  d*ij       dy  d^x  d*y  ,        d^x  . 

,dy  _  dt  dF"  dl  dî*    .  _  dl*     ^^  dF^ 

On  en  déduit 

0'"-&'*-(i')'-ï-fë)'''2- 

ce  qui  donne  pour  l'équation  (7): 

1  -(g)'''(g)='^-""--ï{2î'"-s*)- 
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En  combinant  de  môme  les  deux  dernières  équations  du 
groupe  (6),  on  obtiendrait 

Éliminons  N  entre  ces  deux  équations  ;  l'équation  finale  ne 
contiendra  plus  que  les  coordonnées  x^  y,  %,  sauf  la  force  vive 
mt^^  que  nous  supposons  exprimable  en  fonction  des  mômes 
coordonnées.  L'équation  finale  est  donc  une  équation  différen* 
tielle  entre  x,  y,  %,  qui  achève  de  définir  la  trajectoire. 

Lorsque  la  force  extérieure  X,  Y,  Z  est  constamment  nulle, 

N 
la  vitesse  v  est  constante,  et  l'élimination  de  mv*  et  de  ^  se  fait 

par  la  simple  division.  L'équation  de  la  trajectoire  est  alors 

équation  qu'il  serait  aisé  de  déduire  des  équations  données 
pour  les  lignes  géodésiques  (g  80). 

MOCVEMEKT  D*UN  POUTT  MATÉRIEL  ASSUJETTI  A  GLISSER  SUR  UKE  SLTIFACE 
nXE,  SANS   ÊTRE    SOUMIS   A    AUCUNE    FORCE. 

82.  La  force  appliquée  au  point  étant  nulle  par  hypothèse, 
le  point  est  seulement  soumis  à  la  réaction  de  la  surface  direc- 
trice, et  celle  réaction  est  normale,  puis- 
que Ton  suppose  que  la  surface  n'exerce 
aucun  frottement.  On  peut  donc  considé- 
rer le  point  comme  un  point  libre,  soumis 
à  Faction  de  cette  force  unique. 

Soit,  à  un  instant  donné,  M  la  position 
du  point  mobile  sur  la  surface  S;  m,  la 
masse  du  point  ;   MT ,  la  direction  de  sa  '^ 

vitesse  r,  tangente  à  la  surface  S;  MM',  un  arc  de  trajectoire, 
tangent  à  la  droite  MT. 
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La  réaction  de  la  surface  est  une  force  dirigée  suivant 
la  normale  MN,  et  c'est  la  seule  force  qui  agisse  sur  le 
point. 

Donc  la  normale  MN  Ha  surface  S  est  contenue  dans  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire  MM^;  elle  est  d'ailleurs  perpendi- 
culaire à  la  tangente  MT;  elleest,  par  suite,  h  normale  prind- 
pale  de  la  courbe  MM^  au  point  M. 

La  force  toiale  qui  sollicite  un  point  matériel  libre  se 
décompose  en  deux  composantes.  Tune  tangentielle  et  ^;ale 

à  m  ^ ,  Tautre  dirigée  suivant  la  normale  principale,  ^ 


mv* 


égale  à  — ,  en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire. Ici,  la  force  totale  étant  dirigée  suivant  la  normale 
MNy  la  composante  tangentielle  est  nulle,  et  l'on  a  constam- 
ment 

m  ^  =  0,       ou       do  =5  0, 

OU  enGn  v='constante,  ce  qui  montre  que  la  vitesse  est  eatt- 
s  tante. 
La  force  totale  se  réduit  à  la  réaction  N  ;  donc 

N  =  m  — . 

P 

expression  dans  laquelle  tnt;*,  force  vive  du  point  mobile,  est 
constant,  puisque  v  conserve  toujours  la  même  valeur  ;  la  réac- 
tion de  la  surface  est  donc  inversement  pi^oportionnelle  au  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire.  Elle  est  dirigée  vers  la  concavité 
de  cette  courbe. 

Le  mouvement  d'un  point  matériel  glissant  sur  une  sur- 
face fixe,  sans  intervention  d'aucune  force ,  se  réduit  ainsi 
au  parcours  uniforme  d'une  ligne  (elle,  qu'en  chaque  point 
la  normale  à  la  surface  soit  la  normale  principale  de  la 
ligne.  Une  ligne  ainsi  définie  est  une  ligne  géodésique;  c'est 
sur  la  surface  le  chemin  le  plus  court  entre  deux  de  ses  points 
suffisamment  rapprochés.  C'est  aussi  la  courbe  que  dessine 
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un  fil  en  équilibre  tendu  sur  la  surface  (II,  g  338).  L'analogie 
des  trajectoires  et  des  courbes  funiculaires  se  trouve  encore 
jci  vérifiée. 


RAPPEL  DE  LA  TOÊORIE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

83.  Par  le  point  M  pris  sur  la  surface  donnée  S,  menons  la 
normale  MN  à  celte  surface  ;  puis  conduisons  par  cette  droite 
divers  plans  AUN,  BMN;  ils  coupent  la  surface  suivant 
des  lignes  Ma,  M0,  qui  passent 
toutes  par  le  point  H,  et  qui  ont  en 
ce  point  la  droite  HN  pour  normale 
commune.  Les  droites  HA,  BIB, 
tangentes  à  ces  mêmes  lignes  sont 
toutes  perpendiculaires  à  HN  et 
contenues  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface. 

Déterminons  sur  HN  les  centres 
de  courbure  respectifs  des  courbes 
M2,  H3  au  point  H.  Pour  avoir,  par  exemple,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  Ha,  prenons  un  point  a  sur  cette  courbe  à 
une  distance  infiniment  petite  du  point  M.  Abaissons  du  point  a 
une  perpendiculaire  eux'  sur  MN,  et  observons  que  si  Tare  Ma 
appartenait  à  un  cercle  de  rayon  R,  on  aurait 


cordeMa  =Ma'x2R. 

D'où  résulte  R=ilîfL  ,  ou  plutôt  R  =  lim. 


M 


2M2'         *  2Ma 

Le  centre  de  courbure  C  de  la  courbe  Ma  s'obtiendra  en  pre- 
nant MC  =  R  sur  la  normale. 

Pour  une  autre  ligne  Mp,  on  trouvera  par  la  même  con- 
struction le  centre  de  courbure  C.  Remarquons  que  le  rayon 
de  courbure  HC  =R'  peut  être  calculé  par  la  formule 


^'=''^lt' 
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en  prenant  le  point  ^  à  Tinterscetion  de  la  courbe  M3  avec 
plan  mené  par  le  point  aS  ou  par  le  point  a,  perpendiculaire- 
ment à  MN.  Le  point  3  et  le  point  a  appartiendront  à  la  courbe 
d'intersection  X  de  la  surface  S  avec  un  plan  mené  parallèle- 
ment au  plan  tangent  à  une  dislance  inHuiment  petite  Ma'. 

Les  arcs  infiniment  petits  Ma  peuvent  être  confondus  sans 
erreur  sensible  avec  les  distances  a.%'  dont  ils  diffèrent  d*un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  par  conséquent  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  sont  proportionnels 
aux  carrés  des  rayons  correspondants  menés  du  point  a'  à  la 
courbe  a3. 


On  a,  en  effet, 


84.  On  démontre  en  analyse  qu'à  des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  près,  la  courbe  XX,  obtenue  en  coupant  la 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment 
voisin,  est  une  courbe  du  second  ordre.  M.  Charles  Dupin  lui 
a  donné  le  nom  dUndkairice.  Cela  revient  à  dire  que  tout  autour 
d'un  point  quelconque  pris  sur  une  surface  donnée  et  à 
des  distances  infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  on  peut 
substituer  à  la  surrace  une  surface  du  second  degré,  sans  al* 
térer  les  courbures  des  sections  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  normaux. 

Soit  toujours  C  le  centre  de  courbure  relatif  à  Tare  Hz.  Si 
Ton  joint  Ca,  cette  droite  sera  normale  à  la  courbe  Ma;  mais 
il  est  possible  qu'elle  ne  soit  pas  normale  à  la  surface.  On  re- 
connaît par  Tanalyse  que  la  droite  Ca  n'est  normale  à  la  sur- 
face S  que  lorsque  le  point  a  est  l'un  des  sommets  de  l'indi- 
catrice :  il  y  a  en  général  deux  directions  seulement  à  partir 
du  point  M,  le  long  desquelles  la  normale  à  la  surface  ren- 
contre la  normale  MN;  ces  deux  directions  définissent  ce 
qu'on  appelle  les  lignes  de  courbure  ;  elles  correspondent  aux 
plus  grandes  ou  aux  plus  petites  valeurs  des  rayons  de 
courbure  MC. 
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Les  sections  qui  ont  les  rayons  de  courbure  maximum  ou 
minimum  sont  nommées  sections  principales;  et  leurs  rayons 
de  courbure  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface.  Les  deux  sections  principales  sont  rectangulaires, 
à  moins  qu'il  n'y  en  ait  une  infinité,  comme  cela  arrive  en 
tout  point  de  la  sphère',  et  aux  points  particuliers  nommés 
ombilics  des  surfaces,  auquel  cas  Tindicatrice  se  réduit  à  un 
cercle. 

Connaissant  les  rayons  de  courbure  principaux  R  et  R' 
d'une  surface  en  un  point,  on  peut  en  déduire  le  rayon  de 
courbure  de  toute  autre  section  normale.  L'indicatrice*  les 
donne  immédiatement. 

En  eflet,  pour  obtenir  Tindicàtrice,  il  suflit  de  construire 
une  ellipse  dont  les  demi-axes  BIA,MB  soient  respectivement 
proportionnels  à  v'R  et  à  v/R'  ;  celte  ellipse  étant 
construite,  menons  dans  son  plan,  par  son 
centre  M,  un  rayon  MD  faisant  avec  MA  un 
angle  a  égal  à  celui  que  fait  le  plan  de  la 
section  donnée  avec  la  section  principale  MA  ;         Fig.  4«. 
le  rayon  de  courbure  cherché,  p,  satisfera  aux  égalités 

MÏ)'  "  MA'  ""  îîb'* 

Soient  a  et  fr  les  demi-axes  de  l'ellipse,  r  la  longueur  MD,  et  a 
Tangle  DMA  ;  on  a  en  tous  points  de  Tellipse 

i cos'g        sin*a 

I  «  ■"      fl*     "*"     b*    ' 

On  aura  donc  aussi 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  trouver  le  rayon  de 
courbura  p  d'une  section  normale  quelconque. 

Ces  résultats  s'appliquent  aux  surfaces  à  courbures  op- 
posées^ pour  lesquelles  Tindicatrice,  au  lieu  d^élre  une  ellipse, 
est  une  hyperbole;  les  rayons  de  courbure  principaux  sont 
alors  de  signes  contraires,  et  le  plan  langent  au  point  M  coupe 
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la  surface  suivant  deux  lignes  dont  la  courbure  est  nulle  en 
ce  point;  les  tangenles  à  ces  courbes  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'indicatrice. 
85.  Passons  à  la  courbure  des  sections  obliques. 
Un  théorème,  connu  en  géométrie  sous  le  nom  de  théorime 

de  MeusnieTj  donne  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  oblique  M(&',  connaissant  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
M(A  qui  lui  est  tangente  sur  la  surface. 

Soit  MT  la  tangente  commune  à  ces  deux 
sections  ;  le  plan  de  Tune  est  défini  par 
les    droites  rectangulaires  HN'  et  lÎT; 
Fi?.49.  Tautre  est  dans  le  plan  conduit  par  HT 

et  la  normale  MN  à  la  surface. 
Soit  C  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  H|t;  le 
théorème  de  Meusnier  consiste  en  ce  que  le  centre  de  courbure 
C  de  la  section  oblique  Mpi',  peut  s'obtenir  en  projetant  le 
point  C  sur  la  droite  MN' . 

Il  en  résulte  que  la  circonférence  décrite  sur  HC  comme 
diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  com- 
mune MT,  ou  rintersection  de  ce  plan  avec  la  sphère  dont  le 
diamètre  est  MC,  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  sections  obliques  obtenues  en  faisant  passer  des  plans  par 
cette  droite  MT. 

Rappelons  encore  que  la  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  la  circonférence  MC'C,  par  rapport  au  point  M 
pris  sur  cette  circonférence,  est  une  droite  perpendiculaire  au 
diamètre  MC(I,  g  112). 


MOUVEMENT  d'cN  POTXT  SUR  UNE  SURFACE  FIXE.  —  SOLUnON  GÊOMCTRIQUE. 

86.  Soit  s  la  surface  fixe  ;  M,  la  position  qu'occupe  le 
point  mobile,  de  masse  m,  à  un  instant  donne;  «,  sa  vitesse, 
et  MT,  la  direction  de  cette  vitesse  :  ce  sont  les  données  ini- 
tiales. 


Flg.  50. 
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Soit  F  la  force  donnée,  ou  la  résultante  des  forces  don- 
nées ,  qu'on  suppose  aussi  connue  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

La  réaction  de  la  surface  S  est  une  force  N  de  grandeur  in- 
connue, dirigée  suivant  la  normale  MN. 

Nous  pouvons  considérer  le  point  comme  libre,  à  la  con- 
dition d'adjoindre  la  force  N  à  la  , 
force  F.  Composant  ces  deux  for- 
ces, nous  aurons  pour  résultante 
une  force  HK,  dont  la  direction 
coïncide  avec  celle  de  Taccéléra- 
tion  totale  du  point  mobile;  la 
droite  HK  est  donc  contenue  dans  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire, 
plan  qui  contient  d'ailleurs  la  tan- 
gente MT. 

Menons  dans  le  plan  osculateur  TMK  uneperpendiculaire  MU 
à  la  tangente  MT  ;  la  droite  MH  sera  la  normale  principale  de 
la  trajectoire. 

Or  la  force  totale  HK  qui  agit  sur  le  point  supposé  libre 
a  pour  composante  normale  une  force  dirigée  suivant*  la 

de  courbure;  et  pour  composante  langentielle,  une  force  MG 
qui  est  connue,  car  elle  est  la  projection  sur  MT  de  la  force 
donnée  MF,  la  seconde  force  MN,  perpendiculaire  à  MT,  n'ayant 
point  de  projection*  sur  cette  droite. 

Portons  sur  la  normale  principale  une  longueur  MH  =  — 

P 
La  position  du  plan  osculateur  HMT  n'étant  pas  encore 

connue,  considérons  une  série  de  plans  conduits  parla  droite 

MT,  et  coupant  chacun  la  surface  suivant  une  certaine  ligne  ; 

portons  sur  la  normale  à  chacune  de  ces  lignes  une  longueur 

MH  =  — ,  en  prenant  pour  pie  rayon  de  courbure  de  la  ligne 

correspondante.  Le  lieu  des  points  H  sera  la  transformée  par 
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rayons  vecteurs  réciproques  de  la  circonférence  lieu  des  centres 
de  courbure  ;  c  est  donc  (§  85)  une  droite  m  perpendiculaire 
à  MN,  menée  dans  le  plan  normal  à  HT,  à  une  distance  HK 


mv* 


du  point  M  égale  à  -jr- ,  R  désignant  le  rayon  de  courbure  de 

la  section  normale  conduite  par  la  tangente  MT.  La  lon- 
gueur MI  est  ainsi  connue  d'avance.  Or,  MI  est  la  projec- 
tion sur  MN  de  la  force  totale  MK  ;  elle  est  donc  égale  à  la 
somme  algébrique  des  projections  sur  la  même  droite  des  com- 
posantes MN  et  MF  de  celte  force  ;  la  force  MN  s'y  projette 
en  vraie  grandeur  ;  la  force  MF  a  sur  la  normale  à  la  surface 
une  certaine  projection  connue  ML,  dont  nous  représenterons 
la  grandeur  par  Fcosa,  et  par  suite  nous  aurons 

MI  =  w^=N  — Fcoso. 

équation  où  tout  est  connu,  excepté  N,  et  qui  nous  donne 

N  =  F  cos  a  +  m  ^. 

On  peut  remarquer  que  la  distance  III  est  égale  à  la  projec- 
tion de  la  force  F  sur  un  axe  élevé  au  point  M  perpendiculai- 
rement au  plan  NMT. 

Connaissant  la  réaction  N  de  la  surface,  on  la  composera 
avec  la  force  donnée  MF,  et  Ton  obtiendra  la  résultante  MK, 
dont  la  direction  achève  de  définir  le  plan  osculateur  de  la 
trajectoire  MP.  La  courbe  MP,  aux  environs  du  point  M,  est 
l'intersection  de  la  surface  S  et  du  plan  TMK. 

La  composante  (angentielle  MG  =  Fcos^  de  la  force  F  fait 
connaître  la  variation  de  la  vitesse  le  long  de  la  trajectoire,  au 
moyen  de  l'équation 

_  dv 

elle  nous  apprend  quelle  variation  la  vitesse  du  mobile 
éprouve  pendant  le  temps  infiniment  petit  du  parcours  de 
rarcMM'=td(. 

La  direction  de  la  vitesse  v  +  dv  au  point  H'  s'obtiendra  en 
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composant  la  vitesse  v,  parallèle  à  MI,  avec  la  vitesse  acquise 
élémentaire  parallèle  à  MK,  et  égale  à  —  dt. 

On  pourra  donc  répéter  au  point  M' les  constructions  que 
Ton  a  effectuées  au  point  M,  ce  qui 
fournira  un  nouvel  arc  de  la  trajec- 
toire. 

87.  Résumons  cette  méthode. 

F  étant  la  force  donnée  ; 

MT,  la  direction  de  la  vitesse  v  ; 

dj  9,  Y)  '^  angles  de  F  avec  la 
normale  MN',  la  tangente  HT  et  une 
perpendiculaire  MT'  élevée  au  point 
M  sur  le  plan  TMN; 

Décomposons  la  force  F  suivant  les  trois  axes  rectangu- 
laires MT,  MI?  et  Mr. 

Soient  ML,  MG,  MQ  les  trois  composantes,  égales  respecti- 
vement à 

Fcosa,      Fcos^,      Fcosy. 

* 

La  réaction  N  de  la  surface  sur  le  point  sera  une  force 

dirigée  suivant  MN,  et  égale  à  -^  -h  F  cos  a  ;   R  désigne  ici 

le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
le  plan  normal  NMT. 

Projetons  le  mouvement  du  point  sur  le  plan  tangent,  nous 
obtiendrons  pour  la  projection  de  la  trajectoire  une  courbe 
tangente  en  M  à  la  droite  MT  ;  Fcos^  sera  la  composante  tan- 
gentielle,  et  F  cos  y  1^  composante  normale  de  la  force  qui 
produirait  le  mouvement  ainsi  projeté.  Les  vitesses  sur  la 
trajectoire  projetée  et  sur  la  trajectoire  effective  sont  d'ail- 
leurs les  mêmes  au  point  M.  L'équation 


Fcosy  = 


mv* 


nous  donnera  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  pro- 


m.  —  nie.  ooLLiGNOJr. 
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jetée  sur  le  plan  langent,  c'est-à-dire  le  rayon  de  courbure  jdo- 
(lésique  de  la  trajectoire. 

Le  triangle  rectangle  MIH  lie  ensemble  trois  rayons  de 
courbure,  car  on  a  les  trois  égalités 


HI  = 

MQ«= 

HI  = 

m9^ 

HU  = 

* 

P 

et  par  suite 


MIXR  =  UIX/>'  =  1HX^. 


Abaissons  du  point  I  une  perpendiculaire  II'  sur  l'hypo- 
ténuse MU  du  triangle  MIU  :  nous  aurons  aussi 

MIxIH  =  HIxMI  =  HHxn', 

ces  trois  produits  mesurant  chacun  le  double  de  la  surface 
du  triangle. 
Divisant  membre  à  membre,  il  vient 

lU  ""MI  ""IF' 

de  sorte  que  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  oblique,  le 
rayon  de  courbure  géodésique  p'  de  la  même  section,  et  le 
rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  tangente  sont 
entre  eux  comme  les  trois  droites  ir,  Df,  IH. 


APPLICATION   DES  THÉORÈMES    GÉKÉRAUX. 

88.  Un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  données  F,F^... 
et  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  surface  fixe  S, 
est  dans  les  mêmes  conditions  qu'un  point  libre  auquel  serait 
appliquée,  outre  les  forces  données,  une  force  N  normale  i  la 
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surface  et  égale  à  la  réaction  qu'elle  exerce  à  chaque  instant 
sur  le  point. 

Les  théorèmes  généraux  s'appliquent  au  mouvement  de  ce 
point  matériel,  pourvu  qu'on  adjoigne  la  force  N  aux  autres 
forces.  Mais  pour  certains  énoncés  il  arrive  que  la  force  N 
est  éliminée. 

1*  Le  théorème  des  qwintités  de  mouvement  totales  (g  34)  con- 
siste en  ce  que  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement 
du  point  matériel  entre  deux  époques  est  égal  à  la  somme  des 
impulsions  élémentaires  des  composantes  des  forces  F,  F\... 
etN,  projetées  à  chaque  instant  sur  la  tangente  à  la  trajectoire. 
I>a  trajectoire  étant  tracée  sur  la  surface  S  est  constamment 
normale  à  la  force  N,  et  par  suite  la  somme  des  impulsions 
élémentaires  de  cette  force  estimée  suivant  la  tangente  est 
égale  à  zéro.  Le  théorème  ^'applique  donc  au  mouvement  du 
point  matériel  sans  faire  intervenir  la  réaction  N  de  la  sur- 
face, ^ 

Toutefois  ce  théorème  est  d'un  usage  peu  commode,  parce 
que  la  projection  des  forces  doit  se  faire  sur  les  tangentes  suc- 
cessives à  la  trajectoire,  qui,  en  général,  n'est  pas  immédiate- 
ment connue. 

2"^  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  (g  36), 
qui  conduit  à  projeter  les  quantités  de  mouvement  et  les 
forces  sur  une  droite  fixe,  n'élimine  pas  en  général  la  réaction 
N  de  la  surface.  L'emploi  de  ce  théorème,  une  fois  le  mouve- 
ment connu,  permettra  de  déterminer  cette  réaction. 

3"*  Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
(l  38)  n'élimine  pas  non  plus  en  général  la  réaction  N  de  la 
surface.  Il  y  a  cependant  un  cas  très  étendu  oii  Téliminalion 
a  lieu  :  c'est  celui  où  les  normales  à  la  surface  rencontrent 
la  droite  fixe  prise  pour  axe  des  moments.  Dans  ce  cas,  la 
surface  est  de  révolution  autour  de  cet  axe.  Le  moment 
de  la  force  N,  constamment  nul,  n'entre  pas  dans  Téqua- 
lion. 

Au  contraire  l'équation  des  moments  pris  par  rapport  à  un 
•autre  axe  contiendrait  les  moments  de  la  force  N. 


1 48  MOUVEMENT  DCM  P0I5T 

4*"  Le  théorème  des  aires  (§  42)  s'applique  lorsque  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  point  mobile  ren- 
contre un  axe  fixe.  On  ne  connaît  pas  d'avance  Tintensité  de 
la  réaction  N;  on  ne  peut  donc  pas,  en  général,  s'assurer  da 
premier  coup  qu'il  existe  une  droite  fixe  rencontrant  à  cha- 
que instant  la  résultante  des  forces  F  et  N. 

Mais  il  y  a  un  cas  particulier  où  le  théorème  des  aires  s'ap- 
plique. C'est  celui  où  la  surface  directrice  étant  une  sur- 
face de  révolution,  la  résultante  des  forces  données  F,  F',..- 
renconlre  l'axe  ou  lui  est  parallèle.  Alors  la  réaction  N  ren- 
contrant aussi  l'axe,  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  sol- 
licitent le  point  a  constamment  un  moment  nul  par  rapport 
à  Taxe  de  la  surface.  La  proportionnalité  des  aires  décrites 
aux  temps  mis  à  les  décrire  a  lieu  dans  ce  cas  pour  la  pro- 
jection du  mouvement  sur  un  plan  normal  à  Taxe  de  révo- 
lution, pourvu  qu'on  prenne  le  pied  de  Paxe  pour  centre  des 
aires. 

5°  Le  théorème  des  forces  vives  (  §  45  )  s'applique ,  comme 
nous  Tavons  vu,  au  mouvement  du  point,  sans  qu'on  ait  à 
faire  intervenir  la  réaction  N  ;  car  cette  réaction  étant  con- 
tamnient  normale  à  la  trajectoire,  a  un  travail  constamment 
nul.    Dans  Topplicalion  du  théorème  des  forces  vives,  on 
pourra  donc  regarder  le  point  comme  libre,  et  s'occuper  seu- 
lement dos  forces  données  F,  F'...  Si  à  la  résultante  de  ces 
forces   correspondent  des  surfaces  de  niveau  (^  47),  défi- 
nissant chacune  une  vitesse  particulière  pour  le   mobile, 
rinterseclion  de  ces  surfaces  avec  la  surface  S  donnera  des 
lignes  de  niveau  où  la  vitesse  du  mobile  sera  de  même  dé- 
finie. 

6""  Enfm  le  théorème  de  la  moindre  action  s^applique  à  un 
point  glissant  sans  frottement  sur  une  surface  fixe  ,  lorsqu'il 
y  a  des  lignes  de  niveau,  tout  aussi  bien  que  si  le  point  était 
libre.  On  pourrait  facilement  en  donner  une  démonstration 
géométrique  calquée  sur  celle  que  nous  avons  présentée  pour  le 
premier  cas.  La  démonstration  suivante  est  déduite  de  l'em- 
ploi du  calcul  des  variations. 
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Soit  9  {Xj  y,  2)  =  0  Téquation  de  la  surface. 

La  Titesse  v  est  donnée  par  Téquation  des  forces  vives  : 

On  propose  de  démontrer  que  la  trajectoire  satisfait  à  la  con- 
dition Z  f  mvds  =  0. 
Les  calculs  donnent  successivement 


donc 
Uais 

donc 

et 


i{vds)  =  ivds  +  vitis, 
mviv  =  \ûX  +  Y^v  +  liZf 

mdêov  =  dt  (\ix  +  \iy  +  Hz). 


mvids  =  ^^  (dxodx  4-  dy^dy  -f-  di^dz). 

Intégrant  entre  les  limites,  il  vient 

Çmivdi  =  Çdt  [\ix  4-  Yoy  +  Zôs), 

L'intégration  par  parties  donne 

et  enOn 
La  quantité  en  dehors  du  signe  /  s'annule  aux  limites , 
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puisque  Ix^  ^,  Sz  scmt  nuls  pour  les  points  qui  forment  les 
extrémités  de  Tare  coosidéré.  U  quantité  sons  le  signe/  s'an- 
nule également»  en  Tertn  des  équatioDs  du  mouvement  du 
point  sur  la  surlace,  car  ces  équations  sont 


K  est  b  réaction  de  la  surface,  et  a,  ^  y  1^  angles  de  la 
normale  avec  les  axes  coordonnés.  Multipliant  la  première 
par  Sx,  la  seconde  par  ^,  la  troisième  par  Ss,  et  ajoutant,  il 
Tiendra  : 

(x-.^')^H.(T-.g)^+(t-.S).s 

puisque  la  direction  définie  par  les  variations  &c,  Sy,  Si, 
appartient  à  une  surface  normale  à  la  droite  définie  par  les 
angles  a,  0,  y- 

Le  minimum  de  la  fonction  /  mvds,  prise  le  long  de  la  tra* 
jeetoire,  est  ainsi  démontré.  La  comparaison  porte  sur  la  tra- 
jectoire et  des  courbes  tracées  sur  la  smiace  donnée  entre 
deux  points  fixes  suffisamment  rapprochés. 
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89.  Nous  rapporterons  la  sphère  sur  laquelle  le  point  est 
assujetti  à  glisser  sans  frottement,  à  trois  axes  rectangulaires, 
OX,  OY,  OZ,  passant  par  son  centre  ;  le  plan  XOY  est  horizon- 
tal ;  l'axe  OZ  est  vertical  et  dirigé  de  haut  en  bas,  dans  le 
sens  de  la  pesanteur. 

La  position  d'un  point  H  de  la  surface  peut  être  définie  par 
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ses  trois  coordonnées,  OT=x,  TR=y,  RM  =2;  on  a  entre 
ces  trois  quantités  la  relation 

(1)  a:«H-y'H-3«=R«, 

OÙ  R  désigne  le  rayon  OM  de  la  sphère. 

Elle  peut  être  encore  définie  par  deux  angles,  savoir,  par  Tan* 
gle  dièdre  A0S=9,  compris  entre  le  plan  fixe  XOZ  et  un  plan 
SOZ,  mené  par  TaxeOZ  et  le  point  H;  et  par  Tangle  C0M=:6, 
compris  entre  Taxe  OZ  et  le  rayon  OM.  L'angle  9  est  pour  ainsi 
dire  la  longiîude  du  point  M,  et  l'angle  0  le  complément  de  sa 
latitude,  ou  sa  colatitude, 

La  réaction  de  la  surface,  N,  est  une  force  normale  à  la 
sphère,  et  dirigée  suivant  le  rayon  HO.  Nous  la  supposerons 
dirigée  vers  le  centre.  La 
force  N  est,  par  exemple,  la 
tension  du  fil  ou  de  la  tige 
OM,  qui  attache  le  point  M 
au  point  0«  et  qui  oblige  le 
point  M  à  se  mouvoir  sur 
la  surface  de  la  sphère.  L'ac- 
tion exercée  par  ce  fil  ou 
celle  tige  sur  le  point  M  est 
dirigée  dans  le  sens  MO  si  la  tension  est  positive ,  et  dans  le 
sens  opposé  si  la  tension  est  négative,  c'est-à-dire  si  elle  se 
change  en  une  compression.  L'analyse  nous  fera  connaître 
quelle  hypothèse  il  convient  d'adopter. 

les  cosinus  des  angles  que  la  force  N,  prise  dans  le  sens  OM, 
•ail  avec  les  trois  axes  coordonnés ,    sont  respectivement 

égaux  à  ^ ,  ^ ,  ^  .  Le  poids  P  du  point  mobile  est  une  force 

n    U    n 

constante,  parallèle  à  OZ  et  égale  à  mj.  Les  équalioqs  du  mou- 
vement sont  donc 


Fig.  5i. 


dl* 


li) 


m 


d^_ 


d*z 


'^dr*^ 
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auxquelles  il  faut  joindre  Téquation  (1). 

Éliminons  N  entre  les  deux  premières  des  équations  (2)  ;  il 
viendra,  en  divisant  par  m, 

OU  en  intégrant,  et  en  appelant  A  une  constante, 

(3)  xdy  ^  ydx  =  kdl. 

Léquation  (3)  est  l'expression  analytique  du  théorème  des 
aires,  quand  on  prend  le  plan  XOY  pour  plan  de  projection 
et  le  point  0  pour  centre  des  aires  décrites  par  la  projection 
du  rayon  OM.  On  aurait  pu  poser  directement  cette  équa- 
tion, en  observant  que  les  deux  forces  P  etN  qui  agissent  sur 
le  point  mobile ,  étant  constamment  situées  dans  un  même 
plan  avec  Taxe  OZ,  les  aires  décrites  autour  de  cet  axe  en 
projection  sur  un  plan  normal  croissent  proportionnellement 
au  temps  (g  42). 

Si  Ton  multiplie  la  première  des  équations  (2)  par  dx  ,  la 
seconde  par  Jt/,  la  troisième  par  dz^  et  qu'on  ajoute,  on  éli- 
mine encore  la  réaction  N,  en  vertu  de  la  relation 

xdz  4-  yày  4-  sdz  =  0, 

que  Ton  obtient  en  différentiant  l'équation  (i).  L'équation 
finale  est 

dxd*x  -4-  dytPy  -f-  dzd^z  , 

m ^ ;-  =  mgdz; 

d'où  l'on  déduit  par  l'intégration,  et  par  la  suppression  du 

fadeur  m 

Nous  retrouvons  le  théorème  des  forces  vives,  que  nous 
pouvions  aussi  appliquer  directement. 

Les  équations  (3)  et  (4),  jointes  à  l'équation  (1),  renferment 
la  solution  du  problème.  Elles  contiennent  deux  constantes 
arbitraires  A  etB,  qu'on  déterminera  d'après  les  circonstances 
initiales  du  mouvement. 
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90.  Pour  intégrer  ces  équations  (3)  et  (4),  il  convient  de 
changer  de  variable,  et  d'exprimer  x,  y,  z  en  fonction  des 
angles  f  et  0.  On  appliquera  les  formules  de  transformation  : 

y  =  Rsin98inr, 
3  =  Rcos9, 

qui  donnent  par  la  diffèrentiation 

i{x  =  K  oos  0  cos  fdO  —  R  tin  0  tin  f<f f , 
ifjf  =  R  C08  9  sin  f</0  +  R  tin  0  C08  fiff , 
dz  s^RsinOdO, 

et  par  suite 

xdy  —  ydx  =  R*  sin*  Bdf , 

La  géométrie  conduirait  tri^  rapidement  à  ces  dernières 
formules.  Les  équations  (3)  et  (4)  deviennent  alors 

^*nti*Qdf^Adt, 
R«  (dû»  +  sin«  6df*i  =  (2^R  cos  fl  +  B)  cf<«.    . 


Posons  poiir  abréger 


A 

j^  -c. 

Les  constantes  a  et  fr  dépendront  des  arbitraires ,  tandis 
que  c  est  une  constante  absolue,  positive. 
Les  équations  du  mouvement  prennent  la  forme 

(5)  sin*0^=a, 

De  l'équation  (5)  nous  tirons  -37=  .       ',  substituons  cette 
^  ^  '  dt      sin'ô 

valeur  dans  (6)  ;  il  vient 


(7)  ('^Y+^ 

^  '  \dt  )  ^sin« 


=  ccosô-h  b. 


équation  du  premier  ordre,  qui  suilit  pour  déterminer  la  rcla- 
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lion  entre  0  et  t.  Résolvons-la  par  rapport  à  dt.  Nous  aurons 


(8)  ctt  =  ^' 


V/' 


CCOS0  — 


a« 


sin'O 

La  différentielle  dt  est  toujours  positive;  on  devra  donc 
prendre  le  radical  avec  le  signe  -i-  si  dô  est  positif,  c'est- 
à-dire  si  le  mobile  monte ,  et  avec  le  signe  —  quand  dO  est 
négatif,  c'est-à-dire  quand  le  mobile  descend.  Il  faut  d'ail- 
leurs que  le  rapport  -rr  soit  toujours  réel,  ce  qui  exige  que  la 

a* 
quantité  sous  le  radical,  ccos6 :— ^  -H  b,  soit  toujours  po- 
sitive. Cette  considération  conduit  à  fixer  deux  parallèles  delà 
sphère,  entre  lesquels  le  mouvement  du  point  est  nécessaire- 
ment compris.  Examinons  comment  varie  la  fonction 

sin*fl        ' 

quand  0  varie  de  0  à  x,  ce  qui  embrasse  toute  la  sphère.  Pour 

0  =  0,  la  fonction  u  est  négative  et  infinie  ;  pour  6=5,  elle 

est  égale  à  b  —  a*,  quantité  dont  le  signe  n'est  pas  connu 
d'avance;  enfin  pour  6=x,  elle  redevient  égale  à  l'infini  né- 
gatif. Entre  les  deux  limites  0  et  tt,  la  fonction  u  varie  d'ail- 
leurs d'une  manière  continue.  Le  mouvement  du  point  ne 
serait  pas  possible  si  u  restait  toujours  négatif;  il  faut  donc 
que  cette  fonction  change  deux  fois  de  signe  dans  l'intervalle 
de  6  =  0  à6=x,  pour  deux  valeurs  %  et  6^  qui  la  rendent 
nulle.  Entre  ces  deux  valeurs,  la  fonction  u  reste  positive. 

Lorsque  u=0,  il  faut  qu'on  ait  aussi  (fO  =  0,  sans  quoi  dt 
serait  infini.  Le  mobile  cesse  donc  pour  ces  valeurs  0^  et  0^  de 
monter  ou  de  descendre,  et  ctO  change  de  signe. 

L'équation  (5)  donne  ensuite  9  par  l'intégration  de  la  fonc- 

tion  -T— |T  ;  remplaçant  dt  par  sa  valeur,  on  obtient 

(9)  ér Z^'     ^^       . 

V  sm*fl   ' 
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et  i*0D  doit  prendre  encore  le  radical  avec  le  signe  qui  assure 
toujours  le  même  signe  à  d^. 
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91 .  1*  Si  la  vitesse  initiale  du  mobile  est  dirigée  dans  un 

plan  méridien,  la  constante  a  est  nulle,  et  par  suite  -^  =  0  ; 

on  en  déduit  9  =  constante.  Le  mouvement  s*opère  le  long 
d'un  méridien  de  la  sphère,  et  il  est  défini  sur  cette  ligne  par 
Téquation 

(3?)  =<?c<»^+^ 

que  nous  retrouverons  plus  loin  dans  la  théorie  du  pendule 
simple. 

2*  Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  point  suive  un  parallèle.  On  aura  alors  dO=:0  et 
sinO= constante;  l'équation  (5)  donne 

^  r=  coDstante, 

ce  qui  montre  que  le  mouvement  est  uniforme. 

Soit  -ij  =  <D,  vitesse  angulaire  constante  du  mobile  autour 

de  l'axe  OZ.  Il  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  aux  équa- 
tions (2),  que  cette  vitesse  o)  dépend  l'angle  6,  écart  constant 
du  rayon  OM  par  rapport  à  la  verticale. 

En  effet,  les  équations  du  mouvement  du  point  sont  dans 
cette  hypothèse  : 

y  =  Rsin9sinu/, 
2  =  RcosO. 

cPx 
On  déduit  de  la  première  -f^  =  — Rsin  6  cos  w^  x  w*  =  —  w'x. 

Mais  la  première  des  équations  (2)  nous  donne 

d^x  ^x 
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Divisant  membre  à  membre,  il  vient 

N 

ou 
La  troisième  des  équations  (2)  donne  en  même  temps 

ou,  puisque  ;s  reste  constant, 
Donc 

a 

Égalant  les  deux  valeurs  de  N,  il  vient 

"^^  =  mR«t, 

OU  bien 
OU  encore 

Pour  que  cette  relation  soit  admissible,  il  faut  que  -^  soit 

plus  petit  que  R.  Si  la  vitesse  angulaire  co  était  très  petite, 

R(i)* 
la  formule  cos  6  =  —  ne  donnerait  pas  la  vraie  solution  du 

problème. 

Mais  alors  on  pourrait  satisfaire  aux  équations  en  posant 
a;=:0,  t/=0,  et  »= ifcR.  Car  ces  hypothèses  vérifient  les  deux 
premières  équations  (2)  en  laissant  N  indéterminé;  la  réaction 
N  est  ensuite  donnée  par  la  troisième  des  équations  (3), 
N  =  di  mg.  Le  point  matériel  reste  alors  en  équilibre  au 
point  le  plus  bas ,  ou  au  point  le  plus  haut  de  la  sphère ,  et 
peut  être  considéré  comme  tournant  autour  de  Taxe  OZ  avec 
une  vitesse  uniforme  o),  aussi  petite  qu^on  voudra. 

3M1  y  a  encore  un  cas  particulier  très  remarquable  i  c^est 
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celui  OÙ  le  mobile  s'éloigne  très  peu  du  point  le  plus  bas 
de  la  sphère.  S'il  en  est  ainsi,  %  différera  très  peu  de  R, 

et  par  suite  ^  sera  sensiblement  nul  ;  la  réaction  N  variera 

très  peu,  et  pourra  sans  erreur  appréciable  être  confondue 
avec  le  poids  mg.  Les  deux  premières  équations  (2)  deyiennent» 
au  même  degré  d'approximation, 

ou 

d^z g 

dl*  R*' 


d^__9 
dt*  ■"       K 


y; 


de  sorte  que  le  mouvement  projeté  sur  le  plan  XOY  est  iden- 
tique au  mouvement  d*un  point  matériel  attiré  vers  un  centre 
fixe,  0,  proportionnellement  à  la  distance  à  ce  point.  La  trajec- 
toire est  donc  une  ellipse  dont  le  point  0  est  le  centre  (§  59)  ^ 


PRESSION  DU  POINT  SUR  U  SURFACE. 


92.  Pour  trouver  la  pression  Ndu  point  sur  la  sphère,  nous 
appliquerons  la  formule  du  g  68, 


„      _,  ,   tnt* 

N  =  Fcosa+  -^. 


où  F  désigne  la  force  extérieure,  a  Tangle  qu'elle  fait  avec  la 
normale  à  la  courbe  et  R  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  menée  tangentiellement  à  la  vitesse  v. 

Ici  R  est  égal  au  rayon  de  la  sphère,  F  est  égal  à  mg^  enfin 
a  est  l'angle  que  nous  appelons  6.  Donc 


mv* 


N  =  m^cos9-h    ^ 

*  Si  l'on  pousse  plos  loin  Tapproximation,  on  trouve  que  le  mouvement  s'ac 
oomnlJt  encore  suivant  une  ellipse,  mais  que  celle  ellipse  etl  mobile  autour  île 
ra3 eOZ.  Voy.  Restl,  Mécanique  générale,  t.  I,  p.  180,  et  ci-api'èi  §302. 
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93.  Supposons  qae  le  point  matériel  parcoure  on  paraUilê 

de  la  sphère ,  c'est-à-dire  nn  petit  cerde 
situé  dans  un  plan  horiaontal  ;  soit  IM  la 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  figure. 
Le  théorème  des  forces  wres^  on  le  tbéo* 
rème  des  aires  ^  nous  montre  qu*alors  k 
Yitesse  du  mobile  est  constante.  Le  mou- 
vement cherché  est  donc  cdui  d*un  point 
rig.  5S.  V^^  parcourt  uniformément  une  circonA- 

rence. 
Appelons  «a  la  vitesse  angulaire  du  rayon  mené  du  p<nnt  I  au 
point  mobile.  La  force  qui  produit  le  mouvement  circulaire 
uniforme  est  dirigée  vers  le  centre  I  delà  circonférence  décrite, 

et  elle  a  pour  valeur  — ,  en  appelant  9  la  vitesse  linéaire, 

m  la  masse  du  point,  et  r  le  rayon  IM,  ou  bien  fiii»*r,  en  rem- 
plaçant V  par  sa  valeur  (or.  Le  point  est  en  réalité  soUicitè  par 
deux  forces,  son  poids  MB=m9,  et  la  réaction  HN  do  la  sur- 
face. La  résultante  MF  de  ces  deux  forces  doit  être  dirigée 
suivant  MI,  et  égale  à  fiu^V.  Par  conséquent  la  réaction  N 
est  égale  et  contraire  à  la  résultante  ME  de  la  force  MB  et 
d'une  force  MD  égale  et  contraire  à  MF.  Cette  propriété  nous 
fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  angulaire» 
et  la  distance  01,  laquelle  définit  le  plan  de  la  trajectoire. 
Les  triangles  OIM,  MBE  sont  semblables  et  donnent  la  pro- 
portion 

01      IIB 
d'où  Ton  tire 

oi={||xiiB=j^,x«,-5; 

Cette  équation  ne  contient  pas  le  rayon  R  de  la  sphère  don- 
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née.  Elle  s'applique  oooe  i  une  sphère  quelconque,  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  qui  parcourt  uniformément  un  parallèle 
ne  dépend  que  de  la  distance  de  ce  parallèle  au  centre.  On 
doit  observer  qu'à  une  vitesse  angulaire  donnée  u>,  correspond 
toujours  une  distance  01,  mais  que  le  problème  peut  n'avoir 
aucune  solution  réelle;  car  il  faut,  pour  qu'on  trouve  un 
parallèle,  que  celte  distance  soit  moindre  que  le  rayon 
OA.  Nous  avons  vu  (g  91,  2*)  que,  lorsqu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  le  point  matériel  reste  en  équilibre  au  point  le  plus 
bas  de  la  surface,  ce  qui  correspond  à  la  solution  r  =  0, 
écartée  par  la  suppression  d'un  facteur  commun. 

Le  résultat  obtenu  pour  la  sphère  s'applique  à  toute  surface 
de  révolution  à  axe  vertical  ;  la  distance  01  est  alors  le  segment 
intercepté  sur  Taxe  entre  l'ordonnée  MI  et  la  normale  MO  de  la 
courbe  méridienne,  segment  qu'on  appelle  en  géométrie  la 
sous-normale  de  cette  courbe. 

Dans  la  parabole  rapportée  à  son  axe  de  figure,  la  sous- 
normale  est  constante  ;  si  donc  un  point  matériel  pesant  est 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  paraboloîde  de  révo- 
lution à  axe  vertical,  on  pourra  lui  faire  décrire  tel  parallèle 
que  Ton  voudra ,  en  lui  communiquant  autour  de  l'axe  une 
vitesse  angulaire  constante,  égale  à  la  racine  carrée  du  quo- 
tient de  g  par  la  sous-normale  de  la  courbe  génératrice. 

Cette  propriété  est  utilisée  dans  la  construction  des  régula- 
teurs. 

La  durée  d'une  révolution  entière  s'obtiendra  en  divisant 
2z  par  (i>,  ce  qui  donne 

MOUVEMENT  d'un  POOTT  SUR  UIŒ  COURBE  FIX£. 

94.  Lorsqu'un  point  matériel  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  courbe  fixe,  la  trajectoire  est  complètement 
définie,  et  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  deux  quantités, 
la  vitesse  du   point  à  chaque  instant ,   et  la  réaction  nor- 
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maie  de  la  courbe ,  dont  la  grandeur  et  la  direction  sont 
à  la  fois  inconnues. 

Les  théorèmes  généraux  s'appliquent  à  ce  cas  particulier, 
pourvu  qu'on  rende  le  point  libre  en  introduisant  la  réaction 
de  la  ligne  qui  le  dirige  ;  celte  réaction  disparaîtra  de  Véqua- 
lion  des  quantités  de  mouvement  totales  et  de  r équation  des  farces 
vivesj  parce  qu'elle  fait  un  angle  droit  avec  la  direction  du 
mouvement.  Mais  elle  ne  disparaîtra  pas,  en  général,  des  équa- 
tions des  quantités  de  mouvement  projetées^  on  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  ;  le  théorème  des  aires  ne  pourra  être 
appliqué  que  si  on  a  reconnu  que  la  résultante  des  forces 
données  et  de  la  réaction  normade  est  à  chaque  instant  conte- 
nue dans  un  plan  passant  par  une  droite  fixe. 

95.  Les  équations  générales  du  mouvement  sont  dans  ce 
cas: 

m  ^  =  X  4-  N  cosflt, 

(1)  (    m0=Y  +  Ncos^, 

m  -r^r  =Z-f  Ncosy; 
(H* 

N  est  la  réaction  normale  de  la  courbe;  a»  3f  Y  sont  les 
angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes.  On  a  de  plus  entre  x,  y 
et  z  les  équations  de  la  courbe 

^  '  \     Y  (x,  y,  z)  =  0. 

Les  angles  a,  3,  y  ^^  ^^^^  P^^  déterminés  à  priori  en  fonction 
de  X,  y,  2,  comme  lorsqu'il  s'agit  du  mouvement  sur  une  sur- 
face. On  a  seulement  entre  eux  les  relations 

(3)  dx  cos  a  4-  </y  cos  |î  4-  c/s  cosy  =  0, 

pour  indiquer  que  l'angle  de  la  réaction  avec  la  courbe  est 
droit,  et 

COS'flt  +  COS'^  -H  cos*  y  =  1, 


SUR  UNE  COURBE  FIXE.  ICI 

puisque  les  angles  a,  0,  y  ^^^^  ^^^^  qu'une  même  direction  fait 
avec  trois  axes  rectangulaires. 

En  tout  sept  équations,  pour  déterminer  en  fonction  du 
temps  t  les  sept  quantités,  x,  y,  %y  a,  0,  y  ^^  ^• 

L'équation  des  forces  vives  s'obtiendra  en  multipliant  la 
première  des  équations  (1)  par  dx,  la  seconde  par  dy,  la  troi- 
sième par  dz^  et  en  ajoutant  ;  N  est  éliminé  en  vertu  de  la  re- 
lation (3),  et  il  vient 

(5)  m j|j-2 =  Jidx  -f-  Ydy  4-  Wi, 

OU  bien  en  intégrant,  si  l'intégration  directe  est  possible, 

j  m»«  -  j  mv.*  =  f(ldx  +  \ây  +  W»). 

Cette  équation  suffit,  quand  l'intégration  peut  être  effectuée, 
pour  déterminer  les  vitesses  du  point  mobile  le  long  de  la 
trajectoire. 

Si  donc  les  forces  données,  composées  ensemble,  ad- 
mettent des  surfaces  de  niveau ,  c'esl-à-dire  si  la  fonction 
Xi/x  +  Ydy -h  Zd;(  est  intégrable,  on  cherchera  les  intersec- 
tions de  ces  surfaces  avec  la  ligne  directrice ,  el  la  vitesse  du 
point  sera  définie  en  valeur  absolue  pour  chacune  de  ses  po- 
sitions, dès  qu'on  aura  fait  connaître  la  valeur  parliculière  de 
la  vitesse  en  l'une  d'elles.  Celte  première  partie  du  problème 
est  alors  immédiatement  résolue. 

96.  Lorsque  Xrfx -4- Ydj/ -f- Zd»  n'est  pas  intégrable,  l'é- 
quation (5)  ne  peut  plus  être  employée;  le  mieux  est  alors 
de  prendre  pour  variable  l'arc  s  décrit  par  le  mobile  sur  sa 
trajectoire ,  et  d'employer  l'équation  de  la  composante  tan- 
gentielle 

fi,  m-jj  =  Fcos/A, 

ou 

d?  ='^<'s^» 

OÙ  F  est  la  force  extérieure,  résultante  des  forces  X,  Y,  Z,  et  [a 
l'angle  connu  qu'elle  fait  avec  la  direction  du  mouvement. 

lU.  —  MÉC  COLUOSOH  i  1 
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Cette  équation ,  où  F  et  |a  sont  des  fonctions  données  des 
\ariables  s,  t  ou  v,  fait  connaître  de  proche  en  proche  les 
variations  de  la  vitesse  en  chaque  point  de  la  trajectoire,  et 
conduit  par  suite  à  la  connaissance  de  la  loi  du  mouvement. 
97.  Cherchons  en  second  lieu  la  réaction  derla  courbe  sur 
le  point  mobile. 
Soit  AB  la  courbe  fixe,  M  la  position  du  point,  m  sa  masse, 

et  v  sa  vitesse  à  un  instant  donné  ;  F  la 
résultante  des  Forces  données  qui  agissent 
sur  lui  à  cet  instant. 

Décomposons  la  force  F  en  deux  forces. 
Tune  MP,  tangente  à  la  trajectoire,  et  l'autre 
MQ,  normale  à  la  courbe. 
Soit  MS  la  réaction  cherchée. 
Le  point  matériel,  sollicité  par  les  forces 
F  et  S,  peut  être  considéré  comme  libre. 
Donc  les  forces  normales  Q  et  S,  com- 
posées ensemble,  ont  pour  résultante  une  force  R,  dirigée  sui- 
vant la  normale  principale  de  la  trajectoire,  et  ^le  i 

p 
On  connaît  MQ  et  MR  ;  l'inconnue  MS  s*en  déduit  en  achevant 

le  parallélogramme  QRSM. 

R  étant  la  résultante  de  S  et  Q,  il  y  a  équilibre  entre  S,  Q 
et  —  R  ;  et  par  suite  S  est  égale  et  opposée  à  la  résultante  de 
Q  et  de  —  R  ;  la  réaction  de  la  courbe  est  donc  égale  et  con- 
traire à  la  résultante  de  la  composante  normale  des  forces 
données  et  de  la  force  centrifuge  (g  73). 


Fig.  34. 


mv^ 
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98.  Supposons  que  le  point  M  glisse  sans  frottement  le 
long  de  la  droite  AB,  inclinée  sur  Thorizon  AH  de  Tangle 
BAH  =  a. 

La  pesanteur,  mg^  est  la  seule  force  donnée  qui  sollicite  le 
point:  elle  agit  suivant  la  verticale  MC.  Projetons-la  en  SiD  sur  la 
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droite  AB.  Comptons  les  distances  à  partir  d'un  point  0  quel- 
conque de  celte  droite,  de  sorte  ^ 
que  OM  sera  ce  que  nous  appe- 
lons s.  L'équation  du  mouvement 
sera 


FSf.  fSS. 


en  observant  que  |a=ô  —  «• 

jn  ■ 

Donc  -nz  est  constant;  -379  on  la  vitesse,  est  une  fonction  li- 
ai* dt 

néaire  du  temps. 


et 


Les  constances  C  et  C  se  déterminent  en  donnant  la  position 

et  la  vitesse  du  point  mobile  pour  un  instant  déterminé, 

{=z=0,  par  exemple.  Si  le  mobile  placé  en  0  part  du  repos 

à  cet  instant,  on  aura  à  la  fois  i=0,  v=0,  s=zO.  Donc 

I 
C=  C =0,  et  l'équation  du  mouvement  sera  « = 0  flft*sin  a. 

Tout  se  passe  dans  ce  mouvement  comme  si  le  mobile 
devenu  libre  parcourait  la  droite  AB  sous  Taction  d'une  pesan- 
teur dirigée  suivant  cette  droite,  et  réduite  dans  le  rapport  g 
à  gsiniz.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  résultat  serait  le 
même  pour  un  point  pesant,  glissant  sans  frottement  sur  un 
plan  incliné  suivant  sa  ligne  de  plus  grande  pente,  en  suppo- 
sant toujours  qu'au  moment  initial  le  point  n'ait  reçu  aucune 
vitesse.  Comme  on  dispose  de  l'angle  a,  on  peut  réduire  autant 
qu'on  le  voudra  l'accélération  jfsin  a  du  mouvement  à  observer. 
C'est  sor  ce  principe  que  Galilée  a  fondé  son  étude  des  lois  do 
la  pesanteur  (g  12). 

La  réaction  normale  N  de  la  droite  est  égale  et  conti-aircà 
la  composante  normale  ME  de  la  force,  ou  à  nig  cos  a,  comme 
si  le  point  était  en  repos. 
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99.  Reprenons  l'équation 

qui  définit  le  mouvement  du  point  lorsque  le  mobile  quitte  le 
point  0  sans  vitesse,  et  qu'on  compte  le  temps  à  partir  de 
l'instant  du  départ.  La  durée  du  trajet  du  poiot,  pour  aller 
du  point  0  à  un  point  O*  défini  par  la  distance  OC^sks,  est 
donnée  par  l'équation  

«?^ 

\»ia  g/ 


,   .rsr    t/'fe; 

On  voit  que  cette  durée  est  constante  pour  tout  trajet  00* 

tel  que  -: —  ait  la  même  valeur.  Élevons  au  point  (y,  dans  te 

plan  vertical,  une  perpendiculaire  OT  sur  00*,  et  soit  P  le  point 
où  cette  droite  coupQ  la  verticale  OP.  Nous  aurons 


et  par  suite 


Sur  OP  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence.  Toute 
corde  00',  00",  00'",  sera  parcourue  dans  le  même  temps 
par  un  mobile  pesant ,  qui  glisserait  sans  frottement  le  long 
de  cette  corde  en  parlant  sans  vitesse  du 
point  0,  et  ce  temps  est  le  même  que  celui 
queroetirait  le  mobile  à  parcourir  la  di- 
stance OP  en  tombant  librement  suivant 
la  verticale.  Par  la  même  raison  un  mo- 
bile abandonné  sans  vitesse  au  pointe, 
et  glissant  le  long  de  la  corde  O'P,  mellra 
[.j    jg  encore  le  même  temps  à  parvenir  en  P  ; 

car  ce  mobile  est  dans  les  niémçs  con- 
ditions qu'un  mobile  parlant  sans  vitesse  du  point  0  et 
glissant  le  long  de  la  corde  00'",  égale  et  parallèle  à  O'P 

raOBLÈHE  DB  SALADtNI. 

100.  Proposons-nous  de  trouver  dans  un  plan  vertical  une 
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courbe  OBM  telle,  qu*un  mobile  pesant  mette  le  même  temps 

pour  aller  du  point  0,  d*où  il  part  sans  vitesse,  à  un  point  M 

quelconque  pris  sur  la  courbe,  en 

suivant  la  courbe  OBM,  ou  en  sui-     r       \ 

ifant  la  corde  OM. 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes 
rectangulaires  passant  par  le  point 
0,  l'un  OZ  vertical,  l'autre  01  hori- 
zontal. 

Considérons  sur  la  courbe  deux 
points  inCniment  voisins  M  et  M'. 
Le  temps  que  mettra  le  mobile  à 
aller  de  Oen  M%  en  suivant  la 
courbe,  se  compose  du  temps  qu'il 
met  à  aller  de  0  en  M,  et  du  temps 
qu^il  met  à  aller  de  M  en  M'  ;  or  dans  ce  dernier  parcours 
infiniment  petit,  sa  vitesse  est  connue  et  égale  à  la  vitesse 
due  à  la  hauteur  verticale  MT  dont  il  est  tombé  (g  51). 

Au  point  M,  élevons  HA  perpendiculaire  à  OM,  et  sur  OA 
comme  diamètre  décrivons  une  demi-circonférence,  qui  coupe 
la  corde  OM'  en  un  point  N.  Deux  mobiles  partant  sans  vitesse  du 
point  0  et  suivant,  l'un  la  corde  OM,  l'autre  la  corde  ON,  arri- 
vent au  bout  du  même  temps  aux  points  N  et  M  (g  99).  Le 
parcours  de  la  corde  OM'  comprend  la  durée  du  parcours 
ON,  égale  à  celle  du  parcours  OM,  et  la  durée  du  parcours  infi- 
niment petit  NM',  pendant  laquelle  la  vitesse  du  mobile  est 
celle  qui  est  due  à  la  chute  verticale  MT. 

L'égalité  des  temps  entraîne  donc  la  condition  NM'  =  MM', 
puisque  les  vitesses  de  parcours  de  ces  deux  éléments  sont  les 
mêmes. 

L'équation  de  la  courbe  s'en  déduit  facilement  en  coor- 
donnas polaires.  Soit  OM  =  r,  M0A=6;  OM'  =  r-Hrfr, 
M'OA  =  e  +  dô.  On  aura 

cos  e 

OS  =  OA  CM  («  +  rfO)  =  r  ^^— >  =  r  (I  -  («Dg  m). 


WT9  hOI 


L  -nxniic  gtg  >mp.à*JV  ài  In  AerAè  est  par  eoDsêq[iMB( 


-•.iz>:  1-.  ixrrt  ft  reafboKt  ^  pv  dir*-Hf*dl\  il  fifnl 


:•.  i  :»tc.  '.^  fjTisut  ;v  rA,  ci  BsUipliaal  par  ooM, 


:  -':lû 


-:==**=' 


liit-rjnnt.  on  a 
(fi  .  ppelant  A'  une  constante.  L*é^tÎQD  finale  est 

équation  d'une  lemniscate  OBC,  ayant  pour  centre  le  point  0, 
et  tangente  en  ce  point  aux  axes  01,  OZ,  (II,  2  204.) 


hLNAftQi'L  scu  iz  MOiimjT  D*ni  Kcrr  m  che  ucs  fixe. 


101 .  Le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  glisser  sans  firof- 
h'iiieiit  sur  une  ligne  fixe  est  défini  par  l'équation  unique 

m  — =  Fcos/«, 

qui  exprime  Tégalitc  entre  la  composante  tangenlielle  de  la 
force  et  le  produit  de  la  masse  par  raccélération  tangentidle. 
Or  cfîtte  équation  est  indépendante  de  la  forme  de  la  ligne 
(l'iiiruu;. 

L:i  loi  du  mouvement  du  point  sur  la  ligne  donnée  dépend 
iiiiiqueinentde  lu  vitesse  initiale  du  point,  et  des  valeurs  suc- 


SIR  UNE  UGNt  Vl^.                                        1C7 

essives  prises  par  la  composante  (angcntidlt!  de  la  force 
|ui  lui  est  û  cliatiue  instant  appliquée.  On  peut  donc  ramc- 
fcer  le  problùme  du  mouvement  du  point  sur  la  courbe  don- 
téc  au  uiouNcraenl  d'un  point  de  même  masse  sur  toute 
ulre  ligne,  pourvu  que  les  \itesses  înilialcs  et  les  com- 
losanles  lan-entielles  des  forces  soient  respeclivemenl  égales 
tour  les  doux  points;  on  peut,  par  exemple,  substituer  à 
1  Irujcctoire  une  ligne  droite,  et  appliquer  au  point  mobile 
!ans  la  direclion  de  cette  droite  une  force  égale  à  Fcosn. 
In  ramène  ainsi  l'étude  d'un  mouvement  cui-viligne  suivant 
mp  courbe  donnée,  à  l'étude  du  mouvement  rectiligne  d'un 
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103.  La  eycloïde  (1.  §  141)  est  la  courbe  engendrée  par  un              1 
point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une             1 
droite  (ixi>.                                                                                          1 

Soit  BMC\  une  cycloîde  engendrée  par  le  point  M  d'une             ■ 
circonférence   RMP   qui                                 o        f                 k                 B 

roule  sans  glisser  dans                                , 
le  plan  veiticul  au-des-                        /' 
«ot«  de  l'horizonlale  AB.                  ^^/ 

■'On 

û. 

au  point  M  est  la  droite      \ 

RM  qui  j.iint  le  point  M         \^ 

au  point  de  contact  R  de                  "^^^_ 

y 

la  circonférence  géni'ra-                                 •=         ■■ 

Iricc  et  de  la  droite  AB                          ^"f-  ^■ 

(I,  ê  141  )  el  la  tangente  est  la  droite  HP,  qui  joint  le  point  M 

au  point  P,  extrémité  du  diamètre  mené  pur  le  point  R  dans 

la  circonférence  0. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  cycloîde  au  point  SI  est  dou- 
ble de  la  normale  RM  (I,  g  194).  i,e  cenlre  de  courbure  S 
s'obliendra  donc  en  prenant  RS  =  RM  sur  le  prolongement 
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Donc 

KM'=  (r  +  rfr)  —  ON  =r  H-i/r  — r(l  — UDgfA) 
=  i/r4-rtang6d9. 

L'équation  difTéreniielle  du  lieu  cherché  est  par  conséquent 

d9  =  dr  +  r  tang  Bd9. 

Élevant  au  carré  et  remplaçant  ib*  par  dr*+r*dftS  il  vient 
ou  bien  en  divisant  par  rdO,  et  multipliant  par  cos^, 

rd9  (cos*0  —  8iii*a)  c=  Sd^smâcosâ; 

et  enfin 

r  ~8in«0  5      8iii20     ' 

Intégrant,  on  a 

Slogr=rlog(4*tiiiS«), 

en  appelant  A*  une  constante.  L'équation  finale  est 

équation  d'une  lemniscate  OBC,  ayant  pour  centre  le  point  0» 
et  tangente  en  ce  point  aux  axes  OX,  0Z«  (II,  §  204.) 


REMARQUE   SUR  LE  MOUVEMElTr  d'uN  POINT  SUR  UNE   LIONB  FIXE. 


101 .  Le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  glisser  sans  firot- 
teinent  sur  une  ligne  fixe  est  défini  par  l'équation  unique 

qui  exprime  Tégalité  entre  la  composante  tangentielle  de  la 
force  et  le  produit  de  la  masse  par  Taccélération  tangentielle. 
Or  cette  équation  est  indépendante  de  la  (orme  de  la  ligne 
doimée. 

La  loi  du  mouvement  du  point  sur  la  ligne  donnée  dépend 
uniquement  de  la  vitesse  initiale  du  point,  et  des  valeurs  suc- 
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• 

ccssives  prises  par  la  composante  tangentielle  de  la  force 
qui  lui  est  à  cliaque  instant  appliquée.  On  peut  donc  rame- 
ner le  problème  du  mouvement  du  point  sur  la  courbe  don- 
née au  mouvement  d'un  point  de  même  masse  sur  toute 
autre  ligne,  pourvu  que  les  vitesses  iniliales  et  les  com- 
posantes tan^entielles  des  forces  soient  respectivement  égales 
pour  les  deux  points;  on  peut,  par  exemple,  substituer  à 
la  trajccloire  une  ligne  droite,  et  appliquer  au  point  mobile 
dans  la  direction  de  cette  droite  une  force  égale  à  F  cos  |ji. 
Oo  ramène  ainsi  Tétude  d*un  mouvement  curviligne  suivant 
une  courbe  donnée,  à  Tétude  du  mouvement  rectiligne  d'un 
point  libre. 


■OUVEMEJKT  D  UN  POOiT  PESAlfT  8UB  LA  CTCLDUS. 


i02.  La  cyclolde  (I,  §  141)  est  la  courbe  engendrée  par  un 

point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une 

droite  fixe. 
Soit  BMCA  une  cyclolde  engendrée  par  le  point  If  d'une 

circonférence  BMP  qui 

roule  sans  glisser  dans 

le  plan  vei  tical  au-des- 

ms  de  rhorizontale  AB. 
La  normale  à  la  courbe 
au  point  M  est  la  droite 
RM  qui  joint  le  point  M 
au  point  de  contact  R  de 
la  circonférence  généra- 
trice et  de  la  droite  AB 
(I,  §  141  )  et  la  tangente  est  la  droite  MP,  qui  joint  le  point  M 
au  point  P,  extrémité  du  diamètre  mené  par  le  point  R  dans 
la  circonférence  0. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  cycloîde  au  point  M  est  dou- 
ble de  la  normale  RM  (I,  §  194).  Le  centre  de  courbure  S 
s'obliendra  donc  en  prenant  RS  =  RM  sur  le  prolongement 


Fig.  58. 
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de  la  normale.  Cherchons  le  lieu  de  ces  points  S.  Pour  cela 
prolongeons  PR  d*une  quantité  RF=PR;  puis  faisons  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  R,  S,  F;  cette  cir- 
conférence sera  égale  à  la  circonférence  donnée  ;  elle  sera 
tangente,  au  point  F,  à  une  droite  DE  parallèle  à  AB.  Le 
lieu  des  points  S  est  tangent  à  la  droite  MS,  car  le  point  S, 
centre  de  courbure  de  la  cycloîde  au  point  M,  est  Tinter- 
section  de  deux  normales  successives  menées  à  la  courbe; 
c'est  le  lieu  des  intersections  successives  de  la  normale  à 
la  cycloîde  ÂCB,  ou  Venveloppe  des  positions  de  cette  nor- 
male (I,  g  140)  ;  or  on  sait  que  la  ligne  mobile  touche  son 
enveloppe  au  point  où  elle  rencontre  sa  position  infiniment 
voisine.  La  normale  à  la  courbe  cherchée  est  donc  la  droite  SF 
perpendiculaire  à  SA.  On  peut  conclure  de  là  (I,g  146)  que 
le  lieu  du  point  S,  ou  la  développée  de  la  cycloîde,  est  une 
cycloîde  égale  à  la  première,  engendrée  par  le  point  S  de  la 
circonférence  RSF,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  droite  DE. 
1 03.  On  peut  le  vérifier  géométriquement,  en  montrant  que 
l'arc  de  cercle  SF  a  une  longueur  égale  à  la  droite  DF,  le 
point  D  étant  la  projection  sur  la  droite  DE  du  point  le  plus 
bas,  C,  de  la  cycloîde  BCA. 
En  effet  DF=1R.  Or  RB =arcRM  =  arc  RS. 
De  plus  IB  est  égal  au  développement  de  la  demi-circonfé- 
rence, ou  à  l'arc  RSF. 
Retranchant  RB,  il  vient  Rl  =  arcPM=arcSF. 
L'arc  SF  étant  constamment  égal  à  DF,  le  point  S,  attaché 

à  la  circonférence  FSR,  décrit  une  cycloîde 
DR,  égale  à  la  cycloîde  ACB.  On  wit  du 
même  coup  que  SM  est  tangente  à  cette* 
cycloîde  en  S. 
84.  L'arc  SB  est  égal  à  la  droite  SM. 
En  général,  soit  Sabcd  (fig.  59)  une  por- 
tion de  l'enveloppe  des  normales,  ou  de  la 
développée,  d'une  courbe  VLa'b'c'df,  Inscris 
vons  dans  la  première  courbe  un  polygone 
d'un  très  grand  nombre  de  côtés  ;  les  arcs  successifs  de  la 
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courbe  MaV...  pourront  être  confondus  avec  des  arcs  de 
cercle  décrits  des  points  S,  a,  fr,...  comme  centres,  et  nous 
aurons 

Sa  ss  SX  —  aa\ 
abssaa^  ^  bb^, 
be^bV^cc', 
cd^ccf^  dd'. 

Additionnant  toutes  ces  équations,  il  vient 

Sa  +  o^  +  5c  +  £«<  =  arc  Sd  =  su  ^  d(/^ 

La  longueur  d'un  arc  de  la  développée  est  donc  la  diffé- 
rence des  rayons  de  courbure  aux  deux  extrémités  de  Tare 
correspondant  de  la  développante. 

Appliquons  à  la  cycloîde  SB  celte  régie  générale  (fig.  58), 
et  observons  que  le  rayon  de  courbure  au  point  B  de  la 
courbe  BC  est  nul  ;  il  vient 

arcSB  r=  SX  =  2SR. 

Cette  équation  peut  s'appliquer  aussi  à  un  arc  de  la 
cycloîde  égale  CB,  compté  à  partir  du  point  C  ;  et  elle  donne 
par  conséquent 

arcCX  =  2XP. 

104.  Le  pendule  cydoidal  est  formé  essentiellement  d*un 
point  pesant,  glissant  sans  frottement  sur  une  cycloîde  ABC 
à  axe  vertical;  on  sup- 

4  In  B 

pose  que  ce  point  est    r  |       ^r  7 

abandonné  sans  vitesse     ^  \       W 


0 


P\ 


y 


en  un  point  donné  H  de 
la  courbe. 

Parvenu  en  un  point 
quelconque  M,  le  point 
mobile  est  sollicité  sui-  .  ^^ 

vaut    la   verticale    par 

une  force  mj/ constante;  nous  pouvons  prendre  pour  représen- 
ter cette  force  une  droite  ML  égale  au  diamètre  PB  du  cercle 
générateur;  joignant  LP,  nous  aurons  en  PM  la  composante 
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tangenlielle  de  la  force.  Or,  nous  venons  de  voir  que  PM  est  la 
moitié  de  Tare  CH=«,  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas 
de  la  courbe.  L'équation  du  mouvement  sera 

i 

dv  MP  ^^  2  *       mgs 

La  composante  tangentielle  est  donc  proportionnelle  à  Tare 
8.  Appliquons  à  ce  mouvement  la  remarque  faite  g  101.  Nous 
y   substituerons  un  mouvement  suivant  une  droite  C'H'^ 

„,,  c'  II'  n»    *^   P^^"^   mobUe    étant 

/  '  attiré ,  en  chaque  posi- 

***  tion ,  vers  le  point  fixe  C, 

proportionnellement  à  sa  dislance  «  à  ce  point.  Gela  re- 
vient à  développer  en  CQ'  Parc  CH  de  cycloîde;  le  point  M 
venant  en  M%  la  force  qui  sollicite  le  point  suivant  N'C  sera 

égale  à  -^  ,  et  les  vitesses  seront  distribuées  suivant  CVf^ 

comme  elles  le  sont  par  l'action  de  la  pesanteur  le  long  de 
Parc  CH.  Or  nous  avons  étudié  (§21)  un  mouvement  recti- 
ligne  de  cette  nature.  Nous  savons  que  ce  mouvement  est 
la  projection  du  mouvement  d'un  point ,  qui  parcourrait 
la  circonférence  dont  C  est  le  centre  et  C'IP  le  rayon,  avec 

une  vitesse  angulaire  uniforme  \/jr  ;  la  durée  t  du  par- 
cours de  la  demi-circonférence,  ou  d'une  excursion  simple  du 
mobile  (du  point  H'  au  point  symétrique  VL\)^  est  égale  à 


La  durée  de  Poscillation  simple  du  pendule  cyclofdal,  entre 
le  point  H  et  le  point  symétrique  H^  est  donc  aussi  égale  à 


v/î- 


Cette  quantité  est  indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  H  du  mobile:  de  sorte  que  la  durée  des  oscillations  du 
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pendule  cycloïdal  est  toujours  la  même,  quelle  qu'en  soit 
1  amplitude.  Cette  propriété  appartient,  nous  l'avons  vu,  au 
mouvement  recliiigne  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  par 
une  force  proportionnellement  à  la  distance  à  ce  centre  (§21)  : 
résultat  que  nous  avons  déduit  des  lois  de  la  similitude  mé- 
canique (§71). 

105.  La  cycloide  à  axe  vertical  est  ainsi  une  courbe  tau- 
tochrone;  et  on  peut  démontrer  que  c'est  la  seule  courbe 
tautochrone  qu'on  puisse  tracer  dans  un  plan  vertical.  Avant 
d'établir  ce  théorème,  nous  traiterons  le  problème  précédent 
par  le  calcul. 

L'équation  de  la  cycloide  peut  être  mise  sous  la  forme 

I  est  Tare  CM,  compté  à  partir  d'un  point  C,  sommet  de 

la  cycloide,  et  %  l'ordonnée  verticale 

MQ,  comptée  jusqu^à  la  tangente  au  ^  y(n 

sommet. 

Cherchons  en  général  le  temps 
([u'un  mobile  pesant  mettrait  à  aller  p^^  ^ 

d'un  point  H  au  point  C,  sons  la 
seule  action  de  la  pesanteur,  le  long  d'une  courbe  représen- 
tée par  Téquation 

On  suppose  la  fonction  ç  telle,  que  pour  a=0  on  ait 
»=0,  et  -T-=oo  ,  conditions  nécessaires  pour  que  la  courbe 

touche  Thorizontale  CK  au  point  C. 

Soit  h  l'ordonnée  HK  du  point  de  départ.  La  vitesse  au  point 
M  est  donnée  par  l'équation  des  forces  vives  ;  en  la  rcpré- 
seniant  par  v,  on  aura 

»*=%IA— 3). 

Donc 


17i  TAUTOCHROKISMI 

Par  suite 

dl=^~  —  =  —  -j'   '        ga.* 

V2y(A-3)  V<^ lA  -  ») 

Le  temps  cherché  est  donc 


0 
Appliquons  cette  formule  à  Tëquation  de  la  cyclolde 

Nous  avons  à  chercher  l'intégrale 


J.    V?  VïT^li' 


cette  quantité  est  indépendante  de  h;  car  si  Ton  fait2=]b^,0Q 
transforme     f     ,  en  1     ,  ou  en  f  , 

(juantité  parfaitement  déterminée ,  d*où  h  a  disparu  comme 
facteur  commun. 


f: 


la  fonction  entre  les  limites  0  et  1,  il  vient  pour  la  Taleor 
de  rintégrale  définie  : 


f. 


7r= 


4 


/t 


=  1t. 


Donc 

—  Vf. 

et  le  temps  de  Toscillation  compléte^est 

«=«'Vl"\/r 

106.  Passons  à  la  réciproque.  Le  problème  consiste  à  cher- 
cher, parmi  toutes  les  courbes  représentées  par  Téqualion 
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d% 

BOUS  la  condition  que  pour  %  =0  on  ait  «:=0  et  ^=0, 


i 


*    9'(%)d%    . 


Nous  supposerons  la  fonction  9  développée  en  série  de  la 
forme 

«  s  f»  (3)  ^  A«*  -4-  Bs^  4-  CsT  4. ... , 

a,  0,  Y>«-'  ^^^^  ^^^  exposants  numériques,  entiers  ou  frac- 
tionnaires. On  voit  tout  de  suite  que,  s=  0  devant  annuler 
f  (s),  tous  les  exposants  a,  ^,  y«--  ^^^^  positifs,  et  qu'aucun 
feux  n'est  nul. 
De  plus  on  a,  en  prenant  la  dérivée, 

toction  qui  doit  être  infinie  pour  2=0.  Donc  Tun  au  moins 
des  coefficients  a,  P,  y*--*  ^^  plus  petit  que  l'unité,  pour  que 
Tan  au  jnoins  des  exposants  a — 1 ,  ^  —  1 , . . .  soit  négatif. 

Formons  la  fonction   /^  ^       ;  elle  devient 
et  par  suite 

"v'^Jt     V^Â^=^       V^Jo     V^ÂT^        v^Jo    V^r=l  "*'••• 

Celle  formule  peut  se  transformer,  en  remplaçant  %  par  hz'\ 
il  viendra 

sous  cette  forme  on  voit  que,  pour  rendre  T  indépendant 
defc,  il  faut  que  Tun  des  exposants  a,  p,  Yv  soit  égal  à  J,  et 
que  tous  les  autres  soient  égaux  à  zéro.  Soit,  par  exemple, 
oi^l  et  f=Y=...  =  0. 
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L'ëqnation  se  réduira  à 

1 

OU  à 

équation  qui  caractérise  la  cyclo!de. 

ta  cycloîde  est  donc  la  seule  courbe  tautochrone  plane.  Mus 
le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  n'est  pas  altéré 
par  toute  déformation  de  cette  courbe  qui  conserve  ses  arcs  is 
et  les  ordonnées  verticales  z  de  ses  divers  points,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  Tallération  des  coordonnées  x  et  y.  En  d*autrei 
termes,  si  Ton  fait  passer  par  la  courbe  un  cylindre  verficaly 
et  qu'on  enroule  ensuite  ce  cylindre  sur  d'autres  cylindres 
verticaux,  en  conservant  le  parallélisme  des  génàratrices 
droites  et  leur  écartement  mutuel,  l'équation  des  forces  vitei 
assignera  toujours  les  mêmes  vitesses  aux  mêmes  points  de 
la  courbe,  et  les  mouvements  du  mobile  seront  1^  mêmes 
avant  et  après  la  déformation,  pourvu  que  les  points  de  départ 
soient  deux  points  correspondants.  La  cycloide,  étant  tauto- 
chrone dans  le  plan  vertical,  sera  donc  encore  tautochrone 
si  on  enroule  le  plan  vertical  qui  la  contient  sur  un  cylindre 
vertical  quelconque,  sans  altération  des  hauteurs  relatives. 

107.  Autre  démonstration^.  —  Soit  8=^(%)  l'équation  de 
la  courbe  CM,  enire  Tare  5^CM  et  l'ordonnée  MQ=»  (6g.  62). 

Soit  IIK=/i  la  hauteur  d'où  part  le  mobile.  L'équation  des 
forces  vives  donne 

pour  la  vitesse  en  M.  On  en  déduit 

en  remarquant  que  l'arc  s  diminue  quand  le  temps  t  %roIt, 
le  mouvement  s'effectuant  de  H  vers  C. 
^  durée  du  parcours  HC  est  donc 

'  M.  H.  Resal,  Traiié  de  mécanique  générale,  1. 1,  p.  83. 
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Le  tautochronisme  est  défini  par  la  condition  que  cette  inté- 
grale soit  indépendante  de  h. 

DeTéquation  5=9(2)  on  tire  d8=:^'{%)d%.  L'ordonnée  z 
variant  de  0  à  A,  nous  pouvons  poser  2=:hO,  0  étant  un  nom- 
bre positif  et  moindre  que  Tuuité.  Il  viendra 


Ji-o  ' 


fihfi)  hd$ 


qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 


-i: 


f{hn)ylMd9 


Les  limites  de  h  sont  constantes.  Pour  que  t  soit  indépendant 
dek,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  9'  (hO)  yjh^  en  soit  indé- 
pendante. Soit,  en  effet,  (p'(0h)vM=<p(/i6). 
On  aura 


X' 


4^(M)d9 


Prenons  la  dérivée  de  t  par  rapport  à  A,  il  viendra 


et  cette  fonction  doit  être  nulle  quel  que  soit  h. 

Donc  ^'(M)  doit  être  identiquement  nul  ;  sans  quoi  on  pour- 
rit prendre  h  assez  petit  pour  que  ^'(hO)  conservât  le  mémo 
signe  pour  toute  valeur  de  hO  comprise  entre  0  et  A.  La  somme 
ne  pourrait  être  égale  à  zéro. 

On  a  donc 


ou  bien 


donc 


f'tAO)  =  0, 


^W  =  0; 


^  (-)  =  f'WV^=  constante. 
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et  par  suite,  en  appelant  A  la  constante. 

L'équation  de  la  courbe  est  en  dëGnitive 

qui  définit  une  cycloîde  dans  laquelle  le  rayon  r  du  cercle 
générateur  est  donné  par  l'équation 

lit 

8r=4A*,    ou    r=:^« 

2 


BOACniSTOCHRONE. 


108.  La  cycloîde  à  axe  vertical  a  encore  une  propriété 
très  remarquable  au  point  de  vue  mécanique.  Soient  A  et  B 
deux  points  à  niveaux  différents  ;  soit  A  le  plus  élevé  des 

deux.  On  suppose  qu'on  mène  de  Tun 
à  l'autre  une  courbe  quelconque  ACB, 
et  qu'on  abandonne  au  point  A  un 
point  pesant  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  le  long  de  cette  courbe. 
Le  théorème  des  forces  vives  fiiit 
connaître  les  vitesses  du  mobile  sur  la  courbe,  et  per- 
met de  calculer  le  temps  t  qu'il  mettra  à  passer  du  point  A 
au  point  B.  A  chaque  courbe  ACB  correspondra  un  temps  t 
Cela  posé,  la  cycloîde  à  axe  vertical  ADB,  dont  le  point  de 
rebroussement  est  au  point  A,  et  qui  passe  par  le  point  B, 
est  la  courbe  pour  laquelle  le  temps  t  est  le  plus  petit 
possible.  Cette  propriété  a  fait  donner  à  la  courbe  ainsi  pla- 
cée le  nom  de  brachistochrone.  On  la  démontre,  soit  par  la 
géométrie,  soit  par  l'analyse. 
88.  Soit  AB  (fig.  64)  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro| 
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du  minimum.  La  fonction  qui  est  la  plus  petite  possible  le 
l^ng  de  cette  courbe,  est  la  somme 


/ 


du 


frise  entre  les  points  fixes  A  et  B  ;  mais  v  =  ^2g%j  si  Ton  dési- 
^e  par  z  la  hauteur  du  point  de  départ  A  au-dessus  du  point 

où  la  vitesse  est  v.  La  somme  1  -p  est  donc  aussi  minimum. 

J  V» 

Menons  entre  le  point  A  et  le  point  B  une  infinité  de  plans 
horizontaux  S,  S\  S'\..,  infiniment 
voisins.  Ce  seront  les  surfaces  de  ni- 
veau du  problème;  la  condition  du 
minimum  se  traduit  géométriquement 
delà  façon  suivante  (II,  g  120)  :  Si  Ton 
applique  en  un  point  quelconque  m\ 
pris  sur  la  courbe  à  l'intersection 

dun  plan  de  niveau  S\  deux  forces, 

{ 
Tune  égale  à  -rtr,  et  dirigée  suivant  Tare  élémentaire  m'in^ 

V» 


Fig.  64. 


l'autre  égale  à 


1 


et  dirigée  suivant  Tare  élémentaire 


mV,  la  résultante  doit  être  normale  à  ce  plan  S\  Par 

conséquent,  V  la  courbe  est  plane,  car  deux  éléments  con- 
sécutifs sont  compris  dans  le  même  plan  vertical  ;  2"^  la  pro- 

jeetion  horizontale  de  la  force  -p  sur  l'horizontale  est  con- 

V» 

stante;  car  elle  est  détruite  par  la  projection  de  la  force 

{ 
■  ,  qui  agit  en  sens  contraire.  Appelons  a  Tangle  de  Té- 

\/z-hd% 

lèment  m'm  avec  la  verticale.  La  solution  du  problème  sera 

donnée  par  la  relation 

sina 


>r* 


=  constante. 


Cette  équation  caractérise  une  cycloîde  commençant  au 


m.  —  UtC,  COLIK^OX. 
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poinl  A,  et  qu*on  obtiendra  en  faisant  rouler  un  cercle  au- 
dessous  de  la  droite  horizontale  AX,  menée  dans  le  plan  ver- 
tical passant  par  les  points  A  et  B.  Menons,  en  effet,  au  point 
m'  la  normale  m'I  à  la  courbe,  et  au  point  I  où  elle  coupe 
riiorizonlale  AX,  élevons  la  perpendiculaiv^e  IK  sur  cette  der- 
nière droite,  jusqu'à  la  rencontre  en  K  avec  la  tangente  ni'K. 
L'angle  a  est  égal  à  Tangle  Km'  ou  à  Fml;  enfin,  lF=]r. 
Nous  aurons 


Donc 


et  par  suite 


Im'  =  IRsinc. 


sing  __    i 
VIF  ~  v^* 


La  quantité  IR  est  donc  constante  tout  le  long  de  la  courbe  ; 
il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  propriété  appartient  à  la 
cycloïde,  et  à  la  cycloîde  seule.  Si  Ton  veut  traiter  analytique- 
ment  cette  seconde  partie  du  problème,  prenons  deux  axes 
rectangulaires  AX  et  AZ,  et  rapportons  la  courbe  à  ces  deux 
axes  ;  Téquation  de  la  tangente  au  point  m\  dont  les  coor- 
données sont  X  et  2,  est 

l'équation  de  la  normale 

Faisons  2^=0  dans  la  seconde  équation.  11  viendra 

a:*  =  x -f- a  T- » 
dx 

pour  Tabscisse  du  point  I;  et  substituant  cette  valeur  à  jf 
dans  la  première  équation,  nous  aurons 

rf-         d^         fé  .  /^îVl         da*         5 
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Cette  quantité  2=IK  est  donc  constante  ;  appelons-Ia  2r; 
Têquatioa  différentielle  de  la  courbe  sera 

posons 

en  introduisant  une  variable  auxiliaire  9. 
U  en  résulte  d:s=rsinf  d<p. 
Mais 


(!z  =  — :-==  =  — =======  =  r  1/  J-- 1  sinod» 

y^_  /2r  — r(!  -coscy)  Vi+cosî»       '^  «^ 

Ou  bien  encore 

dx  =s  r  tang  s  f  sin  fdf  =  2rsm*  s  f  c'?- 

Intégrons  : 

La  constante  C  est  nulle,  pour  qu'on  ait  à  la  fois  2  =  0, 
z^szO  quand  9=0;  et  on  obtient  les  équations  de  la  cy- 
cloîde. 

i09.  Nous  allons  traiter  la  môme  question  par  le  calcul  des 
>7iriations.  Le  problème  consiste  à  tracer  du  point  A  au  point  B 

/ds 
-r=,  prise  entre  ces  deux 

points  le  long  de  cette  courbe,  soit  minimum. 
En  général,  soit    l  Ndx  la  fonction  à  rendre  minimum  ou 

dz 
maximun  ;  V  est  une  fonction  de  x,  de  s  et  de  ^  =p .  Nous  sup- 
poserons, pour  plus  de  simplicité ,  que  la  variation  de  x  soit 
nulle,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité  du  raisonnement. 
On  aura  dans  cette  hypothèse 

sfydx  ==fiiydx)  =  fiV  X  dx,' 
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Maïs  8V:=-^  82  +  -p  îp ,  en  oracltanl  le  terme  -r-  îx,  puis- 


qu'on fait8x=0. 
On  a  de  plus 


^    ^dz id% 

^         dx~~  dx 


Substituant  à  Sp  sa  valeur  -^ ,  et  remplaçant  ST  par  sa  va- 
leur dans  l'intégrale,  il  vient 

Intégrons  par  parties  le  second  terme,  pour  séparer  les  ca- 
ractôristiques  d  et  8  : 


Donc 


!%'^"%-S< 


'/"-^;'-/(S'-'?,)- 


La  quantité  en  aehors  du  signe  /  est  nulle  aux  limites, 
puisque  les  points  extrêmes  de  la  courbe  cherchée  sont  don- 
nés.  La  condition  du  minimum  ou  du  maximum  est  donc 

-,-  dx  —  rf  -r-  =  0, 
as  dp 

pour  laisser  82  arbitraire  tout  le  long  de  la  courbe. 
Pour  appliquer  cette  méthode  au  problème  de  la  brachisto- 

chrone,  on  pourrait  remplacer  d$  par  dx  v/TT^,  et  on 
aurait  V=>^Î2. 
On  en  déduirait 


rfv  _     v^fTF* 

dS_  p 
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On  aurait  donc  à  intégrer  l'équation  différenlicUc 

Mais  on  peut  aussi  exprimer  ds  par  dz^l  +9%  en  appe- 

dx     1 
lanlgla  dérivée,  ^=-,  de  x  par  rapport  à  2;  la  fonction  à 

rendre  minimum  ou  maximum  prend  la  forme 


/ 


laquelle  ne  contient  que  les  variables  z  et  q.  La  condition  ob- 
tenue en  prenant  x  pour  variable  indépendante  nous  condui- 
sait à  l'équation 


dz  dp 

Nous  aurions  obtenu  de  même,  en  prenani  z  pour  variable 
indépendante,  l'équation 

dx  dq 

Ici  -j-  ^^^  ^ulf  ^^  condition  du  minimum  est  donc  simple- 
ment d-j-=0,  ou  enfin  -3- =  constante. 
dq  dq 

Or 
cl  Ton  retrouve  Téquation 


— COI   tante, 


identique  à  celle  qu'on  avait  déjà  obtenue  ;  en  effet       ^       est 

le  sinus  de  Tangle  a  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  la 
verticale. 

Notre  analyse  suppose,  il  est  vrai,  que  la  courbe  cherchée 
csl  plane.  Il  serait  aisé  de  rendre  au  calcul  toute  sa  généra- 
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lité,  en  admeltant  trois  variables  x,  y  et  « ,  et  la  propriété  de 
la  courbe  d*6(re  contenue  dans  un  plan  vertical  aurait  été  re- 
connue par  le  calcul  fait  dans  ces  conditions. 

Remarque.  —  Si  Ton  donne  le  point  A  et  le  point  B,  et  qu*on 
propose  de  tracer  de  l'un  à  l'autre  de  ces  points  la  courbe  de 

plus  vite  descente,  on  obscive:*a 
que  toutes  les  cycloîdes  sont  sem- 
blables. 

Ayant  mené  une  horizontale  M\ 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  donnés,  on  décrira  une 
cycloïde  Abc  en  faisant  rouler  au- 
dessous  de  AD  une  circonférence  arbitraire;  le  diamètre 
de  cette  circonférence  est  égal  à  Tordonnée  maximum  cd 
de  la  courbe  ainsi  tracée.  Il  suffira  ensuite  d'amplifier  dans 
un  même  rapport  les  rayons  vecteurs  Afr,  Ac,  issus  du  point 
A,  de  manière  à  faire  passer  la  courbe  par  le  point  B.  On 
trouvera  de  cette  manière  le  diamètre  CD  du  cercle  géné« 
rateur  de  la  cycloïde  demandée. 


Fig.  65. 


PENDULE     D  HUTGENS. 


110.  Pour  construire  le  pendule  cycloîdal.  Uuygens  s'est 
servi  de  la  développée  de  la  courbe  (§  102).  Il  sagit  de  faire 
parcourir  au  point  M  la  courbe  ACB;  pour  cela  on  attache  le 

point  mobile  à  un  fil  de  lon- 
gueur épale  à  4R,  ou  à  DC,  et 
on  fixe  l'extrémité  supérieure 
du  fil  au  point  D ,  centre  de 
courbure  de  la  cycloïde  en  son 
point  le  plus  bas  C.  On  con- 
struit deux  surfaces  cylin- 
driques suivant  les  arcs  de 
cycloïde  DA,  DB,  qui  sont  les 
développées  de  la  cycloïde  ACB.  Dans  les  oscillations  du  point  M 


Fiff.  66. 
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le  part  et  d'autre  du  point  C,  le  fil  s'enroulera  en  partie  sur 
VuQe  ou  l'autre  de  ces  surfaces  cylindriques,  et  par  suite  le 
point  M  décrira  la  courbe  ACB ,  sans  que  cette  courbe  soit 
réalisée  matériellement. 


o    P 


V   v 


PROBLÈMES  DIVERS. 

111.  Étant  donné  un  point  0  dans  un  plan  vertical j  décrire 
une  courbe  OA  telle^  que  le  temps  t,  qu^un  point  pesant^  aban- 
dwné  sans  vitesse  au  point  0,  mettra  à  aller  de  ce  point  en  vn 
fmt  M  quelconque^  soit  une  fonction 
iwnie  de  la  hauteur  de  chute  MP. 
Rapportons  la  courbe  ciierchée  à 

deui  axes,  l'un  vertical,  OZ,  l'autre 

horiiontal,  OX ,  tous  deux  passant  par 

le  point  0  ;  soient  OV=x^  PM=a;,  les 

coordonnées  du  point  M;  Op=x'j 

f^^^i  les  coordonnées  d'un  point 

<Iuelconque  de  l'arc  OM.  La  vitesse  au  point  m  sera  ^2(jz'j 

rt  la  durée  t  du  trajet  de  0  en  M  sera  l'intégrale 


0* 


m^ 


\ 


M' 


Fig.  «7. 


L'équation  de  la  courbe  est  donc,  en  appelant  f  la  fonction 
donnée,  qui  doit  s'annuler  pour  a;  =  0, 


i 


Différentions  cette  équation  en  faisant  varier  seulement  la 
limite  supérieure  s,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  point  M 
passe  en  une  position  infiniment  voisine  M'.  11  viendra 


éq[uation  qui  exprime  simplement  que  la  durée  du  parcours 
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de  Tare  infiniment  petit  MM'  est  égale  à  la  différenlielle  de  la 
fonction  donnée. 
On  en  déduit 

L'arc  s  de  la  courbe ,  compté  à  partir  du  point  0,  sera  donc 
égal  à  l'intégrale  définie 


=fj'W>/^9^dz 


La  valeur  de  l'abscisse  x  se  déduira  de  l'équation 
cLc'  H-  dz*  =  d$*y  ce  qui  donne,  en  intégrant  à  partir  du  point  0, 
l'équation  de  la  courbe  cherchée  : 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  fonction  f  est  soumise  à 
certaines  conditions  pour  que  le  problème  soit  possible.  11 
faut  en  eflet  que,  même  pour  les  petites  valeurs  de  %y  le  pro- 
duit f  (z)  X yj^gz  ne  soit  pas  inférieur  à  l'unité;  sans  quoi 
ds  serait  moindre  que  dz^  et  x  deviendrait  imaginaire.  Pour 
2  =  0,  f  (z)  doit  donc  être  infini,  et  de  l'ordre  de  grandeur 

de  -=. 

Par  exemple,  on  pourra  prendre/* (2)  =02+^^2,  parce 
que  le  produit  f  [z)  )/2gz  sera  égal  à    «  +  rr=    v^2^,   ou    à 

^2gz  4-p  i/|,  quantité  >  1  pour  z  =  0,  si  p  >  i/-.     On 

ne  pourrait  pas  trouver  de  courbe  telle  que  f  (z)  fût  égal  à 

Kz,  parce  qu'alors  f  (z)  ^2gz  serait  égal  à  K  \/2^ ,      qui    est 
moindre  que  l'unité  pour  des  valeurs  de  z  suffisamment 

petites. 

Proposons-nous  de  trouver  la  forme  que  doit  avoir  la  fonc- 
tion f  pour  que  la  propriété  de  la  (  ourbe  subsiste  à  partir  de 
l'un  quelconque  de  ses  points.  Soit  O'  un  nouveau  point  de 
départ  pris  sur  la  courbe.  Soient  Ç  et  Ç  ses  coordonnées  ;  fai- 
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Mos  0'M=  (S.  L'arc  00'  sera  égal  à  5  —  a.  Appliquons  nos  équa- 
tions à  l'arc  O'M.  Il  viendra 

On  a  d'ailleurs 
et 

Donc  la  fonction  f  doit  satisfaire  à  l'identité 

ou  bien 

Cette  identité,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des 
ttknites  (  et  %,  entraine  la  relation 

En  d'autres  termes,  le  produit  f  \%)  >/2g%  doit  être  constant. 
n  en  résulte  que  le  rapport  -r-  est  aussi  constant,  c'«st-à-dire 

que   le  lieu   cherché   est   une   ligne   droite.    Le  produit 

r  (^)  ^^  ^t  ^S^l  ^  l'inverse  du  cosinus  de  l'angle  a  que  fait 
la  droite  avec  la  verticale,  et 

C0Sai\2gi 

La  fonction  fest  donc  égale  à 

—  i/^ 

cos«y  "J" 

112.  Déterminer  une  courbe  CMH,  tangente  à  rhorizontale  au 
point  C,  ^/  teU^,  fue  le  temps  que  met  un  corps  pesant  pour  aller 
d'un  point  quelconque  H  au  point  le  plus  bas  C,  en  glissant  sans 
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frottement  sur  la  courbe^  soit  une  fonction  donnée  ¥(h)  de  la 
hauteur  de  chute  IIK  (fig.  62,  p.  171)*. 

Soit  ^  =  9(2)  l'équation  cherchée  de  la  courbe,  entre  Parc 
CM  =  s  et  Tordonnëe  verticale  MQ=is.  Nous  aurons  pour 
équation  du  problème  la  relation 

Faisons,  comme  au  g  107,  2= M,  0  étant  un  nombre  posi* 
tif  et  plus  pelit  que  l'unité.  Nous  obtiendrons,  en  opérant  cette 
substitution, 

ou  bien,  en  posant  f'(hO)^/tÔ=4^  (hO), 

Cette  équation  doit  être  vériCëe  pour  toute  valeur  de  h,  et 
c^est  par  cette  condition  qu'on  doit  déterminer  la  fonction  4», 
jusqu'ici  inconnue. 

Nous  admettrons  que  la  fonction  donnée  ¥(h)  soit  expri- 
mable par  une  somme  de  termes  de  la  forme  Ah*,  A  et  a  étant 
des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  et  qu*on  ait 
identiquement  l'égalité 

F(A)=A/»«  +  BA'»-f  C*T-f  ..., 

en  prenant  un  nombre  flni  ou  infini  de  termes. 

Cela  posé,  nous  exprimerons  de  même  la  fonction  cherchée 
^  par  une  somme  toute  sembluble,  qui  ne  différera  de  la  pre 
miëre  que  par  les  cocfQcienls  : 

« 

*  Ce  problème  est  un  de  ceux  qu'on  peut  résoudre  au  moyen  du  calcul  dct 
différentielleê  et  det  intégrales  à  indicée  fractionnaire$,  YoY*  î-  Liouville,  /crier» 
nal  de  V École  polytechnique,  1833,  p.  49. 
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Dans  cette  équation,  remplaçons  %  par  hO,  multiplions  par 
,  et  intégrons  entre  les  limites  0  et  1.  Il  viendra 


V'ijeil-o) 

et  le  problème  sera  résolu  en  posant 

V=     J>^        ,        B'^—I^ ce. 

Les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules  se 
transforment  aisément  en  faisant  0  =  sin'(i),  o)  étant  une 

nouvelle  variable  dont  les  limites  seront  0  et  ^ .  Il  vient  en 

effet 

« 

Jf     B^dB            C   sin*«»x2sin»cos<w<f<»      o  T^      ,.    j 
.  =  I     .  —  =  2  /     8in"««  rffti, 

intégrale  facile  à  calculer  toutes  les  fois  que  a  est  entier,  ou 
^1  à  un  entier  augmenté  d^une  demi-unité.  Si,  pour  abrc- 

/•2 

ger,  on  désigne  l     sin'-wdo)  par  la  notation  (a),  on  aura  la 
solution  en  posant 

On  en  déduit 

cl  enfin 

"îs  conditions  particulières  imposées  à  la  courbe  exigent 
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que  8cl%  s'annulent  ensemble,  et  que  ^'(%)  soit  inGni  pour 

z=0.   Cette  dernière   condition  est  satisfaite   si  l'un  au 

1 

moins  des  exposants  a  est  moindre  que  ^. 

Soit  par  exemple  ¥{h)  =  k  +  By/h=Ah^ -hhhi.  Nous 

aurons  : 

«  « 

pour  «  =  0,       /    sin*«a»efM  =  /    d»  ==  ^ t 
pour  a  =  5,       /  ''sm*«ft»rf«=  /    smftK/M=i; 

et  par  suite,  abstraction  faite  du  fadeur   constant  ^^, 
f'(2)  ==  -  2"  ^  +  5  B,  quantité  qui  devient  infinie  pour  %  =  0^ 

24   -       1 

et  9  (2)  =  -^  V*  "^  ô  B*>  quantité  nulle  pour  is = 0  ;  on  n'ajou- 

fera  donc  pas  de  constante. 


PENDULE  CIRCULAIRE. 

113.  Le  pendule  circulaire  est  formé  par  un  point  matériel 
pesant,  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  dont  l'autre  extrémité  est  attachée  en  un  point  fixe.  Le 
point  matériel  ainsi  suspendu  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le 
point  fixe,  et  pour  rayon  la  longueur  du  fil  ;  mais  si  on  Ta- 
bandonne  sans  vitesse  en  un  point  quelconque  doucette  surface 
sphérique,  ou  si  la  vitesse  qu'on  lui  communique  en  ce  point 
est  contenue  dans  un  plan  vertical  passant  par  le  centre  de  la 
surfuce,  le  mouvement  du  point  s'effectue  suivant  le  grand 
cercle  d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  sphère  (§  91, 1*),  et 
tout  se  passe  comme  s'il  était  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  cette  courbe. 
;^  Nous  avons  à  déterminer,  d'une  part,  la  loi  du  mouve- 
ment, et  de  l'autre,  la  tension  du  fil;  cette  dernière  rechcr- 
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che  est  d'autant  plus  utile  qu'elle  nous  apprendra  si  le 
point  matériel  reste  sur  la  circonférence,  ou  bien  s'il  Tabon- 
donne  pour  rentrer  à  l'intérieur  :  le 
premier  cas  aura  lieu  si  la  tension  du  ^-^^^"^^ 

fil  est  positive;  le  second,  si  elle  de-     --y* i 

vient  nulle  pour  passer  au  négatif;  car       /  j 

ce  changement  de  signe  montre  que,       l  .\ 

pour  maintenir  le  point  mobile  sur  la        \         î  .\ 
courbe,   le  fil  devrait  résister  à  un  ^^-J^-^/^k 

effort  de  compression.  Pour  é\iter  la  i  ^    ' 

distinction  des  deux  cas,  on  peut  sup-  p|g,  ^g 

poser  qu'on  remplace  le  fil  par  une 
barre  rigide,  inextensible  et  incompressible,  mais  toujours 
sans  masse  appréciable. 

Soit  A  la  position  du  mobile  sur  le  cercle  à  un  instant  quel- 
conque; soit  V  sa  \itesse,  dirigée  dans  le  sens  AC.  Le  théo- 
rème des  forces  vives  donne  tout  de  suite  les  vitesses  aux 
autres  points  du  cercle,  et  permet  de  reconnaître  le  carac- 
tère particulier  du  mouvement.  A  la  vitesse  v  correspond  une 


»• 


hauteur  k=  0"  (§  ^1),  que  le  mobile  ne  pourra  dépasser,  et 

qu'il  ne  peut  même  atteindre  sans  perdre  toute  sa  vitesse.  A 
une  distance  verticale  AE=h  au-dessus  du  point  A,  menons 
une  horizontale  DD".  Si  cette  horizontale  coupe  le  cercle  en 
deux  points  D  et  D',  le  point  mobile  ne  pourra  sortir  de  l'arc 
DDIK,  pour  entrer  dans  Tare  supérieur  DFD'.  Parvenu  en  l'un 
des  points  D,  D',  le  mobile  s'y  trouve  sans  vitesse,  et  redes- 
cend en  prenant  les  mêmes  vitesses  en  sens  contraire.  Le  mou- 
vement est  alors  oscillatoire. 

Si  la  droite  DD' est  tout  entière  au-dessus  de  la  circonfé- 
rence, la  vitesse  du  mobile  ne  peut  devenir  nulle,  ni  par  con- 
séquent changer  de  signe;  dans  ce  cas,  le  mouvement  est  ré- 
volutif. 

Enfin,  entre  ces  deux  cas,  il  y  a  un  cas  singulier  remar- 
quable, celui  où  la  droite  DD'  toucherait  la  circonférence 
ca  son  point  le  plus  haut  F  ;  dans  ce  cas,  le  mobile,  en  arri- 


IDO 
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vaiil  au  point  F,  aurait  perdu  sa  vitesse,  et  par  suite,  s'il  par- 
vient en  ce  point,  il  doit  y  demeurer  indéfiniment.  Hais,  en 
réalité,  le  point  mobile  n'y  pourrait  parvenir,  et  il  s'en  ap- 
procherait de  plus  en  plus  sans  jamais  l'atteindre. 
114.  Équation  du  mouvemetU.  —  Soit  V  la  vitesse  du  point 

mobile  à  son  passage  enB,  au  point  le 
plus  bas  de  la  circonférence.  Suppo- 
sons celte  vitesse  dirigée  dans  le  se» 
BM.  La  vitesse  v  en  un  point  quelconque 
.M  sera  donnée  par  l'équation  des  forces 
vives.  Soit  HOB  =9  ;  projetons  le  point 
M  en  P  sur  la  verticale  OB  ;  nous  aurons 
PB=/  (1  — cosf),  /  étant  la  longueur 
du  ûl,  et  l'équation  du  mouvement  sera 

V* 

Faisons  ^=h  ;  nous  aurons 


Fig.  69. 


et 


-^w^^S/^i^-v^^'l?) 


di  = 


Idf 


0i7(*-2/sin«î,») 


On  prendra  le  signe  convenable  pour  que  dt  soit  toujours 
positif;  d'après  Thypothôse  faite  sur  le  mouvement,  d^  est  po- 
sitif,  et  par  suite  il  faut  prendre  le  signe  -f-.  On  aura  donc 


2g  (^i 


£ 


Les  différents  cas  que  nous  avons  indiqués  se  traduisent  par 
les  relations 

h  <  2/, 

A>2/. 

h  r=  2/. 
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l*SoitA<2/.  Alors  le  mouvement  sera  oscillatoire.  Fai- 
sons  S2=^- 

Le  rapport  ^  étant  <1,  changeons  de  variable,  en  posant 

.  i 

sin3^  =  c8inx. 

Lorsque  f  est  nul,  x  est  nul  aussi.  L'angle  9  est  d'ailleurs 

1 

limité;  car  il  faut,  pour  qnedt  soit  réel,  que  sin*  59  soit  au 

plus  égal  à  ^f  ou  à  e^.  Le  maximum  admissible  pour  sin  ^  9 

est  donc  le  nombre  e\  ce  qui  donne  x=  ^. 
On  a  enfin,  en  différenliant. 


j  COS  j  f  rf ?  =«  ccos  «d». 

la  fraction 

à? 

VIAnf 

\/l,-^n^h 

HtUl 

9ccosx//x                         2dx 

cos  i  y  v^c«  -  c«  siu*x       >J^-c*  Slll«  X 

hv  suite 

f  ç\r'  ..'^-  . 

Pour  avoir  la  durée  de  la  demi-oscillation,  il  faut  faire 

1  r.  . 

^'n- 5=e,  ou  x=^  ;  ce  qui  donne 

V  i7       Jo     VI  — c«sm*x 

=  est  une  fonction  elliptique  de 
o\/l  —  c*  sin'x 


f*(e). 


=\  I 


-\  i 


^U^ 

ECW 

li  €Kw< 

»  "" 

Ail 

kHEVOHi 

1  rèvofailif ,  se  I 

àkHén 

e  îoAècnfe- 

P^l«HS 

2^ 

t  ' 

=:r^tf* 

sen 

<1 

:  d  11  knnk  défient 

.=  i 

\ 

1  i  _      — 

i. 

=.i/T 

r  '5. 

«/• 


qa'oB  p^ul  êcriK  ifec  h  iio^iâan  de  Le^endre 


•='\7n''^> 


PMir  aïoir  b  durée  du  tour  entier^  oq  fen  f =2x 

m' 


3*  Enfin  quand  ^  =  1 ,  la  foimole  générale  de\ienl 
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Le  temps  nécessaire  au  mobile  pour  atteindre  le  point  le  plus 
haut  de  la  circonférence  sera 


L'intégrale  générale  de  -^  est  log  tang  ^  ^. 
Faisons  donc 


il  viendra 


et 


sinf  =  cos  qf 


«f--5«^^ 


Donc 


J.   •"!' 


Q  T  -  0 


1 
Si  Ton  fait  4^=0, la  tangente  de ^4^  est  nulle,  et  son  loga- 

rithme  infini.  Donc  T  a  une  valeur  infiniment  grande.  Nous  le 
reconnaîtrons  plus  loin  d'une  manière  plus  élémentaire. 


RECHERCHE  DE  F*  (c). 

115.  La  durée  du  tour  entier  dans  le  cas  du  mouvement 
réYolutif,  et  la  durée  de  l'oscillation  simple  dans  le  cas  du 
mouvement  oscillatoire,  sont  données  par  des  formules  où  * 
entre  en  facteur  la  fonction  complète 


-Il 


ou  —  «fC.  OOUWHOll»  13 
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Le  nombre  e  est  moindre  que  Tunitë. 

1 

Le  développement  en  série  de  ,  .  ==  fait  connaître  Ii 

valeur  de  cette  intégrale. 
On  a ,  en  effet, 

(1  -.c«8m«f)— S  =  l  -  (^  gjc«8inV  H-  ^^^  ^ — \ ^  «•ân^f 

H)(-J-0(-M...  . 

1.2.3 ••»"•'  +••• 

+  1.3. 5. 7  _•     •     •  a 

série  convergente,  puisque  c*  sin*  9  est  moindre  que  Funité. 
Multiplions  par  d^,  et  faisons  l'intégration  de  0  à  |  : 


« 


Toutes  les  intégrales  sont  de  la  forme 

« 

On  les  réduit  facilement  par  l'intégration  par  parties  : 

iûn^^fdf  =  Isin**-*  f  sin  fdf 
Bs  —  sin**  ~*f  cosf -h  (2m  —  1)  Jcos'f  sin'*  ~  *^p 

ou  bien 
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Prenons  les  intégrales  entre  les  limites  0  et^  ;  la  partie  en 

dehors  des  signes  /  disparaît  aux  limites  ;  il  vient  donc 

«  « 

Changeant  dans  cette  égalité  m  en  m — 1 ,  puis  en  m— S,  etc  , 
on  parviendra  à  la  fin  à  l'égalité 

et  par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre,  on  aura 


Atmc 


XI  .  „    .        (ftç— l)(îm  — 3).,.3.1.       n 

9 

La  durée  de  Toscillalion  complète  dans  le  cas  du  mouvement 
^^cillatoire  sera  représentée  par  la  série 

Lorsque  c  =  i /—  est  très  petit,  ce  qui  correspond  à  un 

^^e  d'écart  très  petit  lui  même,  on  pourra  prendre  comme 
approximation,  soit  le  premier  terme  de  la  série, 

^it  les  deux  premiers, 
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Or  h  est  la  flèche  de  Tare  total  décrit  par  le  point  mobile. 
Si  Ton  appelle  a  Técart  angulaire  total,  mesuré  à  partir  de  la 
verticale,  on  aura  ft= /  (i  —  cos  a) .  Donc 


h         1  —  C08«  .   ^  1 


L'angle  a  étant  très  petit,  on  peut  confondre  Tare  avec  son 
sinus;  on  fera  donc  sin  ^a=^etsin*^  «=^. 
La  seconde  formule  devient  donc 


a/~,  qui  donne  la  derée 


lalion  très  petite,  peut  être  trouvée 
sans  le  secours  de  Tanalyse. 

Soient  A  et  A'  les  limites  de  Texcar- 
sion  du  mobile  ;  considérons  le  mo- 
bile allant  de  A  vers  A' ,  en  partant 
sans  vitesse  du  point  A. 

Parvenu  en  un  point  M,  le  mobile 

est  sollicité  suivant  la  verlicale  par 

P^^  .^  une  force  MP=niy  ;  déterminons  la 

composante  tangent ielle  Hl^m^  cos;& 
de  cette  force.  Abaissons  du*  point  M  une  perpendiculaire  MK 
sur  la  verticale  OB. 
Les  triangles  semblables  OKM,  IMP,  nous  donnent 

MI  __  KM 
MP  ""OM" 

Mais  l'angle  BOM  étant  supposé  très-petit,  on  a  à  très-peu 
près  KM  =  arc  BM. 

Appelons  s  Tare  BM,  compté  positivement  à  partir  dupointB 
dans  le  sens  BA.  Nous  aurons 

/  étant  la  longueur  du  fil. 
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L'équation  du  mouvement  est  donc 

flv  âH  ma 

La  composante  tangentielle  est  proportionnelle  à  la  lon- 
S[ueur  de  l'arc,  et  Ton  retombe  sur  le  problème  déjà  traité 
pour  la  cycloide  ;  la  durée  t  de  l'excursion  simple  est  donnée 
par  la  formule 

Mais  cette  formule,  qui  est  rigoureuse  pour  la  cycloide,  n'est 
cju'approximatiye  pour  le  cercle.  On  remarquera  qu'on  aurait 
pu  la  déduire  de  la  formule  de  la  cycloide,  en  substituant  à 
<<:ette  dernière  courbe,  à  son  point  le  plus  bas,  le  cercle  oscu- 
lateur,  dont  le  rayon  est  le  quadruple  du  rayon  de  la  circon- 
férence génératrice. 

117.  Redierehe  de  la  tension  du  fil.  —  Pour  trouver  la  ten- 
sion du  fil,  qui  représente  ici  la 
^réaction  normale  de  la  courbe 
^rectrice,  il  faut  (g  97)  chercher 
la  résultante  de  la  composante 
normale  de  la  pesanteur,  et  de  la 
force  centrifuge. 

Soit  A  la  position  du  mobile, 
'w  sa  vitesse,  AP  son  poids,  AQ  la 
composante  normale  de  ce  poids  ; 
la  tension  T  du  fil  sera  égale  à 


T  =  AQ  H r-  =  w^COSa  H r-  • 


Pig.  71. 


Les  deux  forces  s'ajoutent  dans 
toute  la  demi-circonférence  inférieure,  parce  que  l'angle  a 

'^^nt  de  —  ^  à  4-  ô  a  un  cosinus  positif;  elles  se  retran- 
chent pour  tout  point  A'  situé  dans  la  demi-circonférence  su- 
périeure. On  peut  déterminer  la  position  du  point  A'  pour 

lequel  l'égalité  aurait  lieu  entre  A'Q'  et  ^  ;  à  partir  de  ce 
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point,  le  mobile,  s*il  est  soutenu  par  un  fil,  et  non  par  une 
barre  incompressible,  rentrera  dans  le  cercle  et  décrira, 
comme  un  point  libre,  une  parabole  (§  16)  qui,  partant  tan- 
gentiellement  au  cercle  au  point  A\  amènera  le  mobile  en  un 
autre  point  C  de  la  circonférence. 

Pour  trouver  ce  point  k\  traçons  la  droite  horizontale  DD^, 
ligne  de  niveau  correspondante  à  la  vitesse  nulle,  et  abais- 
sons A'S  perpendiculaire  sur  cette  droite.  La  vitesse  v  en  A'  sera 
donnée  par  Téqualion 

La  force  centrifuge,  qui  est  dirigée  suivant  AT,  a  pour 

valeur 

img  X  sv 

1 

La  composante  normale  de  la  pesanteur,  A'(y,  doit  lui  être 
égale.  Du  point  A',  abaissons  une  perpendiculaire  A'H  sur  la 
verticale  OK.  Les  triangles  semblables  A'UO,  FQ'A'  nous  don- 
nent la  proportion 

A'Q'       OH 


et  par  suite 


Donc 


ou  bien 


A'P'  ~  OA'  • 


A'Q'=^xOn. 


?!îî22<^  =  7  X  on, 


2SA'  =  0fl. 


Mais  SA'  =  KH.  Donc  le  point  H  est  au  tiers  supérieur  de  la 
distance  OK. 

Pour  que  la  tension  du  fil  devienne  nulle,  il  faut  donc  que  la 
ligne  de  niveau  DIK  qui  correspond  à  une  vitesse  nulle  soit  au- 
dessus  du  point  0,  et  que  Thorizonlale  menée  au  tiers  supé- 
rieur de  sa  distance  à  ce  point  rencontre  la  circonférence. 

118.  Nous  avons  vu  (§  114,  S"")  que  lorsque  la  droite  DIK 
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touche  le  cercle  en  son  point  le  plus  haut,  F,  le  mobile, 
supposé  maintenu  sur  la  circonférence,  ne  peut  atteindre  le 
point  F,  bien  qu'il  s'en  approché  indéCniment.  Nous  allons  le 
reconnaître  par  la  géométrie. 

Soit  M  une  position  du  mobile  très  voisine  du  point  F  ; 
appelons  s  Tare  MF.  Du  point  N  abais- 
sons une  perpendiculaire  MI  sur  la 
Terticale  passant  par  le  point  F.  Le 
mobile  au  point  M  aura  pour  vitesse  v 
la  vitesse  due  à  la  hauteur  FI  =  A. 
Dans  le  cercle,  le  carré  de  la  corde  FM  est  égal  au  produit 
de  FI  par  le  diamètre  2/;  et  comme  Tare  MF  est  très  petit,  on 
a  sensiblement 

f«  =  îht. 

Or 


ctjMir  suite 


ou  bien 


«•=2yA. 


La  \i(esse  v  est  donc  proportionnelle  à  l'arc  qui  sépare 
le  point  mobile  du  point  fixe  F.  Dans  ces  conditions,  il  est  fa- 
^  de  reconnaître  que  le  mobile  mettra  un  temps  infini  à  dé- 
crire le  petit  arc  MF. 

Développons  cet  arc  en  ligne  droite  pour  simplifier  la  figure, 

^  partageons-le  en  un  grand  nom-         ^        _f 

*^^)  fi,  de  parties  égales,  aux  points  a'bc'  i* 

f»  *,  c,... ,  d.  La  vitesse  en  M  étant  ^^  ^^ 

^gale  à  V,  conserve  approximativement  cette  valeur  dans  tout 
^  parcours  Ma  ;  dans  le  parcours  afr,  elle  prend  la  valeur 

*^ ;  dans  le  parcours  frc,  la  valeur  V  X ;...•  dans 

*^  Parcours  dF,  la  valeur  r  x- . 


200  PESIDULB 

Or  soit  T  le  temps  fini  que  le  mobile  mettrait  à  parcourir 
l'arc  MF,  s'il  conservait  d'un  bout  à  Tautre  de  cet  arc  la  ^ 

tesse  V.  Ce  temps  est  égal  à  - .  La  durée  du  parcours  de  l'arclb 

T 
est  donc  égale  à  -  ;  la  durée  du  parcours  de  Tare  ab  sera  à  la 

durée  du  parcours  Ha  dans  le  rapport  inverse  des  vitesses,  c'est- 
à-dirc  dans  le  rapport  de  n  à  n — 1  ;  elle  sera  donc  égaie  à 

r       n 

-  X  — -T  ;  on  prouverait  de  même  que  la  durée  du  parcou^ 

T         n 
bc  est-x    __Q,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  parcours  dF  q^i 

T        n. 

demandera  le  temps  -Xt*  Le  temps  total  du  trajet  est  b 


somme 


ft  II  «—    f  fl  II—»  fi  t 


ou  bien 


^x(s-^^  +  .43+-+0- 


formule  rigoureuse  quand  on  suppose  n  infiniment  grand.  La 
quantité  entre  parenthèses  est  alors  la  somme  des  inverses  des 
nombres  naturels  : 


î   '   3^4^  ^n  — 1^11    "^  H-hi^  '" 

Or  cette  somme  grandit  au  delà  de  toute  limite  k  mesure 
que  le  nombre  de  ses  termes  augmente.  Car  prenons  les  f 
termes  consécutifs 

2«  "^  i*  4-1  "^  2*4-2  "*"••*  "^  irninT)" 

Chacun  est ,    séparément ,    plus  grand  que  '^r^:^^  ;  leur 
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1  1 

somme  surpasse  le  produit  ^rn^^^^f^^'^^t'^'âîr^â-  On  P^ut 
donc  partager  la  série  en  groupes  de  termes 
i 

i  +  1  +  1^-1 

1 

,tels  que  chaque  groupe  soit  plus  grand  que  ^.  Par  suite  on 

peut  prendre  assez  de  termes  dans  la  série  pour  que  leur 

somme  surpasse  tel  multiple  de  ^  qu*on  voudra.  La  somme 

grandit  donc  au  delà  de  toute  limite,  et  le  temps  du  trajet  du 
point  M  au  point  F  est  inGniment  grand. 

119.  La  formule  qui  donne  le  temps  t  des  oscillations  sim- 
ples d  un  pendule  de  longueur  /, 


=V5 


t 
9 


fournil  un  moyen  très  précis  de  calculer  la  valeur  de  l'accé- 

'^^tion  g  due  à  la  pesanteur. 

n  suffit  en  effet  d'abandonner  le  pendule  après  Tavoir  écarté 
^c  la  verticale  d'un  angle  très  petit  ;  les  oscillations  commen- 
^nt  ;  on  compte  le  nombre  n  d'oscillations  simples  dans  un 
^Qips  donné,  une  minute  par  exemple  ;  la  durée  d'une  oscil- 

*^tion  simple  est  alors  de  —  secondes;  on  connaît  la  longueur 

*  du  pendule  ;  l'équation  devient 

eo__   ./r 
Il        V^ 

^^  l'on  en  déduit 
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Nous  verrons  plus  loin  (Livre  IV)  comment  les  osciUatioDs 
d'un  corps  solide  pesant  se  ramènent  aux  oscillations  d'un 
point  maléricl  unique. 

Il  suffira,  pour  déterminer  g  en  divers  points  du  globe, 
de  faire  osciller  le  pendule  en  ces  divers  points,  et  de  comp- 
ter le  nombre  n  d'oscillations  dans  une  minute. 

Voici  un  tableau  de  quelques  résultats  ainsi  obtenus. 


LIEU 
DE  l'oksertation 


Quito,  au  bord  de  U  mer. 
Quito,  dans  la  ville.  .  . 

Alger 

Toulouse 

Uonicaux 

Pari< 

Pélcrsbourç 

Cap  Nord 


LITITCDB 

ilJITUDE 

0»14' 

_ 

0M4' 

»iO- 

36»4T 

_ 

43*36' 

150- 

4I»50' 

— 

48*50' 

— 

59-5T 

>- 

71M0' 

""" 

LONGUEUR 
00  rsincu  gm 

lAT  LA  IB0O»»B 


0-990041 
0-,990030 
0- ,992785 
0»,9953iO 
0-,9î»3ID7 
0-.993855 
0-.994794 
0-^995150 


fAUn 


9-,780l9 
9-.771i7 
9-,798» 
fi«,8Q387 
9-,805ii 
9-p80e95 
9-,8iœ 
9-.82154 
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120.  L'expérience  du  pendule  se  fait  dans  Tair  et  non  pas 
dans  le  vide,  comme  le  supposent  les  équations  que  nous  avons 
employées.  11  y  a  donc  lieu  de  se  demander  si  la  formule 

/=7;i/.  est  modifiée  par  la  résistance  du  milien.  Noos 

allons  voir  qu'elle  subsiste  encore  approximativement  lors- 
qu'on suppose  la  résistance  du  milieu  proportionnelle  au 
carré  de  la  vilesse. 

Soit  A  le  point  de  départ  du  point  mobile;  0A=/; 
AOB  =  a,  récart  initial.  Le  mouvement  du  point  se  fait 
d*abord  dans  le  sens  ABA';  il  s'arrête  en  un  point  k\ 
moins  élevé  que  le  point  A,  puisque  la  résistance  du  mi- 
lieu le  long  du  parcours  A  A'  produit  un  travail  négatif  qui 


\ 


aRCDUIRE.  SOS 

s'ajoute  aa  travail  de  la  pesanteur  dans  le  parcours  BA',  et 
qui  contribue  à  réduire  à  zéro  la  vitesse  du  mobile  le  long 
d'un  chemin  moindre  que  l'arc  AB. 

Nons  allons  chercher  la  durée  du 
Tajet  de  A  en  A^  ce  sera  la  durée  d'une 
oscillation  simple. 

Soit  M  la  position  du  point  au  bout 
cIq  temps  1,  v  sa  vitesse.  On  pourra  re-  a^ 
présenter  la  résistance  de  l'air,  qui  est 
ime  force  tangentielle  en  M  à  l'arc  AB, 
J^  Texpression 


mg 


«g.  74. 


Cette  force  agit  en  sens  contraire  du  mouvement. 

La  pesanteur  mg^  projetée  sur  la  tangente  à  l'arc  AB, 
donne  une  composante  égale  à  mgr  sinO,  dans  le  sens  du 
mouvement  si  0  est  positif. 

L'équation  du  mouvement  est 


dv  .    -  r* 

•I  -jr  =  mgtui9  —  tnç  tj» 


dt 


A« 


ou  bien  en  divisant  par  m, 


W 


dv  .  ^         »• 


dt 


k* 


La  vitesse  v  peut  s'exprimer  en  fonction  de  0  ;  observons 
que  9  est  regardé  comme  positif  quand  le  point  va  de  A  vers 
A%  c'est-à-dire  dans  le  sens  où  l'angle  0  diminue.  Nous  aurons 

donc 


f  = 


^  par  suite 


dv 
dt 


d(* 


Nous  pouvons  simplifier  l'équation  (1)  en  substituant  à 
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sin  0  Tare  0  lui-même.  L'erreur  commise  est  inférieure  à 

^ ,  quantité  que  nous  regarderons  comme  négligeable. 

L'équation  (1)  devient,  après  ces  substitutions  et  ces  trans- 
formations, 

ql 

Divisant  par/,  et  posant  ^=:|A,  quantité  constante,  nous 
aurons  à  intégrer  l'équation 

La  quantité  (i^est  extrêmement  petite  ;  nous  admettrons  qu'on 
peut  développer  0  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  ascendantes  de  (x,  de  la  forme 

P,  P^,  P,,  étant  des  fonctions  de  t  et  de  Tangle  a  ;  et  comme 
nous  ne  cherchons  ici  qu'une  formule  approximative,  nous 
nous  contenterons  des  deux  premiers  termes  de  la  série,  ce 
qui  donne 

(3)  0  =  P  +  Pifi. 

La  fonction  P  est  ce  que  devient  0  quand  on  fait  ix=0.  In- 
troduisons cette  hypothèse  dans  l'équation  (2).  Elle  devient 

équation  dont  Tintégrale  générale  est,  avec  deux  constantes 
arbitraires  A  et  B, 


e=zkcost 


y^^-Bsin^y^. 


Les  constantes  peuvent  être  déterminées  ;  si  l'on  convient 
de  faire  commencer  le  temps  à  Tinstant  du  départ  du  point  A, 

on  doit  avoir  pour  (  =  0,  e=a  et  ^  =0.  Donc 

B=a 
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L'iûtëgrale  de  l'équation  (4)  est 

et,  par  suite,  a  cos  I  i/^  est  la  valeur  de  la  fonction  P. 

Nous   remplacerons  donc,  dans  l'équation   (3),  P  par 

xcost  i/-^  ;  nous  y  remplacerons  aussi  P^  par  a*0^,  en  dési* 

gnant  par  0^  une  nouvelle  fonction  du  temps  t  ;  en  sorte  que 
la  valeur  corrigée  de  0  sera  donnée  par  l'équation 


m  ê^mmt^ 


+  /Mt**|. 


Sous  cette  forme,  on  voit  que  1=0,  donnant  à  la  fois  0=x 

el  jj=0,  donne  aussi  6^=0  et  ^*=  0. 

Nous  déterminerons  la  fonction  0^  en  substituant  la  valeur 
(6)  de  0  dans  Féquation  (2).  DifTérentiant  deux  fois  de  suite 
Tëquaticm  (6),.  il  vient 


P) 


Substituons  ces  valeurs  dans  (2),  développons  les  calculs» 
et  supprimons  les  termes  qui  contiennent  (a  à  une  puissance 
suoérieure  à  la  nremière.  Il  vient  d'abord 


B 


t 


supérieure  à  la  première.  Il  vient  d'abord 

ensuite,  en  réduisant,  supprimant  les  termes  négligeables,  et 
divisant  par  |Aa*, 

(8)  S?+f*«-f**'\/f=*- 
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Pour  intégrer  cette  équation,  il  convient  de  remplacer  le 
carré  du  sinus  par  sa  valeur  en  fonction  du  cosinus  de  Tare 
double.  On  a  en  général 

donc 


iin*f 


Par  suite 


8în«<y/î  =  - 


— costtyî 


2 


expression  qui,  introduite  dans  Téquation  (8),  lui  donne  la 
forme  suivante 


W 


^^2a,-l  +  ico.».V^»0. 


L'intégrale  de  cette  équation  peut  s'écrire 

(10)  ««siH  +  Neos<yï+Poo8S(^. 

M,  N,  Pétant  des  coefficients  constants,  que  nous  allons  dé- 
terminer. On  déduit  d'abord  de  l'équation  (10) 


(") 


(H) 


f  =-Nv/fsln.V^-2Pv/fsm«V^. 
5l=_Hfco..Vl_4Pfcos!UV^. 


Si  Ton  fait  ^ = 0,  0^  se  réduit  à  M  +  N  +  P,  qui  est  par  con- 

do 
séquent  nul,et  -^se  réduit  à  zéro  quels  que  soient  les  coeffi- 
cients N  et  P.  Substituons  dans  Téquation  (9)  les  valeurs  de  0, 

Ma 

et  de  -jr-^j  et  disposons  des  coefficients  M,  N  et  P  de  manière 
à  ramener  cette  équation  à  une  identité.  Il  viendra 


i^N^cos/ 


V^-4Pf  cosa  V^  + f  M+f  Nco.«v/f 
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^aation  qui  se  réduit  d'elle-même  à 
L'identité  est  assurée  si  Ton  fait 


Oa  en  déduit 


3P=i     ou     p  =  î 


Donc  enfin  Téqualion  (10)  devient 

(15)  •t^î-l^w'V/f  +  ô^^Vf' 

et  la  valeur  de  0  fournie  par  l'équation  (6)  prend  la  forme 

114)     e = «co8<  \/f  -h  AMt«Q  - 1  cosi  y/i  +  î  c<>s2<  y/i) . 

ou  bien 

(19)      a=|Ma«  +  r«— ?^)cos<yî-hg/*««cos2<  y/i- 

Pour  trouver  le  point  A'  où  s'arrêtera  le  mobile,  cherchcns  à 

do 
quel  instant  -tt  s'annule  pour  la  première  fois  après  l'instant 

du  départ  correspondant  à  ^=0. 
Différentiant  Téquation  (15),  il  vient 

On  peut  satisfaire  algébriquement  à  cette  équation  de  deux 
manières,  soit  en  posant 

8in<y|=0, 


soit  en  posant 
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Or  cette  seconde  manière  donnerait 


=  0. 


cost 


v/f=- 


3 


3  —  SttK 


S/AOC 


nombre  évidemment  supérieur  à  Tunité  en  valeur  absolue 
lorsque  (x  et  a  sont  des  fractions  très  petites,  ce  que  nous 
supposons  expressément  ici.  Cette  solution  ne  fournit  donc 
pas  pour  t  une  valeur  réelle.  La  première  donne  pour  Tare 


t 


Vi 


dres  son 


et 


Cette  seconde  valeur  donne  t 


y/l 


pour  la  durée  de 


Texcursion  du  point  A  au  point  A^  On  retrouve  ainsi  la  même 
formule  qiue  si  roscillation  avait  lieu  dans  le  vide,  et  par  suite 
la  résistance  de  l'air,  supposée  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  n'altère  pas  la  durée  des  oscillations,  et  ne  change 
que  leur  amplitude. 

Si,  dans  l'équation  (15),  on  fait  (=ic  i/-,  on  auraTangle 
0  qui  fixe  la  position  du  point  A';  il  vient 

i  /  ^u.a*\  i 

Ce  qui  indique  que  la  résistance  de  Tair  réduit  l'angle  d'os- 
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4 

cillaiion  de  la  quantité  ?  \ut*.  Les  angles  d'écart  successirs 

Tontdoncen  diminuant  d'après  la  loi  suivante  :  %  étant  Técart 

initial  du  pendule,  le  premier  angle  décrit  est  2% — =(juz', 

4 
ce  qui  donne  un  nouvel  écart  a  —  ^(jux*=a^;  le  second  angle 

4 

est  par  conséquent  2a^  —  %^n  ^^  l'écart  correspondant  est 

4  4 

a^—  5ixaî=at;  1^  troisième  angle  décrit  est  2x,  —  çr  litaj,  et 

ainsi  de  suite. 

BBACBBTOCHBOIIE  DANS  UN   MIUEU   BÉSISTANT. 

121.  Soit  0  le  point  de  départ  d'un  mobile  M,  assujetti  à 
suivre  une  courbe  OB  tracée  dans  le  plan  vertical,  sous  l'action 
de  son  poids  P,  et  de  la  résistance  F  d'un 
ooilieu  qui  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
Tement,  proportionnellement  à  une  fonc- 
tion donnée,  9,  de  la  vitesse.  On  demande 
comment  il  faut  tracer  la  courbe  OB,  du 
point  0  à  un  point  B  donné,  pour  que  le 
mobile  arrive  à  ce  second  point  dans  le 
moindre  temps  possible.  Fig.  73. 

Ce  problème  a  été  résolu  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler.  Lagrange,  dans  la  leçon  \W  du  Calcul 
de$  fonctions  ^  Va  traitée  par  la  Méthode  des  variations ,  que 
nous  allons  suivre. 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes  menés  par  le  point  0, 
Tun  OX  horizonlal,  l'autre  OZ  vertical  et  descendant.  L'équa- 
tion des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  du  mobile,  dif- 
férentiée  et  divisée  par  la  masse  m,  nous  donnera 

(i)  vdv  =■  gd%  —  f  [v)d9. 


Faisons  d«=d»  v'I-HpS  en  désignant  par  p  le  rapport 

m.  —  aie.  coLLiosoR.  IS 


i 
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dx 

j-;  posons  aussi  v*=u,  et  remplaçons  vdv  par  \  duj  et  f{v) 

par  41  (u).  L'équation  du  mouYement  devient 

(2)  du  —  2p«l»  +  ^  (m)  V^r+pdi  =  0. 

Imaginons  qu'on  altère  infiniment  peu  le  tracé  de  Tare  OB 
entre  ses  deux  extrémités,  et  soit  OM'B  la  nouvelle  courbe 
que  Ton  obtient  par  cette  altération.  Le  mouvement  du  mo- 
bile le  long  de  cette  courbe  satisferait  aussi  à  l'équation  (S), 
dans  laquelle  on  aurait  remplacé  u,  p  el%  par  leurs  valeurs 
relatives  à  la  courbe  OM'B.  Nous  pouvons  admettre  qu'on  passe 
de  la  première  courbe  à  la  seconde  en  conservant  la  même 
valeur  de  x^  et  en  donnant  à  u  et  àp  des  variations  infiniment 
petites  iu  et  ip.  L'équation  (2),  s'appliquant  au  mouvement 
suivant  la  courbe  altérée,  sera  satisfaite  quand  on  y  rempla- 
cera u  par  u  +  8u,  et  p  par  p  +  ip;  retranchant,  on  aura 

(31  Wii  -h  S^  (u)  v/ThPP  dsiu  +.  24»  (11)  .^^^     dz  =  0, 

équation  vraie  pour  tous  les  éléments  correspondants  des 
courbes  0MB,  OM'B. 
La  durée  t  du  trajet  de  0  en  M  est  donnée  par  l'intégrale 


w 


Comme  la  valeur  de  t  est  supposée  minimum  le  long  de 
la  courbe  0MB,  elle  ne  doit  subir  qu'une  variation  infiniment 
petite  du  second  ordre  quand  on  passe  à  la  courbe  infini- 
ment voisine  OM'B,  et  la  condition  du  minimum  est  Sf=0, 
cette  quantité  it  étant  la  variation  de  l'intégrale  précédente 
prise  entre  les  limites  correspondantes  aux  points  0  et  B. 
Nous  aurons  donc 


(5) 


Jo  V« 
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L'équation  (5)  est  une  équation  unique,  qui  s'applique  au 
parcours  entier  OB.  L'équation  (5)  tient  lieu,  au  contraiire, 
d'une  infinité  d'équations  particulières,  qui  établissent  un^ 
relation  entre  les  éléments  correspondants  des  deux  courbes 
que  l'on  compare. 

Multiplions  Téquation  (3)  par  une  fonction  indéterminée 
X,  ce  qui  reyient  à  multiplier  par  un  coefficient  indéterminé 
chacune  des  équations  dont  cette  relation  (3)  tient  la  place, 
puis  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  ainsi  préparées, 
e'est-à-dire  intégrons  entre  les  points  0  et  B  ;  ajoutons  enfin 
iTéquation  (5).  Il  Tiendra  pour  équation  finale,  tenant  lieu, 
grflce  à  l'indétermination  de  X,  des  équations  (3)  et  (5), 

Le  terme  fTidu  se  ramène,  au  moyen  de  l'intégration  pai 
parties,  à  la  différence  )iu  —  fiud\;  et  l'équation  (6)  prend 
la  forme 


m 


la  notation  [xSu]  représente  la  diiïérence  des  valeui*s  prises 

parla  fonction  X8u  quand  on  passe  du  point 0  au  point  B. 

l'ous  pouvons  profiter  de  rindétermination  du  facteur  X 
pour  réduire  à  zéro  le  coefficient  de  lu  sous  le  signe  /  ;  il 
suffit  pour  cela  de  poser 

iS)  ax — «if  (m)  \prrpdi  -+-  iï^l  dz  =  0, 

2u^ 
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équation  que  devra  vérifier  la  fonction  X;  Téquation  (7)  d^ 
viendra  alors 

dx 
Mais  obsenons  que  p=^;  par  conséquent 

«        ,  dix      Ux 

puisque  d%  est  pour  nous  une  constante.  Donc  d%ip^=ldx. 
Pjsons  pour  abréger 

L*intégrale  indiquée  prendra  la  forme 

Jo  Jo 

Aux  limites  0  et  B,  &c  est  nul,  puisque  les  extrémités  de 
la  courbe  sont  données  de  position,  de  sorte  que  l'équation  (9) 
se  réduit  à 

;10)  ïxiu]    —  /    ixdS  =  0. 

L       Jo       Jo 

Le  mobile  étant  supposé  partir  du  point  0  sans  vitesse  sur 
les  deux  courbes,  on  a  en  ce  point  !ti=0;  ce  qui  annule  b 
fonction  X  S  u  à  sa  première  limite.  Pour  l'annuler  à  sa  seconde 
limite,  il  suffit  de  faire  en  sorte  que  X  =  0  au  point  B.  OrX 
étant  assujetti  à  vérifier  Téquation  (8)9  équation  diiférentielk 
du  premier  ordre,  sa  valeur  générale  contient  nécessairemeof 
une  constante  arbitraire,  grâce  à  laquelle  nous  pouvons  ren- 
dre cette  fonction  nulle  en  tel  point  que  nous  voudrons,  au 
point  B,  par  exemple.  Adoptant  cette  définition  particulière 
de  la  fonction  X,  Téquation  de  condition  (10)  se  réduit  à 

et  comme  ix  doit  rester  arbitraire,  nous  devons  avoir  en  tous 
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points  (IV =0,  OU  V=:  constante.  L'équation  de  la  courbe  est 
donc,  outre  Féquation  (2)  et  l'équation  (8), 


(ti)  7î=^[^-^^^*m]=  constante. 


De  l'équation  (11)  on  tirera  X  en  fonction  de  u  et  de  p;  on 
difTérentiera  pour  avoir  dX,  puis  on  substituera  dans  Péquation 
(8)  ;  on  aura  une  équation  qui  contiendra  les  trois  variables 
^>  P^  Sf  et  leurs  différentielles;  jointe  à  l'équation  (2),  cette 
équation  définira  à  la  fois  la  forme  de  la  courbe  et  le  mouve- 
ment du  point. 

\oici  la  marche  suivie  par  Lagrange  dans  ces  opérations. 

Appelons  -p  la  constante  du  second  membre  de  l'équa- 
tion  (11),  et  posons  pour  abréger 

L^équation  (11)  devient 

l^*équation  (12)  différentiée  nous  donne 

(14)  dH  =  -  -^-f2A^(ti)  ifM -H  «♦(•»)  rfA, 

d'où  l'on  déduit 

Substituons  cette  valeur  dans  (8)  ;  il  viendra 
ou  bien 

05)  dXdu  —  [<ffl  —  %^[u)  dX]d%  v^l  -f  p«  s  0. 
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Nous  pouvons  remplacer  dans  cette  dernière  équation  du 
par  sa  valeur  tirée  de  (2)  ;  il  vient  alors 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  commun  d%  et  en  réduisant 
les  termes  semblables, 

(!6;  îgdX-^dB^r^rp^O. 

Cette  équation  est  intégrable.  On  a  en  effet  en  intégrant  par 
parties  : 

=  2^A  — H^TTp-*-  r-7=^=</p  =  constante. 
Hti  4 

Mais  ' ,  =  -7=  en  vertu  de  l'équation  (i3).  Donc  enfin 

va  

b  désignant  une  nouvelle  constante  ;  remplaçant  H  par  ^ — p^  * 

PWà 

il  vient  en  définitive  pour  déterminer  X, 


ou  encore 

(17)  2^>-Jp  =  6. 

PV« 

Substituons  dans  (11)  la  valeur  de  X  déduite  de  (17),  il  viendra 

équation  qui  ne  contient  plus  que  u  et  j>,  et  qui  doit  être 
jointe  à  Téquation  (2).  De  Téquation  (18)  on  tirera  u  en  fonc- 
tion de  p  ;  puis  on  exprimera  du  en  fonction  de  c(p,  et  substi- 
tuant dans  (2),  on  aura  une  équation  différentielle  du  premier 
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ordre  entre  les  variables  p  et  x,  qui  suffira  pour  définir  la 
trajectoire.  Il  faudra  bien  se  rappeler  que  ta  constante  b  a*est 
pas  arbitraire,  car  elle  doit  être  déterminée  de  manière  à 
annuler  la  fonction  X  au  point  B. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  <^  (u)  de  ma- 
nière que  la  brachistochrone  correspondante  soit  une  courbe 
d'espèce  donnée,  définie  par  une  équation  dilfércnlîelle 

(10)  d^^rw'ip- 

Pour  résoudre  cette  question  d'une  manière  générale,  on 
devra  tirer  de  l'équation  {t  S]  la  valeur  de  p  en  fonction  de  u 
et  de  la  fonction  <^  ;  exprimer,  au  moyen  de  l'équation  (19),  dx 
en  fonction  des  mêmes  variables  ;  puis  substituer  dans  (2)  les 
valeurs  de  p  et  de  ds  exprimées  en  fonction  de  u,  <t,  du 
et  d^.  L'équation  résultanle  sera  une  équation  différentielle 
da  premier  ordre  entre  les  variables  u  et  <^,  et  l'intégration 
de  celte  équation  fera  connaître  ^  en  fonction  de  u,  avec  une 
constante  qu'on  déterminera  par  la  condition  que  4>  (u)  soit 
nulle  pour  u  ^  0. 
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122.  Un  point  de  masse  m  pari  sans  vitesse  d'un  point  donné 
A,  et  parcourt  la  droite  inclinée  AC  « 

sous  l'action  de  la  pesanteur  et  du 
frottement.  On  demande  de  tracer 
dans  le  plan  vertical  l]AB  une  courbe 
CD  telle  qu'en  faisant  varier  l'incli- 
naison de  la  droite  AC,  le  point  mette 
un  même  temps  t  à  parcourir  les 
droites  AC,AC',AC".... 

Soit   AB    la    verticale  ;     faisons 
(^^a.  Le  poids  du  point  m  est  mg.  ''''  "" 

D  se  décompose  en  deux  forces,  l'une  h  ,  égale  à  nijcos*, 
*"«ée  suivant  la  droite  AC,  l'autre  k  normale  à  cette  droite 


« 


*  exe  i 


l:  c 


je  leini  sir 
Tiincs  I  m  jniteaiiat  '1  iirr 


-SL  34SI5  'Zxmtmr?  'ia  ■cw^. 
1*  hl  JumOe  rie  cu^de&t  Ji 
iu  point  SOT  laMF 


y  m  -'  in  iLtiiiu  -21  juesrmt.  -a  sa.  'ifasenant  que  Fesp^^ï 
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•K 


pour  c 


=  0. 


e&œ  le  nwi 


:  lime  iherrm»  -sl  ftabîissaoC  mu*  maHam 

JiL^oâ '^siniTz   Id  fc  :air  eusx — f  snx  poom  se  bcCIr 

rj»  X  —  Il 


<<!*Ui  j  umjd 


CSB  3 


^  riqnatûa  Ai  fies  devieni 


f  ^■ 


î-j»  Ttzrfi^sL'^  Tie  arionf-^reace. 


.  r<:*!^  ÎKiir.t  zJLT  k  romt  pe::di!it  ie  tempis  i,  quand  il  lomb 
.  .T^ii-âcî  j*  1:-<l;  àe  IB  Le  point  B  ippartieiil  au  lieu. 
:iT  !•?  :  :-•  1  =:*ea:cis  AI  sooj  Tanzie  Ril=;.  et  élen»5 

*  ^  ■ 

rc  B  ^  CT-.vic  H  zttrpiîLixuhxrc  sur  AB.  La  lon^eur  AI  sen 

r-*ik  ji  ^'[.^  ^-*  oo  obâeDdn  les  points  du  lieu  eu  projclanl 

U  roir.:  I  sur  Ie>  droite^  issues  du  point  A.  Le  lieu  compreoil 
dorjc  Tare  ACS  de  b  deaii-<:irconieience  décrite  sur  AI  comnK 
diar.-.l'e. 

Faisons  tourner  le  plan  BAC  autour  de  la  Tertîcale  ;  dans  ce 
mouvement  Tare  de  cercle  ACB  engendre  une  surface  de  réro- 
on  qui  possirdera  dans  l'espace  la  même  propriété. 


■  Si  l'on  joint  CB,  un  point  pesant,  glissanlà  frottement  sur 
bMc  corde,  et  partant  du  repos  au  |)oint  C,  mettra  encore  le 
s  f  à  la  parcourir.  En  effet,  considérons  la  courhe  AD,lî, 
"métrique  de  ADB  par  rapport  à  la  verticale  AB,  Le  point  glis- 
int  mettra  le  temps  l  à  parcourir  loule  corde  AC,  paitnnl 
a  point  A.  Menons  cette  corde  paruUélement  à  CB  ;  elle  sera 
^le  à  CB,  et  les  conditions  du  parcours  des  deux  cordes  CB, 
B,  seront  les  mêmes. 

tes  tangentes  en  A  et  en  B  à  l'arc  ADB  font  avec  l'horizon  un 
ngle  égal  à  ç.  Ce  sont  les  limites  de  l'inclinaison  S0U5  laiiuelle 
i  point  mobile  tend  à  glisser;  , 

Dur  une  inclinaison  moindre  il  ^"""^ 

îste  en  équilibre  sous  l'action  de  i/\  ^'^i^, 

I  pesanteur  et  du  frottement.  *--.]'        ^^--v 

123.  i:n  plan  AB  fait  avec  Iho-      '^ ^i!::!^ 

izon  BU  un  angle  donné  égal  à  a.  tin  n 

E  point  M,  de  masse  égale  à  m, 

si  lancé  avec  une  vitesse  V  suivant  la  ligne  de  plus  grande 

ente  du  plan,  en  montant  ou  en  descendant.  On  demande  de 

éterminer  le  mouvement  que  va  prendre  le  point. 

Prenons  une  origine  arbitraire  A  sur  la  ligne  que  décrit  le 
point,  et  déGnissons  ses  positions  successives  par  la  distance 

I  =  X  ;  cette  distance  est  comptée  positivement  dans  le 

nsAB. 

La  pesanteur  a  une  composante  mgsina,  dirigée  suivant  h 
igné  de  plus  grande  pente  dans  le  sens  descendant,  et  une 
omposante  mg  cos  a  normale  au  plan,  qui  donne  naissance  à 
in  frottement  mgf  cos  a,  tant  que  le  point  glisse  ;  ce  frottement 
est  dirigé  dans  le  sens  positif  si  le  point  monte,  et  dans  le 

■ns  négatif  s'il  descend. 

L'équation  du  mouvement  est  donc,  en  divisant  par  m, 


k  signe  —  étant  pris  tant  que  le  corps  descend,  et  le  signe  + 
tant  qu'il  monte. 
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Intégrons,  il  viendra 

C  ci  C  étant  des  constantes.  Nous  allons  discuter  cette  équa- 
tion. 

l""  Supposons  d'abord  que  le  point  soit  lancé  dans  le 
sens  MB,  ce  qui  rend  sa  vitesse  V  positive.  Il  faudra  prendre 
le  signe  — ,  puisque  le  Trottement  agit  alors  dans  le  sens  HA; 
supposons  de  plus  que  le  corps  parte  du  point  A,  à  l'époque 
t=0,  avec  la  vitesse  V.  L'équation  du  mouvement  sera,  au 
moins  dans  les  premiers  instants, 

«  =  V<  4-  s  ^'^  (sin«  —  fcosa). 

Mais  ici  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

Si  tanga>f,  le  facteur  sina  — fcosa  est  positif,  les 
deux  termes  de  la  valeur  de  x  sont  tous  deux  positifs,  et 
croissent  indéfiniment  avec  la  valeur  de  t;  le  glissement 
se  continue  toujours  dans  le  même  sens,  et  l'équation  est 
vraie  sans  restriction.  La  même  conclusion  s'applique  encore 
au  cas  limite  où  f=:tanga;  car  alors  le  point,  toujours  en 
équilibre  sous  l'action  des  deux  forces,  conserve  constam- 
ment la  vitesse  V. 

Si,  au  contraire,  tanga</',  ou  si  le  plan  est  incliné 
d'un  angle  moindre  que  l'angle  du  frottement,  le  facteur 
sina  —  fcosa  est  négatif,  et  le  second  terme  de  la  valeur  de 
X  est  de  signe  contraire  au  premier. 

Quand  on  applique  la  formule  à  des  valeurs  de  t  indéfini- 
ment croissantes,  x  devient  négatif  pour  les  très  grandes  va- 
leurs de  t;  or  ceci  suppose  que  le  point  mobile  remonte  dans 
le  sens  BA,  après  avoir  descendu  le  plan  dans  le  sens  AB,  ré- 
sultat évidemment  impossible.  D'ailleurs  l'équation,  établie 
dans  l'hypothèse  que  le  glissement  a  lieu  dans  le  sens  AB,  ne 
doit  plus  s'appliquer  au  cas  où  le  mouvement  aurait  lieu  en 
sens  contraire.  Pour  savoir  jusqu'à  quelle  limite  le  mouve- 
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ment  est  défini  par  Téquation  obtenue,  nous  chercherons  le 

dx 
signe  de  la  iritesse  -rr  du  mobile.  Il  vient,  en  difîérentiant^ 

dx 

-Tj  «=  V  4- ^  (sin  or  — /"cos  «  ). 

La   vitesse  reste  positive  tant  que  t  est  moindre  que 

V 

—77 : — r  ;  cllo  dcvieut  nulle  quand  t  prend  cette  va- 

gifcosa — sma)  ^  '^ 

leur.  L'équation  ne  doit  plus  s'appliquer  au  delà,  car  elle  don- 

nerait  pour  ^  une  valeur  négative. 

Hais  alors  le  mobile,  parvenu  en  un  point  où  sa  vitesse  est 

nulle,  est  comme  un  point  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  d'une 

inclinaison  inférieure  à  l'angle  du  frottement.  Dans  de  telles 

conditions,  il  ne  tend  pas  à  se  mouvoir,  et,  par  conséquent^ 

dx 
aiudelàde  l'époque  pour  laquelle  l'équation  rend  ^  égal  à  zéro, 

le  point  reste  indéfiniment  en  repos. 

^  Examinons  ce  qui  se  passe  quand  le  mobile  est  lancé  de 
l>as  en  haut.  Alors  Y  est  négatif,  et  Téquation  du  mouvement 
«Jevient 


ol  par  suite 


x=iyi-^^gl*  (sina  4-  /"cos»). 


•^  =  V  4-  ^<  (sina  -♦-  fcosa). 


I-e  multiplicateur  du  second  terme  est  toujours  positif. 
Mais  V  étant  négatif,  il  arrive  un  instant  où  -7-  change  de  si- 
S^e  :  il  ÇQ  Q^i  ainsi  quand  on  donne  à  t  la  valeur  positive 

,= zil 

9(sina-H/*C0Sa) 

^'  1  on  continuait  à  attribuer  à  t  des  valeurs  croissantes  à 
^^^^^  de  cette  limite,  la  vitesse  ^  serait  positive,  le  point 
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descendrait  au  lieu  de  monter,  mais  en  même  temps  Fèqni- 
tion  ne  s'appliquerait  plus,  car  elle  suppose  que  le  froliemat 
s'exerce  dans  le  sens  descendant.  A  paiiir  de  la  Yaleor  iti 
qui  vient  d'£tre  indiquée,  le  point  mobile  restera  indéfiaifflat 
en  repos  si  Tangle  a  est  égal  ou  inférieur  à  Tangle  da  Ihl- 
tement;  il  se  trouve  alors  posé  sans  vitesse  sur  uopla 
où  le  frottement  détruit  intégralement  la  composante  de  li 
pesanteur.  Si,  au  contraire,  a  est  supérieur  à  Tangle  Ai 
frottement,  le  point  glissera  en  descendant  après  s*étre  arrêté, 
et  tout  se  passera  comme  s*il  partait  sans  vitesse  de  la  posi- 
tion où  Ta  laissé  le  mouvement  ascendant;  par  suite,  sqq 
mouvement,  dans  cette  nouvelle  période,  est  défini  par  l'équa- 
tion 

en  comptant  les  abscisses  x  à  partir  du  nouveau  point  it 
départ. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  immédiatement,  dus 
tous  les  cas,  les  positions  où  le  point  s'arrête  ou  change  de 
mouvement. 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  bas,  sur  un  plan  asseï  peu  is* 
clinë  pour  que  tanga  <  /*,  il  parcourra  jusqu'à  Tarrét  D,  surb 
ligne  de  plus  grande  pente,  un  espace  x  tel  que  sa  demi-foroe 
vive  initiale  ^mV  soit  réduite  à  zéro  par  la  somme  algébri- 
que des  travaux  de  la  pesanteur  et  du  frottement,  c'est-i-dire 
par  la  différence  mgf  cos  a  x  x  —  mj  x  x  sin  a.  On  aura  donc 

\^  V«         C08^ 

Igt/cos  a  —  siu  a)       *ig  siii  (^  —  «)* 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  haut,  il  cessera  de  monter  qnanJ 
le  travail  négatif  de  la  pesanteur  et  du  frottement  aura  ré- 
duit à  zéro  sa  demi-force  vive  initiale  \my^^  c'est-à-dire  lors- 
qu'il aura  parcouru  la  longueur 


X=r 


V«  ^V«       cosf 


2y  /cos  a  -H  sin  a)       î^  siii  (^  4-  «)  " 

De  là  résulte  la  construction  suivante  :  soit  AB  le  plan  io- 
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»t 


clinë,  M  le  point  de  départ  du  mobile  ;  sur  la  verticale  MJ  de 

ce  point,  prenons  une  longueur  MC=^,  hauteur  due  à  la 

litesse  initiale  Y.  Par  le  point  C,  menons  deux  droites  CP,  CQ, 
fusant  avec  l'horizon  BH  des  angles  égaux  à  l'angle  9  du 
firoltement.  Ces  deux  droites  couperont  la  droite  AB  en  deux 
points  D  et  E  qui  seront  les  points  d'arrêt  du  mobile. 


D   Q 


Pig.  78. 


En  effet,  on  a  dans  les  triangles  ClfD,  CME, 


MDsMCx 


sinMCD 
siu  MDC 


=rMCX^ 


sinMCE 


sinMEG 


11       CQSy 
îg  siii(f  — a)' 

2^  sm(f -f-aj' 


l'existence  du  point  d'arrêt  D  suppose,  comme  nous  l'a 
indiqué  l'analyse  du  problème,  que  le  plan  BA  fait  avec  l'ho- 
rizon un  angle  a  plus  petit  que  Tangle  f . 

vodthient  gêiiêral  D'un  point  pesant  sur  um  plan  incliné, 

QUAND  ON  TKNT  COMPTE  DU  FROTTEMENT. 


124.  Désignons  par  m  la  masse  du  point  et  par  a  l'angle  du 

plan  avec  l'horizon.  Le  poids  mg  du  point  mobile  se  décom- 

P^  en  deux  forces,  l'une  mg  sina,  dirigée  suivant  la  ligne 

^^  plus  grande  pente  du  plan,  l'autre  mjfcosa,  normale. 

^^e-ci  mesure  la  pression  qui  s'exerce  entre  le  point  et  le 

^'^,  et,  par  suite,  tant  que  le  glissement  aura  effectivement 

^^u,  le  point  subira  de  la  part  du  plan,  en  sens  contraire 
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de  son  mouvement,  un  rroUement  égal  à  mgfcosa^  fêtant  le 
coefficient  du  frotlement. 
Rapportons  le  mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  tracèi 

dans  le  plan  donné ,  Tun  OX  sainnt 
l'horizontale,  Fautre  OT  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente  dans  le  sens  mon- 
tant. Soit  OA  la  trajectoire  décrite  pr 
le  mobile  dans  le  sens  OA  :  en  une  po* 
sition  quelconque  M,   il  sera  sollicité 
par  deux  forces  constantes  en  gra- 
dcur,  l'une  MF  parallèle  à  OY  et  égak  î 
mjfsina,  Fautre  MF%  tangente  à  la  tra- 
jectoire, dirigée  en  sens  contraire  da 
mouvement  cl  égale  à  tngfcosa.  La  première  a  seule  une 
direction  constante. 

Les  accélérations  correspondantes  à  ces  forces  sont  gsim 
cl  gfcos  a. 

Construisons,  en  un  point  C  du  plan,  Tindicatrice  des  accé- 
lérations totales.  Pour  cela  menons  une  droite  GB  parallèle  à 
la  tangente  MT  en  un  point  M  de  la  trigecloire,  et  prenons  sur 
icttc  droite,  à  partir  du  point  C,  une  longueur  CB  égalai  la 
vitesse  V  du  mobile  en  M;  répétons  la  même  construction ea 
un  point  M' infiniment  voisin,  ce  qui  nous  donnera  un  nou- 
veau rayon,  Œ=v  +  dvy  de  Tindicatrice.  Pour  passer  delà 
vitesse  v  à  la  vitesse  t;  +  dVy  il  sufûra  de  composer  avec  la  pI^ 
micre  une  vitesse  acquise  élémentaire  égale  à  gsiaadi,  dans 
le  sens  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan,  et  une  antre 
vitosbc  acquise,  égale  à  gfcosadty  parallèle  à  la  vitesse  rrf 
de  sens  contraire.  Prenons  donc  sur  la  figure  une  longueur 
BD=(/sin  a  dty  parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente,  pois 
une  longueur  Dïi'=gfcoscLdty  parallèle  à  BC;  nous  passerons 
par  le  contour  BDB'  du  point  B  de  Findicatrice  au  point  F, 
infiniment  voisin. 

Cette  construction  nous  permet  de  trouver  Féquation  de 
riiidicatrice  UG  en  coordonnées  polaires;  nous  prendrons  le 
point  C  pour  pôle,  la  ligne  de  plus  grande  pente  montante 
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CZ  pour  axe  polaire  ;  Tangle  polaire  ZCB  sera  égal  à  l'angle  0, 
que  la  tangente  à  la  trajectoire  fait  avec  Taxe  0¥  ;  le  rayon 
irecteur  CB  sera  égal  à  la  vitesse  v. 

Projetons  les  points  D  et  B'  en  E  et  H  sur  la  direction  du 
rayon  CB;  nous  aurons 

HB  =  BE  +  EH  =  BDeosO  +  DD% 

OU  bien 

—  cfv  =  gsinoLdi  x  cosd  4-  gfcosadt, 

OU  encore 

dv 
(1)  -^  =  — ^sinacosô  —  gfcosKf 

et  de  plus 

HB'rr:  CB'  xd9=z  BDsinO  =  gûnadl  X  sinO, 

équation  qui  devient,  en  remplaçant  B'C  par  i;  +  dv^  puis  en 
effaçant  le  terme  du  second  ordre  dv  d^^ 

(3)  V  j  =gsinxsm$. 

Divisons  membre  à  membre  l'équation  (1  )  par  l'équation  (2) , 
il  viendra 

^'  vd9  sinO      tangasind' 

équation  dilTérentielle  de  l'indicatrice  B6. 
On  peut  l'écrire  sous  la  forme 

dv       cos9dB  f       d$   ^^ 

V         8in9        tangoc  siii0        ' 

ce  qui  donne  en  intégrant 

f 

«sinOx  |tang|j    °^ *  =  constante. 

f 

Posons,  pour  simpliGer  l'écriture,  — ^ — =*,  et  rempla 

çons  la  constante  par  une  lettre  A;  il  viendra  pour  l'équa- 
tion de  l'indicatrice 

(4)  «8in9tang*|  =  A. 
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Le  cas  où  f=tanga  doit  être  remarqué.  On  a  alors  ic=l  ;  le 

produit  sin  0  X  tang  5  se  réduit  à  2  sin^  0,  et  Tindicatrice  a 

pour  équation 

^^     A     _      k     . 

( 'est  Téquation  d'une  parabole  GB  rapportée  à  son  foyer  C  el  à 

son  grand  axe  GZ  (6g.  80). 

z  Connaissant  Téquation  de  rindicatrice, 

c'cst'à-dire  la  Taleur  de  v  en  fonction  del, 

il  sera  facile  d'achever  la  solution  par  de 

simples  quadratures.  On  aura  d'abord  kT^ 

leur  du  temps  t  au  moyen  de  réquation  (il, 
qui  donne 

Vig.  80.  .,  Ml» 

ar  ss  .    -  » 

guamsinê 

OU,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur  tirée  de  (4), 

Ad0 


\5)  diz= 


9  sin  K  tin*  0  tang ^^ 


Pour  avoir  les  coordonnées  x=OP,  j/=PM  du  mobile 
(fig.  79),  on  observera  qu'on  a 

dx  =  vtïnBdt 
dy  =  vcosBdt, 

Remplavnnt  v  et  dt  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  6, 00 
obtiendra  les  équations 

/   .             A  Ad$  A*  d9 

dx  = X  _  »» 


(G) 


tanp    -       ^sin«sin«0tang*j      ^  sin«0tang**- 

Sy^  A  ^^^  Arfg  ^     A»  coserfj^. 

tang  0  lang*|       ^sin«  sin» 0 tang* î       ^**"*  sin»0!ang"j 
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Les  quadratures  se  ramènent  aisément  à  l'intégration  de 
fonctions  simples  ;  posons  en  effet 


Ung  s  «■  tf . 


11  viendra 


2ti  1— tt* 

Sinls:?-; r,        COi0=:r-- rt 

do  r=  2(/arctangtf  =  .        ,  ; 

ce  qui  donne  aux  équations  (4),  (5)  et  (6)  les  formes  sui- 
vantes ; 


^       AgsinaJ      u**"*"' 


W 


125,  Discussion.^ —  Pour  que  ces  équations  soient  appli- 
cables indéfiniment,  il  faut  que  le  mobile  n'ait  jamais  une  vitesse 
nulle;  car  un  point  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  incliné  y 
demeure  indéfiniment  en  repos  si  Ton  a  tanga=ou  </*,  et 
descend  avec  un  mouvement  accéléré  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  pente  si  tanga>/'.  La  loi  du  mouvement  change  donc 
ï  partir  de  1  instant  pour  lequel  on  a  v  =  0. 
Or,  en  vertu  de  l'équation  (7),  t;  =  0  suppose  le  rapport 

--Xm- infiniment  petit,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  une 

^aleurinfinimentgrande  de  u.  SiTon  fait  u=  oo  dans  ce  rapport, 

"  prend  la  valeur  0  si  fc  >  1 ,  la  valeur  1  si  fc=  1 ,  auquel  cas 

A 
^  f^eni  la  valeur  finie  -x ,  et  enfin  une  valeur  infinie  si  t  <  1 . 

,  *^  vitesse  ne  peut  donc  s'annuler  que  si  fc>  1,  c'est-à-dire 
^' le  plan  fait  avec  Thorizon  un  angle  moindre  que  l'angle  du 

>n.  —   MÉC.    MLUGX05.  15 
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frotlcmeni.  Elle  s*annQle  alors  pour  •  i^x,  car  cette  hypothèse 
rend  infini  ti=tang5. 

Mais  il  faul  vérifier  qae  œtte  valeur  0=:x  correspond  àooe 
\:ilt  ur  finie  da  temps  I.  Pour  le  reconnaître,  faisons  la  qn 
«-ijtuie  indiquée  dans  l'équation  (8).  Il  viendra 

C  i  tant  une  constante  définie  par  les  circonstances  initiales 

iu  nh<u\oment.  Si  ib>  1,  les  deux  termes  qui  contiennenii 

in  iVinminateur deviennent  infiniment  petits  quanducnl 

ju  delà  de  toute  limite,  de  sorte  que  Tangle  0  atteint  la  vileort 

AC 
•ùi  lout  d'un  temps  fini,  égal  i  ^ — : — • 

'         ^^       S^sina 

Si  1;  =  I ,  rintéjrale  change  de  forme.  On  a  aloi^ 
iO  qui  donne 


11 


:.  iiiiliii  rend  aussi  I  infini,  et  jamais  l'angle  S  ne  derieil 

f-,.  I  à  -, 

Kmni  51 1<1,  ou  si  le  plan  est  incliné  à  l'horizon  fvB 
,.vA:  siijèîioiii  à  Tande  du  frottement,  la  valeur  de  t  s'ei- 
i  lime  eucoio  par  ré^oation  (10),  mais  le  terme 

i 

I  —  * 

i^t  alors  positif  et  croit  indéfiniment  avec  u;  de  sorte  q« 
Tirn^le  0  ne  devient  encore  égal  &  ^  qu'au  bout  d'un  temps 

infini. 
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L'abscisse  x  peut  avoir  une  limite  finie  ;  on  l'obtiendra  en 
intégrant  la  première  des  équations  (9)  ;  ce  qui  donne 

A  une  iraleor  infime  de  u  correspond  une  valeur  finie  pour  x 
si  2fc>>l  ;  dans  ce  cas  la  trajectoire  a  pour  asymptote  une 
Ugne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Si,  au  contraire, 
2kc=l  ou  ik<i  i,  X  croit  sans  limite  en  même  temps  que  n, 
et  la  trajectoire  s'éloigne  indéfiniment  de  Taxe  OT. 
Le  tableau  suivant  résume  cette  discussion. 


«p 


■* 


nmia  cas 


*>1 


tânga.</l 


Mvxitaa  CAS 


k:^i. 


tangcss/l 


TBOISlftlB  CAS 


'•*<i.  et>5. 


UDga  compris  entre 
f  e»  «A 


'•*=lo«<{. 


tang  a  =  2/"  ou 


Le  point  mobile  s'arrête,  sa 
vitesse  devenant  nulle  au 
bout  d'un  temps  fini. 


Le  point  mobile  continue  indé- 
finiment son  mouvement; 
ta  vitesse   tend  vers  une 

limite  constante  ^ .  La  tra- 
jectoire a  une  asymptote  di- 
rigée suivant  la  ligne  de 
plus  gmnde'pente. 


Le  point  mobile  continue  in- 
définiment son  mouvement, 
et  la  trajectoire  s'approche 
indéfiniment  d*une  asymp- 
tote dirigée  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente. 


Le  mouvement  se  continue  in- 
définiment, et  éloigne  indé- 
finiment le  mobile  dans  le 
sens  horizontal. 
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BIOUVEMEKT  d'uN  POINT  PESANT  SUR  UNE  COURBE  FBE  CONTENUE  DANS  UN 

PLAN  TERTIGAL. 


126.  Soit  OA  la  courbe  donnée,  que  nous  supposerons  rap- 
portée à  deux  axes  fixes  tracés  dans  son  plan,  Tun  OX  horizon- 
tal, l'autre  OT,  vertical  et 
dirigé  de  bas  en  haut. 

Nous  admettrons  pour 
fixer  les    idées   qjae  la 
courbe  OA  soit  tangente 
en  0  à  Taxe  OX  ;  qu'elle 
tourne  sa  concavité  vers 
le  haut;  qu'enfin  le  point 
mobile  M  soit  lancé  à  par- 
tir du  point  0  avec  une 
vitesse  donnée,   dirigée 
dans  le  sens  positif  OX; 
nous  allons  étudier  le  mouvement  qull  prendra  le  long  de 
l'arc  OA  jusqu'à  l'instant  où  sa  vitesse  deviendra  nulle. 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  : 
Le  poids  m$f,  dirigé  parallèlement  à  OT,  mais  dans  le  sens 
négatir; 

Et  la  réaction  de  la  courbe  ;  cette  force  se  décompose  en 
deux,  l'une  normale  N,  Tautre  tangentielle,  égale  à  fN  tant  que 
le  glissement  a  lieu.  Celle-ci  est  dirigée  suivant  la  tangente  MK 
à  la  trajectoire,  et  dans  le  sens  MK  opposé  au  mouvement  du 
mobile. 

La  réaction  N  est  située  dans  le  plan  osculateur  à  la  trajec- 
toire, c'est-à-dire  ici  dans  le  plan  vertical  YOX.  En  effet,  la 
résultante  des  forces  mg^  N  et  /*N  est  la  force  totale  qui  solli- 
cite le  point  mobile  supposé  libre.  Elle  est  donc  contenue 
dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  qu'il  décrit.  Or  les 
forces  mg  et  /N  sont  déjà  situées  dans  ce  plan.  Donc  il  en  est 
de  môme  de  la  force  N. 
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Soil  9  l'angle  de  la  tangenic  avec  l'axe  des  x.  Décom- 
posons les  forces  suîvanl  la  tangente  MT  et  la  normale  MN. 
la  force  mg  a  pour  composantes  mgcose,  suivaQt  le  prolon- 
gement de  la  normale,  et  mg  sin  0  suivant  la  tangente,  en  sens 
conU'air<3  du  mouvement. 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M  ;  nous 
lOrons  les  deux  équations  : 


Nous  allons  déterminer  V  en  fonction  de  l'angle  6.  Soit  ils 
'élL'inent  de  l'arc  décrit  par  !e  mobile  dans  le  temps  dt  ;  nous 
lUrons 
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L'équation  de  la  tourbe  OA  étant  connue,  M  poiim  eiprr- 
mer  en  fonction  de  ft  les  coerdondées  y  et  a?,  pois  former  la 
fonction 

(5)  y  +  /i=F(d). 

d*oii  Ton  déduit  en  dtifîérefltiaiii 

Substituons  dans  Téquation  (4)  ;  il  viendra 

équation  linéaire  du  premier  ordre  entre  les  tariaMii  t>*  et  0. 
Posons  v*=su;  FéqnatioR  devient 

rintégrale  générale  est,  en  désignant  par  G  une  constante 

arbitraire, 

il  »  «-^  [c  — 8^  r*V»F' (eirfal 
et  par  suite 


(7)  r  =  i/«-*^rC  — 2y  rc*^F'(6)d«]. 


Connaissant  v  en  fonction  de  0,  on  en  déduira  v  en  fonc- 
tion de  Tare  Sj  qui  est  lui-même  exprimable  en  fonction  de 
0;  puis  une  seconde  quadrature  déterminera  la  valeur  do 
temps  t. 

Si  la  vitesse  t;  devient  nulle  en  un  point  où  Fangle  0 
soit  au  plus  égal  à  Tangle  du  frottement,  le  mobile  s'ar- 
rête en  ce  point,  et  le  mouvement  ne  se  prolonge  pas  au 
delà. 

Si,  au  contraire,  la  vitesse  v  devient  nulle  en  un  point  pour 
lequel  Fangle  0  soit  supérieur  à  l'angle  du  frottement,  le  mo- 
bile parvenu  en  ce  point  s'arrête,  puis  revient  sur  ses  pas. 
Les  équations  de  son  mouvement  sont  alox^,  en  comptant 
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jours  posilîvemcnt  les  vitesses  dans  le  sens  OA  des  arcs 
Htirs, 

m  --  =  — nijsiiie-+-/T, 


—  niscos  0. 


On  a  encore  les  trqualions 


isque  V,  lis  ci  rfô  sont  ni^galirs  ensemble  pendant  cette  pé- 
de  du  mou\ement.  La  seule  tnoditicatioii  à  introduire  dans 
calcul  consiste  donc  &  changer  /"en  —  f.  L'équation  (4)  de- 
nt 

m  {vdu  —  /'ii'dfl)  =  —  mg  {dii  —  fdi), 

sorte  que  la  fonction  F  (0)  doit  changer  de  forme  ;  au  lieu 
repn'-senlcr  la  somme  y-i-fx,  elle  représente  la  diffé- 
Ke  y  —  fx.  Si  l'on  appelle  'I>  (D)  cette  nouvelle  fonction, 
aura  pour  tes  vitesses  dans  la  période  descendante 


ttc  équation  sera  applicable  jusqu'au  point  de  la  trajectoire 
oiï  elle  attriiiue  à  v  la  valeur  zéro.  Alors  le  mouvement  s'ar- 
rftte  si  0  est  au  plus  égal,  en  valeur  absolue,  à  l'angle  du 
frotlcmenl  ;  il  se  prolonge,  au  contraire,  et  l'équation  (7)  de- 
vient de  nouveau  applicable,  si  ô  est  supérieur  en  valeur  ab- 
solue à  cette  limite. 

127.  RcMAiiQi^t.  — Les  fonctionsF  (0),  4>|0)  et  leurs  dérivées 
F'(6),  *I»'(6)  peuvent  élre  représentées  par  des  dioiles  sur  la 
figure.  Occupons-nous  seulement  des  fonctions  K  et  F'. 

Par  le  point  0  menons  une  droite  OF,  faisant  au-dessous  de 
l'aie  OX  un  angle  FOX  égal  à  l'angle  ?  du  frottement.  L'équa- 
tion de  cette  droite  sera 

y  +  f^  =  0. 


La  fonction  F  (0)  exprime,  pour  chaque  point  M  de  la  courbe, 
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la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  cette  droite  OF,  ou 
la  longueur  MC  comprise  sur  l'ordonnée  entre  la  droite  et  la 
courbe. 
Pour  avoir  de  même  la  représentation  de  la  dérivée  F'(6), 

observons  que  cette  fonction  est  égale  à   ■    .  ' —  Or  nous 

avons 

dy  =z  dêûaB  r=  pûnBdOf 
dx=:pco%9d9; 


donc 


dy-^fdx        #.*./.      *%         8in{ê-f  ©) 


9  étant  l'angle  du  frottement. 

Soit  P  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  Menons 
par  le  point  P  une  horizontale  PS,  et  par  le  point  H  une  per- 
pendiculaire IS  à  la  droite  OF.  Nous  formons  ainsi  un  triangle 
MSP,  dans  lequel  Tangle  S  est  le  complément  de  l'angle 
FOX =9,  et  l'angle  M  est  égal  à  l'angle  MKF  des  droites  MT, 
OF,  ou  à  la  somme  6-4-9.  ^^^^ 

PS  _   sin(e-f  y)    _  Sin(e4-y) 
PM  —  sin(90»  —  9)  ""       cosf      • 

et  par  suite  PS=P(ô). 

On  peut  observer  que  le  triangle  MPS  est  semblable  au 
triangle  KCM,  et  que  les  côtés  MC,  PS  qui  représentent  les 
fonctions  F\ô),  F'(ô),  sont  homologues. 

128.  Aiyplication  au  cercle.  —  Soit  R  le  rayon  du  cercle. 
Nous  aurons 

F'(6)  =  R(sin6  4-/'cose), 
fe'^¥'{B)d$  =  R  Çe^f^sinedO  4-  ^f  fe^^co^ede. 

L'intégration  par  parties  donne  immédiatement 

Ce^f^smBde  ±=  —  c*/*cose  +  ^f  Çe'^cotBdB, 
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D'où  Ton  déduit,  en  résolvant  par  rapport  aux  intégrales  : 
etTéquation  (7)  devient 

On  pourra  déterminer  la  constante  G  en  exprimant  que, 
pour  6=0,  t^  a  une  valeur  connue  t^p,  ce  qui  donne 

le  point  d'arrêt  du  mobile  dans  sa  course  ascendante  corres- 
pond à  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 


CHAPITRE  PREMIER 

THéORèME  QÉNiRAL  DE  D'ALBHtlUT 


• 

.  Lé  dynamique  des  systèmes  matériels  se  déduit  de  la 
ique  du  point  isolé.  Un  système  matériel  est  toujours 
d^un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  points  matériels^ 
les  uns  aux  autres  soit  par  des  forces,  soit  par  des 
8  qu^on  peut  remplacer  par  des  forces  équivalentes. 
os  les  équations  du  mouvement  de  chacun  de  ces  points» 
iction  des  forces  données  qui  les  sollicitent  et  des  forces 
lues  qui  tiennent  lieu  des  liaisons;  nous  formerons 
on  groupe  d'équations  simultanées  qui  déterminent 
stnent  le  mouvement  du  système  à  partir  d*un  état  ini* 
nné. 

kéarime  de  fAUmbert  est  une  loi  générale  du  mou- 
t  des  systèmes  matériels  :  il  est  fondé  sur  une  re- 
e  que  nous  avons  déjà  faite  à  l'occasion  du  mouve- 
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contraire  de  l'accélération.  Le  théorème  de  d^Alembert 
n'est  que  l'extension  de  cette  remarque  presque  évidente  au 
mouvement  d'un  système  composé  d'autant  de  points  qu*cm 
voudra. 

130.  Soient  H,  H',  H'^...  les  différents  points  qui  compo- 
sent le  système  ; 

Appelons      m,  m\  m'\ . .  •  leurs  masses  ; 

j,  /,  /\...      leurs  accélérations  totales  à  an 

instant  donné,  défini  par  une 
valeur  particulière  du  temps  t. 

Nous  désignerons  par 

F,  F\  F'',...    les  forces  données  qui  sont  ap- 
pliquées   directement   à  ces 
points, 
et  par  R,  R',  R''t ...  les  forces  résultantes  inconnues,   , 

tenant  lieu  des  liaisons  qui  agissent  respectivement  sur  cba- 
cun  d'eux. 

A  ri  nstant  donné,  le  point  M  peut  être  considéré  comme  libre, 
pourvu  qu*à  la  force  F,  directement  appliquée  à  ce  point,  oa 
adjoigne  la  force  R,  résultante  de  toutes  les  liaisons  auxquelles 
il  est  soumis.  11  y  a  donc  équilibre  à  ce  même  instant  entre  la 
force  F,  la  force  R,  et  la  force  d'inertie  du  point,  —  m].  De 
même  il  y  a  équilibre  autour  du  point  M'  entre  les  forces 
F',  R'  et  —m'ï,  autour  du  point  M"  entre  F",  R"  et  —  m'f, 
et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  points  du  système.  Remarquons 
bien  qu'il  s'agit  là  d'un  équilibre  entre  des  forces,  ce  qui 
n'implique  pas  l'équilibre  effectif  du  point  auquel  elles  sont 
appliquées,  car  l'une  des  forces  qu'il  faut  joindre  aux  forces 
réelles  pour  satisfaire  à  cet  équilibre  idéal  n'est  qu'une  pure 
conception  de  l'esprit.  Pour  distinguer  un  tel  équilibre  fictit 
de  l'équilibre  réel  entre  des  forces  sollicitant  un  mém^ 
point,  on  donne  quelquefois  au  premier  le  nom  d'/giitfiM'^ 
dynamique. 

Chacun  des  points  M,  M',  H"....  étant,  à  l'instant  considère' 
soumis  à  des  forces  qui  se  font  équilibre,  en  comprenant  da^ 
ces  forces  la  force  d'inertie,  nous  dirons  pour  abréger,  en 
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saot  abstraction  du  mouvement,  que  le  point  est  à  cet  instant 
en  équilibre  sous  Faction  de  ces  forces,  et  par  suite  que  le  sys- 
tème matériel  composé  de  tous  ces  points  est  lui-même  en 
équilibre  à  chaque  instani,  sous  l'action  commune  des  forces 
données  F,  des  forces  inconnues  R  et  des  forces  d*inertie  — mj. 
Prenons  donc  le  système  dans  la  position  qu'il  occupe  et 
faisons  abstraction  du  mouvement  qui  l'amène  à  une  position 
Toisine.  Tout  se  passe  à  l'instant  considéré  comme  si  le  système, 
assujetti  aux  liaisons  qui  équivalent  aux  forces  R,  était  en  équi- 
libre sous  l'action  des  forces  données  F  et  des  forces  d'inertie 
— mj.  11  sufGra  par  conséquent  d'écrire  les  équations  d'équi- 
libre de  ce  système  à  liaisons,  sous  l'action  commune  des 
forces  F  et  —mjj  pour  avoir  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  système,  car  ces  équations  nous  donneront  à 
chaque  instant  les  accélérations  totales,;,  de  ses  divers  points. 
131.  Le  théorème  du  travail  virtuel  (II,  §  135)  permet 
d'exprimer  par  une  seule  équation  toutes  les  conditions 
d'équilibre  d'un  système  quelconque.  Si  X,  Y,  Z  sont  les  com- 
^antes  parallèles  aux  axes  de  la  force  appliquée  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x^  y,  «,  la  condition  générale  de 
l'équilibre  du  système  est 

les  déplacements  virtuels  &r,  §t/,  Sx,  étant  supposés  compa- 
tibles avec  les  liaisons  ;  c'est  à  cette  condition  seulement  que 
les  forces  tenant  lieu  des  liaisons  sont  éliminées.  Quand 
les  déplacements  virtuels  restent  quelconques,  l'équation 
gioérale  devient 

eiidésignant  par  x,  t,  z,  les  composantes  parallèles  aux  axes 
des  forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons. 

La  seule  modification  à  introduire  dans  cette  équation  pour 
passer  du  repos  au  mouvement,  et  de  l'équilibre  réel  à  l'équi- 
iJbre  dynamique,  consiste  à  joindre  aux  forces  X,  Y,  Z,  les  for- 
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ces  d'inertie  décomposées  suivant  les  axes,  et  dont  les  confo- 
santes  sont  (§  73) 

de  sorte  que  l'on  aura  pour  Inéquation  générale  du  m(N^^ 
ment  du  système  donné,  Téquation  suivante 

quand  on  laisse  Sac,  !y»  &s«  complètement  arbitraires,  et  Tè^ 
tion 

.    ,[(x_.5),..(t-.g),,  +  (x-«g),.]=, 

quand  on  assujettit  les  déplacements  virtuels  Sx,  8y,  Ss  i  ot» 
Taire  aux  liaisons  auxquelles  le  système  est  soumis,  de  i 
fu're  à  éliminer  les  forces  R. 

De  ces  deux  équations,  la  première  n'apprend  rien  de  m 
vtau,  car  l'indétermination  complète  des  facteurs  2de,  ^,iik 
sépare  chaque  terme detousles  autres,  et  conduit  àégaleriihi 

thaoïinodes  fonctions  X -4- x — •^-jt?»  Y  H- y  —  m — j,  etc.; 

ou  d^autres  termes,  le  théorème  de  d'Alembert  ainsi  cimfà 
anu'ne  à  po<or  les  équations  du  mouvement  de  chaque  poirt 
i  .•::>ulêiê  Si  ul.  U  n'y  aurait  là  aucun  progrès  sur  la  dynamiq» 
«:>i  |»oinl.  Mais  la  seconde  équation,  celle  que  nousappeloB 
I  iNjualion  (l),  a  une  tout  autre  portée  ;  car,  moyennant  b 
ii^^lriclu»n  imposée  aux  facteurs  indéterminés  5x,  îy,  ^ 
Ho  ôliinine  les  forces  dues  aux  liaisons,  x,  y,  i,  et  bobs 
loiine  en  «iêtinilive  les  équations  différentielles  dumouyemeat 
lu  syslènie  indépendamment  de  ces  forces  inconnues.  Kobs 
allons  fiiiro  voir  qu'on  peut  tirer  de  Téquation  (1)  toutes  te 
équations  diltÏMvnlielIesdu  mouvement  d'un  système  lorsque 
hs  liaisons  <ont  exprimées  par  des  équations  entre  Je  imfi 
ol  los  (  (ïortlonnées  des  différents  points. 


f 
( 
( 
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i32.  Nous  supposerons  que  le  système  matériel  dont  on 
cherche  le  mouvement  comprenne  n  points,  dont  les  coordon» 
nées  sont  x^,  y^y  %^  pour  le  premier,  x,,  y,,  %^  pour  le 
second,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier,  qui  a  pour  coor- 
données Xn,  y.*  %B' 

Le  problème  du  moufement  du  système  sera  résolu  lors- 
que ces  3  n  coordonnées  seront  connues  en  fonction  du  temps 
U  Les  liaisons  sont,  par  hypothèse,  exprimables  par  des  équa- 
tions où  entrent  les  coordonnées  de  certains  points  et  où  peut 
entrer  le  temps.  Nous  supposerons  qu'il  y  ait  k  équations  de 
cette  nature,  que  nous  représenterons  par  le  tableau  : 

L|  =  0, 
Lt  =  0. 

ffl  {     . 

M 

u=o. 

Ces  k  relations  étant  données  d'avance,  il  n'y  a  plus  que 
Su— i;  équations  à  trouver  pour  que  le  mouvement  du  sys- 
(inie  soit  analytiquement  défini.  Nous  allons  montrer  que 
l'égaation 

conduit  aux  Su — k  relations  cherchées. 

Les  variations  8x,  Sy,  82,  représentent  les  projections  du 
déplacement  virtuel  imprimé  au  point  du  système  dont  les 
coordonnées  sont  Xj  y,  %,  à  l'instant  défini  par  une  valeur  quel- 
conque t  du  temps,  sous  la  condition  que  le  déplacement 
soit  compatible  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  avec  les  équa- 
tions (2). 

n  résulte  de  là  que,  pour  une  même  valeur  du  temps  I,  les 
iqaations  (2)  sont  satisfaites  à  la  fois  par  les  coordonnées 
'nlfn  <i>  ^t^yt)  ^t"-  ^^s  points  du  système,  et  par  les  mêmes 
coordonnées  augmentées  de  leurs  variations,  x^-hix^^ 
!i+îïi>  «j-h^a^,...,  lesquelles  définissent  la  position  du 
système  après  qu'il  a  subi  le  déplacement  virtuel.  Retranchant 
l'une  de  l'autre  chaque  équation  ainsi  transformée,  on  aura 


a  ^Tn  t-fimucuiis  sshmstes,  qa*oD  obtiendrait  en  diiK- 
ruiiiiiOi.  ja  ^rucjaBS  i  #«u  fmre  worier  le  temps  t  : 


I 

Li  rTcn  7.i'"_3«_:-'*  ia  Âfflftceœent  avec  les  liaisons  condoH 
ii'iTi:  i  ii.'rr,:.-  ::;<  i  -frziikycs  3  .  ce  qui  permet  d*exprimert 
x:rk.\' a^  zut   ie<  >x>:ti.ii5  linéaires   des  on  —  jb  autre; 
:^ii-rfs-::  riscdoi  irit-^-iires.  Suktituons  dans  réquatioD(l) 
jirf  :  i.H.irs  ie*  i  iirû£x<cs  ainsi  exprimées;  elle  sera  ra» 
21-  i  iii  ::cvgLr  ça»  3«— i  variations  toutes  arbitraires; 
i'^  J^^  rjaLri&în  i'aiUears  toutes  au  premier  degré,  ei 
Tire-:  raL,^'i  jrs  i  l'ei^tiiA  •  1 .  en  les  laissant  arbilraiio. 
.   51  —  1  I  .çL't:  1  xe«  sépaiémenl  cliacun  de  leurs  coeŒ- 
:  :     -     ::,i   ::^rL^i  7*%  — t  équations,  contenant,  outre 
■  ^       :-    >-•  î  t-iurer  explicitement,  les  coordoB- 
:   .<    .:r  :• -i:>.  lri<  Jrrnérs  pailielles   des    fonctions  L 
L     :.::  ri ::-:rt  lux  coordonnées,  entîn  les  forces  eC 
.>  -.  ■:  r  .::<  :-.  ::^,.r:-f  lies  coordonnées  par  rapport  au  temfs. 
-  '    —  i  -.'^uitivr.s,  jointes  aux  k  équations  de  liaisons, 
.:.:  ;e  n:x':ri  5i  d*équalions  nécessaires,  etlepro- 
-:  r:TZ€rx  à  i.ne  question  d'analyse, 
ir*.   '--.î:-^  n:-thode  montre  rimportance  de  la  notation 
:  :     r- -.ir  reprvsenter  les  déplacements  virtuels.  La  ca^^ 
:-.:.^::îue  :  est  .^lïovtée  à  cet  usage;  les  quantités  2x,  îf- 
>.!.♦  uo  siiî-ples  î'actturs  auxiliaires,  qui  ne  figureront plfls 
iîaii>    lc>    t'juùtions   diflerentielles   définitives;   tandis  qw 
lix,     »i,...  <•  ni   les  projections  de  rélément  effecli\*emeol 
paivuuru  p:ir  un  jH-int  du  système  pendant  le  temps  il- 
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les  ix,  Sy,.**  soi^t  assujettis  à  la  condition  de  satisfaire  aux 
équations  (3)  quand  le  temps  t  reste  constant  ;  en  dehors  de 
cette  condition,  ils  sont  complètement  arbitraires.  Les  dx^ 
dji...,  projections  du  déplacement  réel  du  point,  satisfont  aux 
équations  (2)  diffërentiées  en  y  faisant  varier  le  temps  ainsi 
([ue  les  coordonnées  ;  la  première  de  ces  équations  donne, 
par  exemple. 

De  là  résulte  que  parmi  tous  les  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  à  un  instant  donné,  le  déplace- 
ment effectif  du  système  peut  n'être  pas  compris,  bien  qu'il 
soit  évidemment  compatible  avec  ces  liaisons  pendant  une 
durée  infiniment  petite  ;  car,  dans  le  premier  cas,  le  temps 
doit  être  traité  comme  une  constante  dans  les  équations 
(2),  tandis  que  dans  le  second  il  doit  être  considéré  comme 
niable.  Pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  de  faire  cette  distinction, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  temps  n'entre  pas  dans  les  équations 
de  liaisons.  Alors  le  déplacement  effectif  du  système  pendant 
le  temps  dt  est  compris  parmi  les  déplacements  virtuels, 
<^Q)patibles  avec  les  liaisons,  qu'on  peut  imaginer  à  Tinstant 
défini  par  la  valeur  t  du  temps. 


EXEMPLE  DE  LEMPLOI  DE  LA  UÉTOODE. 

134.  Deux  points  pesants,  M,  MS 
^nt  réunis  à  distance  invariable 
^(^'=1.  Le  système  est  libre  dans 
^*^pace.  On  demande  les  équa- 
tions différentielles  de  son  mouve- 
'^ent,  rapporté  à  trois  axes  rectan- 
gulaires. 

La  tige  BfM' est  supposée  sans  masse  p.   ^ 

^l  sans  poids.  * 

L'équation  exprimant  la  liaison  des  deux  points  sera,  en 

m.  —  m£c.  collig7(0!i.  IQ 
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appelant  x,  y,  s,  les  coordonnées  de  M,  et  sf^  y',  ii^  celle 
de  M', 


(1) 


(a;  —  «')t  +  (y  —  y^t  +  {,  — Jl^t  —  P. 


Par  suite,  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  lei 
liaisons  satisferont  à  Téqualion 

L'équation  générale  est  pour  un  système  de  deux  points 
On  a  d'ailleurs,  en  supposant  Taxe  OZ  vertical, 


x  =  o, 

Y  =  0, 


X'  =  0, 

v=o. 


Tirons  de  Téqualion  (2)  la  valeur  de  l%\  Nous  aurons 


% %' 


Substituant  dans  (3),  il  vient 


+ 


d*x         ,    x~^3if         ,  d*z'  X  — 


dt* 


z  — 


*/ 


dt* 


Î5Î]'« 


—  m    -^x  —  m'a  ^       ^    —  m'  .^—  '^        ^ 


dl*  ^  3  —  s'  d^«  a  —  s'J   ^ 


—  M»^  ^m  —^  m'g  —  m' 

a;  —  x* 


^il.. 


—  m*  ^— ~ 


la^ 


-"'^+-'^B?+'»'S!^^- 


ies  cinq  variations  to,.;.  Sy',  étant  indépendantes,  on  éga 
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lera  leurs  coefficients  è  ziïro,  et  on  aura  les  cinq  équations 
différentielles 

iPx  l  rf*:'\   z  —  x- 

"&+--(»+15î).-^=». 

"('+S)+-{»+S)=». 

Les  cinq  équalions  (4),  jointes  à  l'équation  (1),  dùlinisscnl 
analyliqueinent  les  six  fondions  i,  y,  î,  x'  t(',  s',  en  fonclicin 
du  temps  (.  L'intégration  des  équations  (4).  qui  sont  du  se- 
cond ordre,  introduira  dis  constantes  arbitraires;  on  les 
déterminera  en  donnant  la  position  et  la  vitesse  du  point  M  à 
l'instant  (  =  0,  ce  qui  fait  déjà  six  constantes;  la  position  et  la 
vitesse  du  point  M'  au  mfimc  instant  donneraient  aussi  sis 
constantes;  mais  ces  six  constantes  sont  liées  aux  sis  pre- 
mières par  deux  équations,  savoir  l'équation  (1),  cl  la  dérivée 
de  celte  équation  prise  par  rapport  au  temps  (;  il  y  a  donc 
deux  des  six  derniiTes  constantes  qu'on  pourra  exprimer  en 
fonction  des  dix  autres,  ce  qui  réduit  à  dix  le  nombre  des 
constantes  dont  on  peut  disposer  arbitrairement. 

135.  Traitons  le  même  problème  directement. 

La  tension  R  de  la  tige  qui  joint  les  deux  points  M  et  H', 
une  force  inconnue,  équivalente  à  la  liaison  établie  entre 
deux  points. 

^ieot  a,  p,  Yi  lâs  angles  de  la  droite  MM'  avec  les  axes  ; 
is  pourrons,  en  introduisant  les  forces  mutuelles  R  et  —  R, 
irdcr  les  points  M  et  M'  comme  libres. 

Nous  aurons  donc  les  six  équations  : 


-y-»...,. 
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D'ailleurs 

(Oj  COI«  = j— .        C08^=y    ^     S         COSv=^  — 


Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (5),  et  tirons  de 

D 

chacune  la  valeur  de  j,  puis  égalons  ;  il  viendra  la  série  d'c- 
^alites 

d^x  d*y  d^i 

e/'o:'  cPy'  d*z' 

"rf?         "'rf?  "•'7SÎ  +  '»'? 


«'-«         jT  — » 


«/ 


ce  qui,  en  laissant  de  côté  l'inconnue  B,  forme  un  groupe 
de  cinq  équations  distinctes,  identiques  aux  cinq  ëqualiofis 
du  groupe  (4).  On  y  joindra  Téquation  (1). 

Celte  marche  fait  connaître  du  même  coup  la  valeur  de  h 
force  R  qui  équivaut  à  la  liaison.  Nous  allons  voir  que  la  mé- 
thode fondée  sur  Tapplication  du  théorème  du  travail  virtcd 
conduit  toujours  à  la  détermination  de  la  tension  dcslienL 


NÉTDODE  DES  MULTIPLICATEURS. 


17)0.  Reprenons  les  équations 


(1) 


.[(x-.;^;)c>4.(ï-.0),'„  +  (z-.g).-:]=C. 


.)> 


I ,  =  0. 


L,=0. 


Pour  trouver  les  équations  du  mouvement  a  joindre  auï 
r(|Uîilions  (2),  il  suffit  de  différenlier  ces  équations  sans 
y  l'aliv  varier  le  temps  /,  puis  de  tirer  les  valeurs  de  iva- 
nations  c.r,  cr/,...  en  lonction  des  autres,  de  les  substituer 
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dans  Téquation  (1),  et  d'égaler  à  zéro  les  coeflicients  de  toutes 
ies  variations  qui  y  restent  après  la  substitution.  On  peut 

procéder  d'une  autre  manière  à  cette  élimination.  Formons 

ies  n  équations 


lî) 


S'-.^- • =f-' 


dl^ 


Au  lieu  d*en  tirer  les  valeurs  de  k  variations  en  fonction 
tlesSn — i  autres,  nous  pouvons  lier  les  3n  variations  à  k 
nouyelles  variables.  Appelons  X^^X,...  X*  des  multiplicateurs 
indéterminés;  multiplions  la  première  équation  par  \j  la 
seconde  par  X,,...  la  kf^  par  X^^  ;  puis  faisons  la  somme  de 
foutes  ces  équations,  et  ajoutons-les  à  l'équation  (1)  :  nous 
aurons  pour  résultat  l'équation 


4- etc. 

^uation  qui  doit  être  identiquement  vérifiée,  quelles  que 
^ieut  les  3n  variations  Sx^  ly^,  iz^y  îa?^,.--»  pourvu  qu'on 
donne  aux  nouvelles  indéterminées  \j  \..  X^les  valeurs  cou- 
^^ables.  L'équation  (4)  se  décompose  donc  en  3n  équations 
d^stbctes,  savoir  : 

«f 
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et  pour  a^oir  les  Zn—k  équations  au  mouvement,  il  suffira 
(rilimincr  entre  ces  3n équations  les  k  inconnues  \^ \...\. 
On  pourra  aussi  déduire  de  ces  Su  équations  lesiiakun* 
dosH'  multiplicateurs  X^.  .,  \.  Ces  valeurs  substituées  dos 
les  équations  (5)  les  vériGeront  identiquement.  Or  chaame 
de  CCS  équations  Cbt  Féquation  du  mouvement  d'un  point 
libre,  prtijeté  sur  l'un  des  axes  coordonnés.  Les  trois  pre- 
niiùres  équations  représentent,  par  exemple,  le  mouTcment 
du  point  m^,  considéré  comme  libre,  sous  Taction  de  la  force 
donnée  'Xj,  \^y  Z,)  et  des  k  forces 

\'»T//   'S/y/   ^'3^;'    y*dF,'   ^^Si,'   ^dTj 

/     dl  dl^  ilLj> 

qui,  jointes  à  la  force  donnée,  assurent  au  point  le  mouve- 
ment efrectif  qu'il  prend  sous  l'action  de  la  force  donnée  et 
des  liaisons.  Ces  k  forces  équivalent  donc  aux  k  liaisons  défi- 
nies par  les  équations  (2) .  La  première  (  X^  ^-i ,  x^  — i ,  x^  -iî  j 

équivaut  à  la  liaison  L^  =  0,  la  seconde  équivaut  à  la  liaison 
Lj==0...,  la  dernière  à  la  liaison  L4=0.  En  un  mot,  rem- 
ploi (le  la  méthode  des  multiplicateurs  conduit  non-seuk- 
ment  ù  la  détermination  des  équations  différentielles  do 
mouvement  du  système,  mais  encore  à  la  détermination  des 
forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons,  ou  de  t:e  qu*on  appelle 
les  tensions  des  liens. 

137.  Revenons  au  problème  du  §  134. 

Nous  avons  à  la  fois  l'équation  fournie  par  le  théorème  de 
d'Alembeit,  qui  se  réduit  à 

et  1  équation  de  liaison 
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Celle-ci,  différentiée  par  les  8,  donne 

Multiplions  cette  équation  par  X,  facteur  indéterminé,  et 
ajoutons  à  la  première,  il  viendra 

+  [-»V  +  M«-^)-m^j«i  +  [>(a:'-«)-iii'^«a/ 

Nous  profiterons  de  Tindétermination  du  facteur  X  pour 
égalera  zéro  les  six  fonctions  qui  multiplient  to,  Sy,...  W. 
Nous  aurons  donc  les  six  équations 

i(«-aO  +  m'^=0, 
«f^ +  >(»-«')-+- m'  ^  =0. 

Tirant  X  de  la  première,  et  substituant  dans  les  cinq  autres, 
on  aura  les  cinq  équations  du  mouvement  déjà  trouvées.  De 
plusX(aî— x'),  X(y— y'),  X(« — tf)  sont  les  composâmes  sui- 
vant les  axes  de  la  force  qui,  appliquée  au  point  m,  équivaut 
à  la  liaison  des  deux  points;  'k(xf—x)j  X(y'  — y),  X(2'— 2), 
force  ^le  et  contraire,  est  la  force  appliquée  au  point  mf. 

kVm  ÉNONCÉ  DU  THÉORÈME  DE  D'ALEMBEIVr. 

'38.  L'équation  générale 


iLLiijtli^*^  }£r  c:.  leuî  se  mettre  S4iii5  la  forint 

Le  i-rEiâi^  le  cîc  rrm}wkk<i  élêsientaire  de  la  force  Ipei- 

Lii:  i*  -.-aLi^  c.  i*  jirc«dîit  *^;i7«  oo  rf  (  «  ^  Jesiraccrofr 

v/r^ri  :  a?  ii  çxssLt.ié  ôe  mouvement  du  point  m  pendant  k 
Ht!!!'*  ttr:l:•^  >:  k  jaaX  m  tiût  libre,  raction  de  la  force 
I.  T  Z  i-rxji  ixhfT  11  qnzntitè  de  monrement  de  ce  poiolt 
tz.  :  r  .f  /L'.c  >xzr  ks  axes, df  quantités  raspectireineiit  égals 
2  1  '  .  !  j  .  Zc:  I  37  .  !(3izs  pourons  assimiler  ces  quantités 
Ct  =.  ^^ .t=.ri.t  à  dfs  forces.  Soit  MF  la  rèsnltante  des  impol- 
>:. ir  1^  .  Yii'.  ZfiT:  M^.  Il  nèsoltante  des  aocroissements âè- 

a—  K  ^(  ■^)^  '("SF  )-^c*^c^^'*slcpanl- 

1-1  ^  :::.m?  M^-FP.  de  manière  que  MF  en  soit  la  diagonale. 

t  La  force  MF  sera  la  résultante  de  M^  et  de  V. 

Si  le  point  était  libre,  la  quantité  de  mouTemai 

'    qu'il  possède  se  composerait  avec  MF;  par  k 

fait  des  liaisons  elle  se  compose  avec  M;  d 

"^  omm?  MF  est  la  résultante  de  M^  et  de  MP, oa 

peut  dire  que  la  seconde  composante  MP  r^ 

sente  la  quantité  élémetUaire  de  mauvemenl  fer- 

due  yzr  le  Z'v.'ir  M,  tous  l'influence  des   Uaisons  auxquella'i 

f^t  .<:'um'\s.  Les  projections  de  MP  sur  les  axes  sont  d*aiIieon 

r»>pectiveii.enl  égales  à 

et  I  équation  générale  exprime  que  ces  forces  MP  se  foot 

équilibre  au  moyen  des  liaisons, 
b'oû  résulte  ce  nouvel  énoncé  du  théorème  de  d*Alembert: 
Dans  le  mouvement  d^un  système,  Uy  aà  chaque  infant éf» 

libre,  à  Vaide  des  liaisons^  entre  ses  quantités  élémeihtairct  i^ 

mouvement  perdues  par  ses  différents  points; 
Ou  encore  :  Ilya  à  chaque  instant  équilibre^  à  Vaide  des  lioi- 


♦  :    •>■ 
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êonSy  entre  les  impulsions  élémentaires  Fdt  appliquées  aux  di- 
vera  points  du  système,  et  les  quantités  de  mouvement  élémen- 
taires  changées  de  sens^  —  mjdt,  communiquées  à  chacun  de  ses 
points. 

EXEMPLE  DE  l'aPPUGATION  DU  THÉOBÈME. 

139.  Deux  corps,  M  et  M',  l'un  de  masse  m,  Tautre  de 
masse  m%  sont  réunis  par  une  tige  incompressible  et  inex- 
tensible âB,  dont  la  masse  |a  par  unité  de  longueur  est  donnée, 
et  qui  a  une  longueur  /. 

û  système  est  animé  d'un  mouvement  de  translation  sui- 
vant la  direction  CD  de  la  tige;  les  corps  M  et  M' sont  d'ailleurs 
sollicités  suivant  cette 

M  M' 

même  droite  par  deux     — ^       ^     ■     J    El T 

forces  données  F  et  F'.  p.   ^ 

On  demande  de  déter- 
miner le  mouvement  du  système  et  la  tension  de  la  tige  en  un 
point  quelconque  E  de  sa  longueur. 

le  mouvement  du  système  étant  une  translation  dans  la- 
melle chaque  point  parcourt  une  trajectoire  rectiligne,  les 
accélérations  totales  des  difTérents  points  se  réduisent  aux  ac- 
célèralions  tangentielles  ;  de  plus,  elles  sont  égales  entre 
elles  à  un  même  instant.  Les  forces  d'inertie  se  composent  donc 
en  une  force  unique,  égale  à  leur  somme  algébrique,  et  égale 
enTaleur  absolue  au  produit  de  l'accélération  commune;  par 
•a masse  totale  du  système,  m-f- m'  4-  jJ.  L'équilibre  des  forces 
donuèes  et  des  forces  d'inertie  conduit  ainsi  à  l'équation 

^'le  est  établie  en  supposant  que  le  mouvement  s'accélère  dans 
^  sens  de  la  force  F',  mais  elle  est  vraie  d'une  manière  ab- 
^lue,  eu  égard  aux  signes. 
Qq  en  déduit 

F'  — F 
'      m -h  m' 4-/»/' 
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Taccélération  des  dWers  points  du  système  étant  constante, 
le  mouvement  est  uniformément  varié.  Il  est  défini  par  Tqua- 
lion 

i        F* F 

dans  laquelle  x  est,  au  bout  du  temps  I,  la  distance  foB 
point  particulier  du  système  à  une  origine  fixe  prise  sur  h 
droite  CD ,  x^  la  distance  du  même  point  à  cette  origine, 
et  v^  la  vitesse  commune  des  points  du  système  à  Tinstuit 
I  =  0.  La  première  partie  du  problème  est  donc  résolue. 

Pour  trouver  la  tension  T  de  la  tige  au  point  E,  défini  par 
la  distance  AE=h)  coupons  la  tige  en  ce  point,  et  considé- 
rons à  part  le  système  formé  par  Tun  des  deux  tronçons, 
y  compris  celui  des  corps  M  et  M' qui  y  est  attaché.  Prenons, 
par  exemple,  le  tronçon  à  gauche  du  point  E  :  les  forces  qui 
agissent  sur  ce  tronçon,  considéré  comme  isolé,  sont  la  ten- 
sion T  et  la  force  F  ;  il  a  d'ailleurs  un  mouTcment  conunia 
avec  Tensemble  du  système,  et,  par  suite,  son  accëlëraiios 
est  ;;  on  peut  donc  remplacer  dans  l'équation  qui  donne], 
la  force  F'  par  la  force  T,  la  masse  wf  par  0,  et  la  masse?! 
par  (jl/i.  On  aura  encore 


Uonc 


;  = 

T  — F 

T  — F 

F'- 

P 

m-^  fih'~ 

m-hfn' 

+ 

71' 

proportion  qui  nous  donnera  !• 
On  en  déduit 

On  obtiendra,  par  exemple,  la  tension  de  la  tige  aux  points 
A  et  B  en  faisant  dans  celte  équation  ft  =  0,  fc=/. 

Il  est  possible  que  la  masse  de  la  tige  AB  soit  négligeable 
par  rapport  aux  masses  m  et  m'  des  deux  corps  reliés  l'un  à 
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Taulre.  Dans  ce  cas,  on  peut  faire  (a=0,  ce  qui  réduit  l'é- 
quation des  tensions  à 

La  tension  est  alors  constante  dans  toute  l'étendue  du  lien. 

Si,  au  contraire,  les  forces  F  et  F'  sont  appliquées  directe- 
ment aux  extrémités  de  la  tige,  sans  interposition  des  masses 
m  et  m',  on  aura,  en  faisant  m=m'=0, 

la  tension  de  la  tige  varie  alors  de  T=F,  au  point  A,  à 
T=F,  au  points. 


AUTRE  EXEMPLE. 

140.  Supposons  qu'un  train  de  chemin  de  fer,  AB,  de 
masse  m,  se  déplace  le  long  de  la  droite  CD,  de  manière 
à  parcourir  la  distance  CD =2  dans  un  temps  donné  t. 
On  suppose  qu'il  parte  du  point  C  sans  vitesse,  et  qu'il 
arrive  au  point  D  également  sans  vitesse.  Le  mouvement 
doit  donc  s'accélérer  au  départ,  puis  atteindre  un  maxi- 
mum, enfin  se  ralentir  jusqu'au  point  d'arrivée,  et  pour 
rendre  Taccélération  de  ces  divers  mouvements  la  moindre 

possible  en  valeur  absolue,    il  faut  évidemment  faire  en 

sorte  que  l'accélération  soit 

constante  pendant  la  pre-    ""c — TT ï îT^ 

naière  moitié  du  trajet,  puis  pi^  ^ 

qu'elle   devienne   négative 

^ns  changer  de  valeur  absolue  pendant  la  seconde  moitié. 

^  vitesse  moyenne  du  trajet  est  égale  à  -  ;  la  vitesse  maximum 
^^  train  aura  lieu,  dans  cette  hypothèse,  au  milieu  I  de  son 
parcours,  et  sera  égale  au  double  -r-  de  la  \itesse  moyenne. 
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L'accélération  ;,  constante  au  signe  près  pendant  tout  le  trs: 

21 
jet,  sera  égale  au  quotient  de  la  vitesse  y ,  acquise  dans 

temps  ^  y  par  le  temps  ^  employé  à  racquérir,  c'est-à-dir^s 

sera  égale  à  -j-. 

La  force  d'inertie  qui  correspond  à  cette  accélération   es 

égale  en  valeur  absolue  à  --p;  c'est  la  mesure  de  la  force  F, 

d'abord  mouvante,  puis  résistante,  qu'il  faut  appliquer  ao 
train  pendant  le  trajet  du  point  C  au  point  D  ;  c'est  l'excès 
de  la  force  de  traction  développée  par  la  locomotive,  sur 
les  résistances  éprouvées  par  le  train  pendant  la  première 
période  ;  c'est  l'excès  des  résistances  sur  la  force  de  traction 
pendant  la  seconde. 

Si  donc  R  désigne  la  somme  de  ces  résistances  à  un  certain 
instant,  la  force  de  traction  T  sera  donnée  par  l'équation 

Cet  effort  de  traction  transmis  au  train  mesure  la  tension 
des  barres  d'attelage  du  tender  avec  le  premier  wagon. 
On  voit  qu'elle  surpasse  la  somme  des  résistances  de  b 

àlm 

quantité  --^^  laquelle  est  d'autant  plus  grande  que  les  &c- 

* 

teurs  /  et  m  sont  plus  grands,  et  que  la  durée  t  du  trajet  est 
plus  petite.  On  pourra  par  cette  formule  calculer  la  tension 
des  barros  d'attelage,  et  s'assurer  que  l'effort  de  la  loco- 
motive n'en  compromet  pas  la  solidité. 

Dans  les  trains  express,  le  nombre- a  une  grande  valeu^' 

parce  que  les  trajets  sont  grands,  et  que  temps  t  consai?^ 

à  chacun  est  réduit  le  plus  possible;  mais  la  masse  m  ^ 

.'train  est  faible.  L'excès  de  tension  due  à  l'inertie  n'acqui 

pas  une  très  grande  valeur.  Le  contraire  a  lieu  pour 
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trains  de  marchandises  :  le  rapport  -^  est,  à  la  vérité,  plus 
petit  que  dans  les  express,  mais  le  facteur  m  est  beaucoup 

Âlm 

plus  grand,  et  en  définitive  le  terme  -^  peut  avoir  beaucoup 
plus  d'importance. 

TRACnOR  A  DISTAIICB. 

141.  Supposons  qu'on  se  serve,  pour  mettre  en  mouvement 
le  train  AB,  d'un  câble  inexten- 
sible qu'on  enroulera  sur  le  A  ^  A 
cylindre  D  à  mesure  qu'il  [  "^ 
se  déroule  du  cylindre  C.  Soit  '^' 
encore  CD  =  /  la  longueur,  et  t  le  temps  du  trajet  ;  l'accélé- 
ration  du  train,  uniformément  répartie  le  long  du  trajet, 

4/ 
sera  égale  à  ±  -|,  le  signe  +  se  rappportant  à  la  pr(V5i(^rc 

période,  et  le  signe  —  à  la  seconde. 

Soit  iù  la  section  du  câble,  p  le  poids  spécifique  du  mét^ 
dont  il  est  formé  ;  le  câble  aura  à  chaque  instant  la  même  ac« 
célération  que  le  train  AB,  et,  par  suite,  si  l'on  appelle  P  le 
poids  du  train  et  R  la  somme  des  résistances  qu'il  oppose  au 
mouvement,  l'excès  de  la  tension  du  câble  au  point  D  sur  la 
tension  développée  au  point  C  sera  égal,  d'après  le  problème 
orécédent,  à 

pendant  toute  la  période  d'accélération  positive. 

La  limite  inférieure  de  cette  tension  correspond  au  cas 
Jdéal  où  l'on  supprimerait  le  train  sans  modifier  les  vitesses, 
^où  la  tension  au  point  C  serait  nulle.  Elle  est  égale  à 

«P^  ^  «  _  *«/»'*. 
divisant  par  (i>,  on  aura  -^  pour  limite  inférieure  de  la  ten- 

m 

^^ondu  câble  par  unité  de  section. 
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Pour  que  cette  tension  ne  compromette  pas  la  solidité  du 
tal  (noue  supposons  que  ce  soit  du  fer),  il  faut  qu'elle  n*ac^^ 
pas  4  kilogrammes  par  millimètre  carre,  ou  4000000  kî]^ 
grammes  par  mètre  carré,  limite  pratique  des  efforts  qui  ^ 
prolongent  pendant  un  certain  temps.  On  aura  donc  Tin^alité 


< 4000000, 


et  par  suite 


ou 


i  ^ 4 /4000000Xtf 
Î'^V  4/, 

I  <  5 1/4000000  X  2. 

Pour  le  fer,  p  =  7800  kilogrammes  par  mètre  cube,  bail- 
leurs 9  =  9,8;  la  limite  supérieure  de  -,  vitesse  moyenne  do 

trajet,  est  35  mètres  environ  ;  au  delà,  on  serait  certain  d*al- 
térer  rapidement  Télasticitë  du  câble  et  de  le  rompre  au  bout 
de  quelques  voyages*. 
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142.  Deux  corps  pesants  M,  M',  sont  réunis  Tun  à  l'autre  par 

un  fil  inextensible  et  saos 
masse,  qui  passe  en  A  sur 
une  poulie  infiniment  petite. 
Ces  deux  corps  glissent  sans 
frottement,  Tun  sur  le  pba 
incliné  BC,  Tautre  sur  1^ 
plan  'incliné  BC  On  demande 
l'équation  du  mouvement  de  ce  système. 


»  La  quantité  i/12222222if  est,  d'après  la  formule  de  Newton,  la  tite*^ 

V         p  ^^ 

du  son  dans  un  gas  fictif  dont  le  poids  par  mètre  cube  serait  /»,  et  qui  scd^ 
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Soit  BZ  la  verticale,  a  et  a!  les  angles  que  font  avec  cette 
droite  les  plans  inclinés,  P  et  F  les  poids  des  deux  corps. 

Les  mouvements  des  corps  M  et  M'  sont  rectiligdes  ;  il  î 
s'accomplissent  suivant  les  lignes  de  plus  grande  pente 
des  deux  plans  qui  les  guident.  Appelons  t;  la  vitesse  du  pre- 
mier, xf  celle  du  second  ;  nous  conviendrons  de  regarder  ces 
^tesses  comme  positives  quand  les  corps  descendent,  et 
comme  négatives  lorsqu'ils  montent.  Dans  ces  conditions  on 
av=:  — v',  car  Tun  des  corps  parcourt  en  montant  un  che- 
min égal  à  celui  que  l'autre  parcourt  en  descendant,  à 
cause  de  l'inextensibilité  du  fil.  Les  mouvements  étant  rec- 
tilignes,  Taccélération  totale  se  réduit  à  sa  composante  tan- 

«•  Il      àv  ,,       dv'  dv  „    . 

genlielle,  -tt  pour  1  ^^'^j  "^  =  ~  57  P^^'^  1  autre 

Le  corps  M  est  sollicité  par  son  poids  P,  qui,  projeté  sur  la 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  BC,  donne  une  composante 
positive  égale  à  Pcos a;  de  même  le  poids  P,  estimé  parallè- 
lement au  plan,  donne  lieu  à  la  composante  positive  Pcos  a'. 

P    P 

Us  masses  des  corps  M  et  M'  sont  -,  —,  et,par  suite,  les 

forces  d'inertie  sont  pour  le  premier ^,  pour  le  sc- 

g    dt^  g    dt 

Lequation  d'équilibre  dynamique  est 

V  dv      ^  P'  dv 

PCOSa T7  =  P'COSot'  H -r. 

g  dt  g  dt 

Car  cette  égalité  exprime  l'équilibre  du  fil  passant  sur  la 
poulie  A,  sous  Taction  des  forces  réelles  et  des  forces  d*i- 
i^e.  On  en  déduit 

dv  _  PcOSg  — FcOSg^  _  PcoSa  — P^COSg 

dt P    ,    P'  —  ^  X  p  4.  p/ 

^a^ixm  à  une  pression  par  mètre  carré  de  4000000,  kilogrammes.  On  peut  donc 
^'fe  que  la  Titesse  moyenne  du  train  doit  être  tif^rieure  à  la  moitié  de  la  vitesse 
"^  ^n  dans  on  gaz  placé  dans  de  telles  conditions  de  pression  et  de  densité. 


E£  KsênlfliT 
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.  ks  composantes  des  poids  se  relnncbcnt 
l2^  ïpssent  en  sens  contraire  Tune  de  Tautre;  ei 
•«r.  fes  poids  s'ajoutent  parce  qu'ils  représentai 
e<  <^?Qt  les  forces  entretiennent  le  mouvement. 


Li:e,:rist,  on  ion 


F;;,  il 


5.«ir.>  i;:o:er  de  constante,  si  Ton  compte  le  temps  à  partir  de 
rin>tir:  iu  d^pirt. 

Vk<^<i  :k  panxMini  par  chaque  corps  à  partir  de  sa  poatMQ 
frimiii^e  5<n  ê-^al  à 

î  ^  P  -1-  p»       ""* 

143.  Si,  au  lien  de 
passer  sur  une  poiilie,b 
fil  était  coupé  en  den 
brins  distincts,  attachô 
chacun  à  la  roued'« 
treuil  A  sans  masse,  r 
tl  r  èt?at  les  rayons  des  deux  roues,  on  aurait  d'abord 

r'  r 

ce  qui  donne  :  —  =  —  --  x  -. 

iU  dt        r 

Diin  autre  cùlê,  rêquilibre  du  treuil,  sous  l'aclion  ùs 
Itiisions  des  tîls  aboutissant  à  M  et  à  M',  serait 

d'où  Ton  tirerait 

équation  de  mùme  forme  que  dans  le  premier  cas. 
Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  comprend  la  théo- 


DIVERS.  2S1 

ne  de  la  machine  d'AIwood  pour  l'élude  de  la  pesanteur.  Mais 
pour  obtenir  un  résultat  exact,  il  fnut  tenir  compte  de  l'iner- 
lie  de  la  poulie  et  des  galets  qtii  la  soiitlinncnt.  Nous  repren- 
drons plus  tard  la  question  ainsi  complétée, 

1 44.  Au  lieu  de  supposer  le  fil  MAM'  sans  masse,  et  réunis- 
sant seulement  deux  oorps  pesants  .M  et  M',  supposons 
«juil  soit  remplacé  par  une  chaîne  massive,  de  longueur 
j|A  +  AM'  =  (.  et  pesant  jj  unités  de  poids  par  unité  de  lon- 


gueur, 


et  cherchons   le   mouve- 


menl  du  système  matériel  ainsi 

composé.   La    chaîne  se  mouvra 

encore  suivant  les  lignes  de  plus 

grande    pente    des    deux  plans.  ^g.  sa. 

Appelons  x  la  longueur  AM;  la 

longueur  AM'  sera  égale  à  (—  i  ;  par  suite,  la  longueur  AM, 

qui  à  un  certain  instant  glissesur  le  plan  BC.aun  poids  égal  i 


px,  el  une  masse  égale 


nertie  de  cette  masse  est  —  '—  -n  ;  de  même 


liant  sa  vitesse,  la  force  d'i- 
porlion  AU'  a 


pour  vitesse  —  V,  pour  poidsp(I  —  x),  el  pour  force  d'iner- 
Ije  -(-P  '  '^'  -^.  L'équation  d'équilibre  de  la  chaîne  pas- 
sant sur  la  poulie  infiniment  petite  A  est  donc 
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L'inlê^'iolegûaérale  de  cette  équation,  avec  deux  consUnles 
arbilraires,  est 

On  voit  que  x  sera  constant  et  que  la  chaîne  restera  fixe  si 
les  conslanlcs  C  et  C  sont  nulles  ensemble,  ce  qui  doone 

4-cutar 


C*cst  la  condition  de  Téquilibre  statique  de  la  chaioe. 

En  eOet,  pour  réquilibrt 
de  la  poulie  A,  il  bnt 
et  il  suffit  que  la  forte 
px  cos  a,  qui  tend  à  faire 
glisser  la  chaîne  dans  k 
sens  AM,  soit  égale  à  h 
force  p  {l  —  x)  cos  %'  qui 
tend  à  la  faire  glisser  dans  le  sens  AM'.  On  doit  donc  avoir 

d'uù  Ton  d'Juil 


X  = 


COs  a  -t-  COS  se' 


Lv>  ilcu.v  e\(rûinilés  M  et  M' de  la  chaîne  doivent  pourTéqui* 

liliie  et 1 0  à  la  ni<>nie  hauteur. 

Dans  le  cas  du  mouvement,  Téquation  x=  %  -^Ce^-hCV'^' 

ne  peut  être  appliquée  qu'aux  valeurs  de  x  comprises  entre 0 
et  /  ;  au  delà  de  ces  limites,  la  chaîne,  tout  enliôre  sur  un 
seul  et  nicui"  plan  incliné,  se  meut  le  long  de  la  ligne  de  plus 
grande  peule  de  ce  plan  comme  un  corps  solide  qui  y  glis- 
serait sans  frottement,  ou  comme  un  point  matériel  soumis 
à  Tune  des  deux  accélérations  jfcosa,  g  cos  a'.' 

145.  Une  chaîne  indéfinie  AB,  posée  en  B  sur  un  plan 
horizontal  MX,  est  soulevée  à  son  extrémité  A  par  un  lil 
AC,  qui  passe  sur  une  poulie  0.  Au  point  C  le  fil  porte  ua 
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poids  P.  On  demande  Tèquation  du  mouveraent  du  syslëme 
en  fuisant  abstraction  des  masses  du  fil  AC  et  de  la  poulie  0. 
La  chaîne  a  un  poids  constant,  p,  par  unité 
de  longueur. 

Toute  la  portion  de  la  chaîne  située  au 
delà  du  point  B  par  rapport  à  l'extrémité 
A  ne  participe  pas  au  mouvement.  Écri- 
?ons  Téquation  de  l'équilibre  dynamique  du 
corps  P  et  de  la  portion  de  chainc  AB. 


Le  corps  P  est  sollicité  par  son  poids  P,     ^       i^         ^i 
qui  agit  de  haut  en  bas,  et  par  la  tension  T  ^^^'  ^^' 

du  fil,  qui  agit  de  bas  en  haut.  Si  t;  désigne  la  iritesse  du  corps, 
positive  quand  il  descend,  négative  quand  il  monte,  l'équation 
de  son  mouvement  rectiligne  est 


Les  forces  qui  agissent  sur  la  portion  de  chaîne  AB  sont  la 
pesanteur  et  la  tension  du  fil.  La  tension  de  la  chaîne  au 
point  B  est  nulle,  puisqu'on  suppose  que  la  chaîne  pose  en 
ce  point  sur  le  plan  horizontal.  En  réalité,  la  chaîne  dessine 
au  point  B  une  courbe  qui  la  ramène  dans  ce  plan,  et  la  ten- 
sion développée  au  point  où  cette  courbe  devient  horizontale 
est  équilibrée  parle  frottement  de  la  chainc  sur  le  plan.  Dans 
tous  les  cas,  cette  tension,  étant  horizontale,  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  le  mouvement  vertical  de  la  portion  AB. 

Soit  AB=x.  Le  poids  de  la  partie  AB  sera  pXy  la  masse  — 

La  tension  du  fil  T,  qui  agit  de  bas  en  haut  sur  la  chaîne 

su  point  A,  est  égale  à  la  tension  T  du  même  fil  au  point  C, 

puisque  nous  admettons  que  le  fil  n'a  ni  poids  ni  masse.  Enfin 

^  ^tesse  V  est  commune  aux  deux  systèmes  P  et  AB  ;  scule- 

*^^nt  elle  est  dirigée  pour  l'un  en  sens  inverse  du  sens  qu'elle 

a  pour  l'autre.  L'équalion  du  mouvement  de  AB  est  donc 

nx  dv       - 

g   lit  ' 
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Ajoutons  ces  deux  équations,  T  s'élimine,  et  on  a 

P  +  vx  dv      n 
g       ai  '^ 

Donc 

dv         ^P— p« 

cl  remplaçant  dt  par  --i  il  yient*  en  séparant  les  vari 

Intégrons  : 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien.  S 
sons  que  le  mouvement  commence  lorsque  la  chaîne  es 
entière  sur  le  plan  MN  ;  on  aura  v=0  pour  a::=0.  Donc 


n  ^  2P ,    p 


itréquation  devient 
La  vitesse  est  nulle  et  le  système  s'arrête  lorsque 

2P ,     px-^V 

équation  qui  a  nécessairement  une  racine  réelle  positive 
venu  à  ce  point,  le  système  reprend  une  vitesse  en 
contraire.  On  obtiendra  l'équation  du  mouvement  en 
chant  la  valeur  de  dt^  et  en  intégrant.  On  a  d'abord 

puis 


y/,,(E'.,.^'-,) 
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On  prendra  le  signe  du  radical  de  manière  à  rendre  la  ta- 
Icur  de  dt  toujours  positive. 

Pour  que  le  syslènie  reste  en  équilibre,  il  faut  qu'on  ail 

constamment  v=0,  ce  qui  entraine  les  relations  dv=Oj 

F 

P=px,  et  x=  - 

^  P 

La  constante  arbitraire  C  doit  alors  recevoir  la  valeur 

— '(t-I-D-'IO^?-)- 

Par  cet  exemple  on  Toit  comment  il  faut  opérer  quand  la 
masse  en  mouvement  est  variable.  La  théorie  et  les  méthodes  ne 
sont  pas  en  défaut  pour  cela,  car,  bien  que  les  masses  élémen- 
taires entrent  successivement  en  mouvement,  elles  existent 
toutes  à  toute  époque,  soit  à  l'état  de  mouvement,  soit  à  l'état 
de  repos,  et  la  seule  difficulté  de  la  mise  en  équation  consiste 
à  les  introduire  dans  le  calcul  avec  Taccélération  qu'elles 
ont  à  l'instant  que  l'on  considère.  L'équation  (1)  du  g  131, 
qui  suppose  la  masse  de  chaque  point  du  système  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  ne  manque  donc  en 
aucune  façon  de  généralité. 


CHAPITRE  II 


LES  théorImcs  eéNÉRAUX 


146.  Les  théorèmes  généraux  démontrés  pour  le  moure- 
,  ment  d'un  point  unique  s'étendent  au  mouvement  d*un  sys- 
tème composé  d'un  nombre  quelconque  de  points  matéiids. 
Il  suffit  de  poser  pour  chaque  point  l'équation  qui  est  la  tra- 
duction analytique  d'un  théorème  général,  puis  de  faire  h 
somme  de  toutes  ces  équations  membre  -à  membre.  L'équa- 
tion finale,  après  réduction  des  termes  qui  se  détruisent,  est 
Tcxpression  du  théorème  étendu  au  système  donné. 

Le  théorème  de  d'Alembert  faisant  connaître  d'un  autre 
côté  toutes  les  équations  nécessaires  pour  définir  le  mouve* 
ment  d'un  système  matériel,  les  théorèmes  généraux  y  sont 
nécessairement  compris,  et  n'en  sont,  au  fond,  que  des  co* 
rollaircs. 

Rappelons  que  les  forces  agissant  sur  les  différents  points 
d'un  système  matériel  se  partagent  en  deux  classes  :  les 
forces  extérieures  et  les  forces  intérieures;  celles-ci  sont 
conjuguées  deux  à  deux.  A  un  autre  point  de  vue,  on  partage 
les  forces  en  forces  données,  et  forces  tenant  lieu  des  liaison»^ 
celles-ci  pouvant  êïre  intérieures  ou  extérieures,  ainsi  qu*oim 
Ta  vu  par  des  exemples. 

THÉORÈME  DES  QUANTITÉS  DE   MOUVEMENT  PROJETÉES. 

147.  Soit  m  la  masse  d*un  point  matériel  qui  fait  partie  d*ui» 
système  libre  dans  l'espace.  Ce  point  est  sollicité  par  une  forc^ 
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«xtérieiire,  ou  par  plusieurs  forces  que  l'on  peut  composer 
en  uiie  seule,  cl  par  des  forces  intérieitres  dirigées  vers  les 
aulres  points  du  jystiime.  Projetons  à  chaque  inslanl  toutes 
ces  forces  et  les  qiiaulités  de  mouvement  du  point  sur  un 
axe  fixe,  et  appliquons  le  théorème  des  quantités  de  mouvc- 
nienti^  36).  Appelons  F  la  projeclion  de  la  force  extérieure 
€t  /",,  /■,....  /",  les  projections  des  forces  intérieures,  n.  la 
vitesse  du  point  à  l'instant  t„,  v  sa  vitesse  h  l'instant  t,  ces 
vitesses  et  ces  forces  étant  projetées  sur  le  mùmc  axe.  le 
ibéorème  nous  donnera  l'équnlion 


=  J_' Fd' +  J]  V.*"  +  J^' fr«  +  .  -  ■  +  j^W- 


t  appliquons  la  même  équation  à  chacun  dos  points  compo- 
I  te  système,  puis  faisons  la  somme.  Dans  cetlesommalion 
les  forces  intérieures  disparaîtront,  car  à  toute  force  inté- 
rieure /"correspond  une  force  conjuguée  — f,  égale  et  con- 
traire, et  la  somme  de  ces  forces  projeléns  sur  un  même  aie 
est  égale  à  chaque  instant  à  zéro.  Représentons  par  le  signe 
£  la  sommation  étendue  à  tous  les  points  du  système;  nous 
aurons  en  ilèDnittve 

Cette  équation  s'eiprïme  somme  il  suit  m  langage  ordi- 
naire : 

Dans  le  tnoueement  d'un  ttjstime  malA-itl  libre,  l'aecrvisse- 
meat,  entre  deux  éfioques,  de  la  somme  dus  quatititifs  de  mouve- 
ment projetées  sur  un  axe  jixe,  est  égal  à  la  somme,  pendant  le 
même  intervalle  de  temps,  desimpuhiom  élémentaires  des  forces 
exUfrieures  projetées  sur  le  même  axe. 

Lee  forces  intérieures,  qui  se  dètruiëent  en  projeclion  deux 
i  deux,  sont  sans  influence  sur  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  projetées. 

Nous  avons  établi  (g  3i)  le  théorème  des  quaiilkés  de  mou- 
vements totales  pour  un  point  matériel  unique.  Ce  théorème 
pourrait  être  étendu  par  la  même  méthode  au  mouvcm  en 
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d*un  système;  mais  alors  les  forces  inlërieures,  qui  seraient 
projclées  chacune  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  de  sonpcHot 
d'application  particulier,  ne  se  détruiraient  plus  deux  à  dm 
et  subsisteraient  dans  Téquation  finale. 

1  (8.  Pour  démontrer  la  proposition  au  moyen  du  tbè^ 
rcme  de  d'Alembert,  remarquons  que,  puisqu'on  suppose  le 
système  libre  dans  l'espace,  les  forces  extérieures  et  lesfcmxi 
d'inertie  projetées  sur  un  axe  quelconque  ont  à  chaque  instiBl 
une  somme  algébrique  égale  à  xéro.  Prenons  l'aie  desi 
pour  axe  de  projection,  et  appelons  X  la  projection  d'une  des 
forces  extérieures  sur  cet  axe.  L'équation  de  Téquilibre  dna- 
mique  sera,  en  étendant  la  sommation  à  tous  les  points  du 
système, 

On  en  déduit 

Blullipliant  par  dt  et  intégrant,  il  vient 

iw^=c+ r2Xrf/=c-f-x  r*xdr. 

dx 
Zm  -.  est  la  somme  des  quantités  de  mouvement  projetées; 

lu  constante  C  est  la  valeur  que  prend  la  même  somme  à  le- 
po(iue  /oi  qui  sert  de  limite  inférieure  à  Tintégrale  fldt  des 
impulsions  élémentaires,  et  le  théorème  est  démontré. 

Les  forces  X  désignent  toutes  les  forces  extérieures,  y  cooh 
pris  les  lorces  tenant  lieu  des  liaisons  quand  elles  sont  eitê- 
rieuri's,  puisque  l'on  suppose  expressément  le  système  libre. 
Si,  par  exemple,  il  y  avait  dans  le  système  un  point  fiie,  fl 
faudrait  introduire  dans  l'équation  des  quantités  de  fflouT^ 
ment  projetées,  la  composante  de  la  pression  exercée  suree 
point  par  rubslaclc  auquel  il  est  attaché. 
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149.  Nous  avons  défini  (II,  g  168)  le  centre  de  gravité  d^un 
système  de  points  pesants.  Si  Ton  appelle 

Pu  Pi'   •  •  •  P»» 

les  poids  respectiCs  des  n  points  qui  le  composent,  et 

^ii  ^1  •  •  •  '»> 

Vu  Vi»  •  ■  •  2^"* 
'i»  't»  •  •  •  '•» 

les  coordonnées  de  ces  n  points,  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème est  le  point  qui  a  pour  coordonnées  : 

_ Ptyi-^Piyt  +  '"  -^pnVn  _  ipy^ 

Pi+Pt+...+P»  2p' 

Pi +Pi +...-♦- Pu  ip' 

Cette  définition  suppose  que  le  système  occupe  un  espace 
sssez  petit  dans  tous  les  sens,  pour  que  les  poids  de  ses  divers 
points  soient  des  forces  parallèles,  et  que  Tintensité  de  la 
P^nteur,  mesurée  par  Taccélération  g  qu'elle  communique 
Chaque  point  supposé  libre,  soit  la  même  pour  tous.  S'il  en 
^t ainsi,  on  peut  remplacer  chaque  poids  p  par  le  produit 
>HI<Iuilui  est  égal,  m  désignant  la  masse  du  point  considéré. 
^  facteur  9,  commun  aux  deux  termes  de  chaque  fraction, 
^paraîtra,  et  Ton  parviendra  aux  équations 


») 


Innj 
5=  S^' 
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OÙ  la  pesanteur  ne  figure  plus,  et  qu'on  peut  par  suite  appli- 
quer sans  aucune  restriction  à  un  système  matériel  quelcon- 
que, grand  ou  petit,  solide  on  non.  Le  point  défini  par  ces 
trois  équations  s'appelle  encore  centre  de  gravité  du  système, 
bien  que  la  gravité  soit  tout  à  fait  étrangère  à  la  détermina-  • 
tien  d'un  tel  point,  qu'il  serait  ]prélérBbIe  d'appeler  eenire  4$ 
masse. 

150.  Lorsqu'un  système  est  en  mouvement,  le  centre  de 
gravité  du  système  est  généralement  un  ^mt  mebile.  Ploar 
déterminer  la  vitesse  de  ce  point»  il  suffit  de  difTérentier  les 
équations  (l),  ce  qui  donne 

et        ïm  ' 
_    dy 

d^_^di 
dt        2m   ' 

dx 
dK_'dt 

7t^    ïm    ' 

OU  bien,  en  faisant  pour  abr^er  H^=Sin^  masse  totale  da 
système, 

^Ti-^'^dî' 

dx 
La  somme  2  m  -^  est  la  somme  algébrique  "des  quantît^^ 

de  mouvement  des  divers  points  du  système,  .projetées  sV^ 

Taxe  des  JD  ;  M  ^  est  la  quantité  de  mouvement,  projetée  sU^^ 

le  môme  aie,  d'un  point  de  masse  M,  qui  coïnciderait  avec^- 
centre  de  gravité  dans  toute  la  suite  du  mouvement.  DoiK^^ 
dans  le  mouvement  d'un  système  matériel^  la  somme  des  quat0^ 
tités  de  mouvement  projetées  sur  un  axe  quelconque  est  à  chaqu^^ 
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composent  un  système  en  mouvement^  transportées  parallilement 
à  elles-mêmes  au  centre  de  gravité^  ont  pour  résultante  la  foru 
d'inertie  de  la  masse  totale  du  système  concentré  au  mim 
point. 

152.  Nous  ayons  obtenu  (g  148)  les  équations 

_     d^x      _- 

où  X,  Y,  Z,  sont  les  composantes  des  forces  eitérieuresi  ; 
compris  les  réactions  des  appuis  s'il  y  en  a.  Rapprochant  cet 
équations  du  groupe  (3),  il  vient 

équations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  de  masse  M, 
placé  au  centre  de  gravité,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
extérieures  X,  Y,  Z,  transportées  en  ce  point  parallèlement i 
elles-mêmes.  Les  forces  intérieures  transportées  aussi  ea  ce 
point  s  y  détruiraient  deux  à  deux. 

Donc,  enfin,  le  centre  de  gravité  d*un  système  matériel  enwm- 
vement  se  meut  comme  un  point  dont  la  masse  serait  égale  i  b 
somme  des  masses  des  points  du  système^  et  qm  serait  sMàli 
par  les  forces  extérieures  ^  transportées  en  ce  point  paraUèUmed 
à  elles-mêmes. 

C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  de  résuttasU 
de  translation  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  un  système,  transportées  parallèlement  i 
elles-mêmes  en  un  même  point  de  l'espace  (II,  g  62).  La  force 
ainsi  obtenue,  appliquée  au  centre  de  gravité  où  Ton  suppose 
\x  masse  totale  concentrée,  agit  sur  ce  point  comme  s'il  éttit 
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isolé.  Jusqu'ici  nous  avons  dû  regarder  le  mouvement  d'un 
point  unique  comme  une  abstraction  impossible  à  réaliser. 
Nous  voyons  maintenant  dans  le  centre  de  gravité  d'un  sys- 
tème un  point  géométrique  qui  possède  les  propriétés  du 
mouvement  d'un  point  matériel  isolé. 

153«  Lorsqu'un  système  n'est  sollicité  que  par  des  forces 
intérieures,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  se  meut  comme 
un  point  matériel  qui  ne  serait  sollicité  par  aucune  force,  c'est- 
à-dire  que  son  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme  ;  comme 
cts  particulier,  son  mouvement  peut  être  nul,  et  le  centre  de 
gravité  rester  immobile. 

n  en  est  probablement  ainsi  du  système  planétaire.  Ce 
système,  pris  dans  son  ensemble,  comprend  le  soleil,  les 
planètes,  leurs  satellites,  et  une  multitude  de  corps  :  co- 
mètes, bolides,   matière  chaotique,   etc.,   dont   toutes   les 
particules  subissent  de  la  part  des  autres  et  exercent  sur 
celles-ci  des  attractions  égales  et  contraires.  Il  est  placé, 
sinon  dans  le  vide  absolu,  du  moins  dans  un  milieu  d'une 
densité  extrêmement  faible.  Enfin,  il  est  à  une  distance  tel- 
lement grande  des  autres  systèmes  répandus  çà  et  là  dans 
Fespace,  que  les  attractions  exercées  par  ces  sytèmes  peuvent 
être  regardées   comme   nulles.   Dans   ces   conditions,   les 
fivces  extérieures  sont  négligeables,  et  le  système  solaire 
est  un  ensemble  de  corps  soumis  seulement  à  des  actions 
intérieures  et  mutuelles.  Son  centre  de  gravité  est  donc 
on  immobile,  ou  animé  dans  l'espace  d'un  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme.  L'observation  du  ciel  conduit  à  penser 
(peffectivement  le  système  planétaire  possède  un  mouvement 
commun  qui  l'entraîne  dans  la  direction  de  la  constellation 
d'Hercule.  Mais  les  distances  des  étoiles  sont  si  grandes  qu'à 
P<Jne  peut-on  au  bout  de  plusieurs  siècles  constater  le  dépla- 
nieot  relatif  dû  à  ce  mouvement  général. 

154.  L'altération  des  forces  intérieures  mutuelles  ne  peut 
lûodifier  1  étal  de  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Dn  point  matériel  pesani,  lancé  dans  le  vide,  prend  le  mou- 
vement parabolique  qui  a  été  défini  (§  16),  et  qui  est  indépen- 


I 
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(huit  de  lu  masse.  Si,  au  lieu  d'un  point  isolé,  on  laoce dit: 
Iv  vi<le  un  syslèmc  matériel  pesant,  le  centre  de  gravilè  di 
systùrne  prendra  identiquement  le  même  mouvemcDlquëlf 
point  isulé.  pounu  que  les  circonstances  initiales  soient  ki 
niiMiies.  {.es  niuuvenients  volontaires,  par  exemple,  que  pro- 
duit un  animal  vivant  pendant  sa  chute,  étant  le  résôbl 
du  jru  de  i'orces  intérieures,  sont  sans  influence  sur  le  n»* 
veulent  du  rentre  de  gravité,  et  ne  peuvent  contribuerina- 
diticr  la  parabole  qu'il  a  commencé  à  décrire. 

l'ne  bombe  qui  éclaterait  dans  le  vide,  en  un  poioîdeî' 
trajerliure,  présenterait  le  même  phénomène.  Le  wniffi 
^ra\it'.>  de  la  bombe  continuerait  son  mouvement  sansi^ 
siMitir  aucune  inRuencedela  rupture  du  projectile. 

La  présence  de  l'air  atmosphérique  modifie  ces  rfeulaî 

L'air  oppose  une   résistance  sensible    au    mouvemenl  le 

c(U|i.s  animés  d'une  grande  vitesse.  Cette  résistance  est  ta? 

lurce  oxlérieuro  :  elle  dépend  des  vitesses  relatives,  des ù- 

iiie<i.  et  de  1  étiMidue  des  morceaux  sur  lesquels  elle  se  dêfr 

l«'Ppi\  Il  peut  donc  y  avoir,  par  suite  de  la  rupture  de i 

I>oiii1h\  une  mo.lilication  des  forces  extérieures  duesàlaffé- 

s.  Mil'  de  l'air,  et,  par  conséquent,  le  mouvement  du  cenîrti 

f////r;/t' f/(*  la  bmnbe  sera  modifié  par  le  fiiil  de  la  rupture. P»^" 

liouver  un  point  dont  le  mouvement  ne  subît  pascelleii^ 

llu.  nre,  il  laudrail  considérer  le  sij.stème  formt'  jar  lah^ 

t't  une  jnn'tmn  de  l'atmosphère  asseii  grande  pour  que  k  m^nrr 

vunt  ci  la  ruplnrc  de  la  bombe  fussent  sans  action  sensitlii^' 

Imr  sitae  an  delà  de  ses  I.mites,  Le  entre  de  «^ravilè  è"^ 

tel  s\>lt  int»  inalêriel,  jïuur  lequel  la  résistance  de  l'air deviflJ* 

une  loree  intérieure,  conserve  son  mouvement  sans  allêiatiJfi 

au  luoiiieut  où  la  bombe  éclate. 

io^t.  C'est  la  CiUiscrvation  du  mouvement  du  centre  deps- 
\ité  qui  e\|ili(|ue  la  marche  des  animaux  sur  lesoKUp!- 
pulsion  des  naNircs  au  moyen  des  rames,  des  palettes  ou  if 
riiélie<%  le  vid  des  oiseaux,  la  natation,  le  recul  desbouck' 
à  feu  au  moment  du  tir.  Dans  tous  ces  phénomènes  il  y  ' 
déseloppement  de  I'orces  intérieures;  dans  le  dernier,  pJ- 
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exemple,  le  boulet  est  lancé  en  avant,  lot  pièce  est  lancée  en 
airière,  et  les  viCesses  prises  par  les  deux  parties  du  système 
sont  dans  les  premiers  instants  réciproquement  proportion- 
nelles aux  masses,  de  telle  sorte  que  le  centre  de  gravité 
général  de  la  pièce  et  du  boulet  reste  immobile  au  moment 
où  le  coup  part.  Dans  la  marche  des  animaux,  à  la  forc^ 
qui  produit  la  progression  correspond  une  force  égale  qui 
pousse  la  terre  en  sens  opposé;  le  centre  de  gravité  général 
de  la  planète  n'est  pas  déplacé  par  cette  action  mutuelle. 
Le  recul  de  la  terre  est  d'ailleurs  négligeable,  parce  que 
sa  magsse  est  inûniment  grande  par  rapport  à  la  masse  de 
l'animal.  La  propulsion  des  navires  au  moyen  des  rames, 
des  aubes  ou  de  Thélice  met  mieux  encore  la  même  loi 
en  évidence;  car  ces  moyens  de  propulsion  consistent  à 
chasser  en  arrière  une  certaine  quantité  d'eau  pour  produire 
le  déplacement  du  corps  flottant  vers  Tavant;  le  centre  de 
gravité  du  système  formé  par  le  bateau  et  par  l'eau  qu'il 
déplace,  soit  en  Tentrainant  vers  l'avant,  soit  en  la  chassant 
en  arrière,  reste  immobile  pendant  toute  la  suite  du  mouve- 
ment, puisqu'il  n'y  a  là  que  des  forces  mutuelles,  et  que  le 
eentre  de  gravité  du  système  était  immobile  au  moment  du 
départ. 

Le  centre  de  gravité  d'une  planète  décrit  autour  du  soleil, 
conformément  aux  lois  de  Kepler,  une  ellipse  dont  le  soleil 
occupe  un  des  foyers  (1,  §  115).  Si  cette  planète  éclatait 
comme  la  bombe  que  nous  considérions  tout  à  l'heure,  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  planète  conserverait  son  mouvement  à 
ïinstant  où  la  rupture  aurait  lieu,  sans  subir  aucune  in- 
fluence des  forces  mutuelles  qui  auraient  produit  cet  ac^j 
denl.  Mais  il  ne  serait  pas  exact  de  dire  que  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  se  continuerait  sans  modification,  après 
comme  avant  la  rupture.  Le  théorème  montre  simplement  que 
le  centre  de  gravité  se  mouvrait  comme  un  point  de  masse  M, 
toUiàtépar  les  forces  extérieures  transportées  en  ce  point  parai- 
ornent  à  elles-mêmes.  La  rupture  de  la  planète  aurait  pour 
conséquence  une  altération  de  ces  forces  extérieures,  qui  pro- 


sn  thëohëxe  des  loietsTs 

duirait  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravilé  une  altérati 
correspondante.  Soient  m  et  m'  de 

•\ c_  morceauidela  planète  M,  que  nous  n 

Vx         /**  '■  ~7        posons  partagée  en  deux  portions  inéf 

\    '•'!!      /f  les.  Qunad  celte  planète  était  entière 

\    4t?r  /  sensiblement  sphérique,  on  pouvait  au 

\     ;    /  poser  (II,  g  159)  que  toute  sa  masse 

\   /  /  était  concentrée  en  son  centre  de  gi 

\,7  vile  G;  l'altraclion  F  du  soleil  S  et 

l  dirigée  suivant   GS  et  proportionnel 

Rg.  M.  i,    M 

Les  deux  morceaux  m  et  m'  sont  attirés  de  même  suino 
les  droites  mS,  m'S,  par  des  forces  F,  et  F,,  proportionnelle 

— ?-.<  ~-Tci-  Le  mouvement  du  point  G  est  ainsi  détermin 
ma    m  ô 

après  la  rupture  par  la  résultante  des  forces  F„  F,,  tru» 

portées  parallèlement  à  elles-mêmes   en  ce  point  6.  Or  II 

résultante  de  ces  deux  forces  est  généralement  une  force  P, 

différente  de  F.  La  loi  du  mouvement  du  point  G  est  doM 

modiliée  par  la  rupture.   Par  exemple,  la  proportionoiUU 

des  aires  aux  temps,  qui  avait  lieu  duns  le  premier  moaie 

ment,  n'existe  plus  pour  le  second,  puisquela  force  ■!>  ne pissi 

plus  constamment  par  le  point  fixe  S,  comme  cela  avait  lieu 

pour  la  force  F. 


THËOBËHE   DES   HOHeKTS  DES    QDAI(TIT£a  DE   HOWfllEIlT. 

156.  Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  moate- 
ment  pour  un  point  matériel  unique  s'eiprime  par  réqoa- 
tion 

■  M-ll(mp.)=J_'lllFA). 

Le  signe  M  indique  les  moments  pris  par  rapport  i  uc 
axe  fixe  quelconque;  t>«  et  v  sont  les  vitesses  du  point  mit^ 
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ridaux  époques  f^  et  f,  et  F  la  résultante  des  forces  qui  agis- 
sent sur  le  point. 

Cette  équation  est  applicable  à  chacun  des  points  qui  com- 
posent un  système  donné  ;  désignons  par  F  la  résultante  des 
forces  extérieures  pour  un  point  en  particulier,  par  f^,  /*,..., 
{„  les  forces  intérieures  dirigées  de  ce  point  vers  tous  les 
autres;  Féquation  précédente  deviendra  pour  le  point  consi- 
déré: 

I{«r)-M(m«,)= j^M(Fdr) -h  jT'MIArf/) -h^'M(Actt).f. ... 

U  7  aura  autant  d'équations  semblables  qu'il  y  a  de  points 
matériels  danç  le  système.  Faisons  la  somme  de  toutes  cgs 
équations,  et  observons  que  les  forces  intérieures  sont,  dans 
l'ensemble,  deux  à  deux  égales,  contraires  et  dirigées  suivant 
une  même  droite;  que,  par  conséquent,  la  somme  des  mo- 
nents  de  deux  forces  conjuguées  est  nulle  à  chaque  instant 
pir  rapport  à  un  axe  quelconque.  L'addition  des  équations 
éliminera  les  forces  intérieures,  et  conduira  à  l'équation 
Inale 

SM  (mv)  *  ZH  [mv.)  =  2  T  M  {Fdt), 

OÙ  n'entrent  plus  que  les  moments  des  forces  extérieures. 

Donc  r accroissement,  entre  deux  époques  y  de  la  somme  des 
»winm(«,  pris  par  rapport  à  un  axe  fixe^  des  quantités  de  mou- 
^ff^ent  de  tous  les  points  qui  composent  un  système  matériel,  est 
^S^l  à  la  sommcy  prise  entre  les  deux  mêmes  époques,  des  mo- 
"^b  par  rapport  au  mime  axe  des  impulsions  élémentaires  des 
f^s  extérieures  qui  agissent  sur  tous  ces  points, 

157.  On  déduit  la  même  proposition  du  théorème  géné- 
^  de  d*Alembert.  Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  les  for- 
^s  d'inertie  et  les  forces  qui  agissent  sur  le  système,  on 
l^ut,  en  appliquant  les  trois  dernières  équations  d'équilibre 
^  système  considéré  comme  solide,  écrire  que  les  sommes 

Oi.  —  HÊC.  COLUGXON.  18 
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des  moments  de  toutes  ces  forces  par  rapport  aux  trois  aies 
coordonnés  sont  égales  à  zéro. 

Appliquons  cette  remarque  au  moments  pris  par  rapport 
à  Taxe  des  s.  Soient  encore  X,  T,  Z  les  composantes  de  h 
résultante  des  forces  extérieures  appliquées  au  point  dont  ks 
coordonnées  sont  x^y^z;  le  moment  de  la  force  par  rapport 
à  l'axe  OZ  sera  Yx — Xy  ;  le  moment  de  la  force  d'inertie  de 
ce  point,  dont  on  suppose  la  masse  égale  à  m,  est  de  méoe 


et,  par  suite,  on  a,  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  momeab 
pour  la  totalité  des  points  qui  composent  le  système, 


ou  Lien 


Multiplions  par  dt  et  intégrons  :  xcPy — yd*xest  la  diffir» 
tielle  de  xihj — ydx^  de  sorte  qu'on  a 

Le  premier  m(»mbre  est  la  somme  des  moments  des  quo- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  Taxe  des  »,  à  Tinstii 
délini  par  la  valeur  t  du  temps;  dans  le  second  merakK» 
la   constante  C  est  la  même  somme  pour  l'époque  \^  < 

(V.r  — Xj/)d/  est  la  somme,  entre  les  deux  époques,  k 


i 


moments  des  impulsions  élémentaires  des  forces  extérieoic» 
y  compris  celles  qui  peuvent  tenir  lieu  de  certaines  liaisons. 

Les  forces  intérieures  sont  sans  influence  sur  la  sonii 
des  moments  des  quantités  de  mouvement,  comme  snrli 
so:iime  des  projections  de  ces  quantités  sur  les  axes. 

158.  Corollaires,  —  1**  Si,  à  tout  instant  du  moi«- 
ment,  la  somme   des   moments  des  forces  extérieures  d 
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auUe  par  rapport  à  un  axe  donné,  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  est  constante  par  rapport  à  cet 
ase,  car  l'équation  précédente  devient  alors 

ïM(ffio)=rSM(mpO- 

fJl  en  est  ainsi  quand  les  forces  extérieures  appliquées  au 
système  sont  à  chaque  instant  réductibles  à  une  force  uni- 
qae,  c'est-à-dire  quand  ces  forces,  composées  comme  si  le  sys- 
\ime  était  solide^  ont  une  résultante  unique  (II,  g  67),  pourvu 
({aeron  puisse  trouver  un  axe  fixe  qui  rencontre  les  direc- 
tkms  successives  des  résultantes.  Alors  la  somme  des  mo- 
nents  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe  est  con- 
siamfflent  égale  à  aéro. 

3*  Lorsque  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  chaquo 
iofitant  à  une  résultante  unique,  et  que  cette  résultante  passe 
FIT  «n  point  fixe,  la  somme  des  mom.^ts  des  quantités  de 
iBouvement  est  constante  par  rapport  à  tout  axe  mené  par 
cepoiot. 

4*  Lorsque  enfin  les  forces  extérieures  sont  toutes  nulles, 
lasooM^e  des  moments  des  quantités  de  mouTcment  est  con- 
fie par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque. 


^DiÊtoenum  ixs  quautités  de  mouvement  appuquées  a  un  système. 

159.  Les  quantités  do  mouvement  des  divers  points  d'un 
système  peuvent,  à  un  instant  quelconque,  être  assimilées  à 
^  ioroes  ;  si  l'on  imagine  au  môme  instant  que  le  système 
^it  solidifié,  on  pourra  appliquer  à  ces  forces  fictives  les 
iMaea  raisoonements  qu'aux  forces  qui  sollicitent  un  corps 
lolide,  et  par  suite  les  ramener  soit  à  deux  forces  (II,  g  61), 
^tà  une  fSoree  et  à  un  couple  (II,  g  62). 

Pour  opérer  cette  dernière  transformation,  rapportons  le 
o>Kmvement  du  système  à  trois  axes  fixes  rectangulaires,  OX, 
WetOZ. 

Soit  M  un  point  du  système,  m  sa  masse;  v  sa  vitesse  à  un 


rf  ni'jtîME  D£s  aoxi5Ts 

.  -\iz.:  i:z%^.  Ml  Ij  direction  de  celte  vitesse.  F 

.i  cr.Y  *  5LV  m»  lonpieor  MA  é^le  à  la  quantité 

1.--  «:  £-  »iBL  êiaîoée  à  une  écheUe  arbilraip 

:  :l^  ::.ii    draî*  Ml  comme  représentant  une  f 

,  «rp^iquor.s  à  l'origine,  0 

,»  lit*  i.'ivarîablemeritausTs) 

^      for«5s  OB,  OC,  égales  "et 

,      '     »  Ml,  Tune  OB  dans  le  m 

.1  Tautre   OC  en   sens  contj 

''  ^'M  forces  OC,  Ml,  parall. 

*    sens  opposes,  foimeront  i 

^nt  on  pourra  rcprésentef 

f  4  c  5  55  »  par  une  droite  OD,  pi 

nelle  an  moment  du  couple 

:    J.-^  i  5.  r  ilr),  et  dirigée  dans  un  sens  défin 

..: »:  :-j.v:i5  .-^r-nr.jes.  Sous  substituerons  ainsi  aux  « 

:    •.  :•  ^  :    -zc:  rr^ttÎTcs,  sans  altérer  ni  les  projectioi 

::  r:-    .   ::^  =:£ 3XS  qmnûtés  de  mouvement  traD 

■îc:  i  tHes-roèmes  au  point  0,  et  une  série 

7    >        :  l-f^  lies  peu^nt  être   aussi  supposés  a 

•     :     >!  r  mro>era  toutes  les  forces  ensec 

-1:  :-->ulîiLte  0?;  on  composera  tnsu 

>  : .  r   I  -  :    -rie?,  ce  qui  donne   un   axe  résull 

.  ^  ->>  [.rve  tiens,  à  Tinstant  considéré,  des 

..n:  r...  :.:  sur  un  axe  quelconque,  l'axe  Oï  pa 

>  r;   :;.::>::  :<:v  por  la  projection  sur   cet  ai 

r,    :     :::.r\  h  somme  des  moments  des  quai 

.»      i      ..:  r.\r.>.rt  à  Taxe  OX  sera  représentée 

.  •-  .\  .  r.  -i:  ji  de  IVxe  :ésu!taut  OR. 

■.:  L:  ::.du:n  n  fèorattrique  que  nous  avons  d 
.!..:.-  V.  F.e<-.  1.  du  ih-xK^me  des  moments  des  quant 
r.       ■  ..  ..:  :vur  un  pcânt  unique  (1*4),  s'étend  facilei 

\  >:  \  : .  :.s  h'  sysîîme  a  deux  époques  très  voisines, 
!..  ^  I .  :  .:..  r.i:r\.àlo  de  temps  infiniment  petit,  di.  les! 
o\;.  ::.  *,u>  :  i>t on t  sonsiblemeiit  constantes  pendant  cet  i 
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▼aile.  Composons-les  à  la  façon  des  forces  appliquées  à  un 
système  solide,  en  les  transportant  toutes  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  0.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  résultante 
de  translation  OH,  et  un  axe  du  couple  résultant,  OS  ;  on  aura 
la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  Taxe  OX, 
en  projetant  OU  sur  cet  aie,  et  la  somme  des  moments  des 
forces  extérieures  par  rapport  à  OX,  en  projetant  Taxe  résul- 
tant OS. 

Au  bout  du  temps  dty  la  résultante  des  quantités  de  mouve- 
ment OP  et  Taxe  du  couple  résultant  OR  auront  varié  de  posi- 
tion, et  seront  venus,  l'une  en  OP,  l'autre  en  OR'.  Les  extré- 
mités P  et  R  de  ces  deux  droites  parcourent  respectivement  les 
tfcs.infiniment  petits  PP',  RR'.  Soient  «^  j/^,  «j,  Ç,  y;,  Ç,  les 
coordonnées  du  point  P  et  du  point  R  ;  les  coordonnées  du 
point  P  seront  x^  +dx^^  y^  -+•  dy^y  z^  -f-  da^  celles  du  point  R' 
«ront  5  -^  dÇ,  Kj  +  dif),  Ç  -^  dç,  et  nous  aurons  les  égalités 


»,  =  ^Î- 

yi'hàtj,  =  lm^  -^  dlm^. 

«i  +  </5i  =lm-jj-\-(nin^^. 

{  =  ïm(yg- 

-4)' 

,4-.,=..(4;-.'|) 

,  =  !«(.  J. 

-4)- 

+...(.  J-4). 

*=^(4"- 

dx\ 

-^Ttp 

Appelons  X^  Y^,  Z^  les  coordonnées  du  point  H,  et  L,  M,  N 
1^  coordonnées  du  point  S.  Nous  aurons 

X|  =  2X,  L=2(Zy-y3;, 

V,=2Y.  M  =  5:(X3  — Zj), 

Zj  =  2Z,  N  =  2iYa:  — X//). 

Inéquations  des  quantités  de  mouvement  projclées  et  des 
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moments  dos  quantités  de  mouvement  nous  donnent  SA 
leurs,  pour  rintervalle  infiniment  petit  de  temps  dt, 


ai 


et  par  conséquent 


oa  bien 


di 
dzi 
'S 

di 

±t 
dt 

di 


—  N. 


Kii  d'autres  termes,  les  composantes X^,  Y^,  Z^  de  larésul- 
t.'inlt'  (le  translation  sont  respectivement  égales  aux  compo- 
Siuilrs  de  la  vitesse  du  point  P,  extrémité  de  la  résultante  dfs 
quantités  de  mouvement;  et  les  composantes  L,  M,Nducoopb 
résultant  des  forces  extérieures  sont  respectivement  ^ate 
aux  composantes  de  la  vitesse  du  point  R,  extrémité  de  Yv^ 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement. 

Par  conséquent,  la  vitesse  du  point  P  est  égale  et  paraUHt^ 
la  droite  finie  OU,  résultante  de  translation  des  forces  extérieyra^ 
et  la  vitesse  du  point  R  est  égale  et  parallèle  à  la  droite  finie  (S. 
axe  du  couple  résultant  des  mêmes  forces. 

En  même  temps  que  les  points  P  et  R  décrivent  chacun  une 
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certaine  trajectoire,  les  points  H  et  S  décrivent  d'autres  cour- 
bes, et  il  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  à  la  déûnition  don- 
née en  cinématique  (I,  §98),  que  le  lieu  décrit  par  le  point  H  est 
Viniicatrice  des  accélérations  totales  du  point  P,  et  que  le  lieu 
décrit  par  le  point  S  est  Vindicatrice  des  accélérations  totales  dn 
pointa, 

161 .  Remarque.  —  Lorsque  l'axe  OS  du  couple  résultant  des 

forces  est  nul,  le  point  R  reste  immobile.  L'axe  du  couple 

résultant  des  quantités  de  mouvement  transportées  à  Tori- 

gine  0  est  alors  immobile,  et  conserve  indéfiniment  une 

direction  et  une  grandeur  constantes  ;  il  en  est  ainsi  quand 

les  forces  extérieures  appliquées  au  système  solidifié  sont 

réductibles  à  une  résultante  unique  OH,  passant  par  le  point 

0*  U  en  serait  encore  de  même  si  la  résultante  était  nulle, 

auquel  cas  le  système,  supposé  solidifié,  serait  en  équilibre 

sousTaclion  des  forces  extérieures.  Dans  ce  cas  la  droite  OP 

serait  aussi  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Cela  a 

'ieu,  par  exemple,  quand  les  forces  extérieures  sont  toutes 

ïïttlles,  et  en  particulier  (g  153),  pour  le  système  solaire;  le 

point  0  peut  alors  être  pris  où  l'on  voudra  :  la  résultante  de 

toutes  les  quantités  de  mouvement  transportées  en  ce  point, 

^l  Taxe  résultant  de  leurs  moments,  sont  deux  droites  fixes 

^ns  Tespace,  en  grandeur  et  en  direction. 

Nous  verrons  que  cette  propriété  subsiste  encore  dans  le 
'Mouvement  relatif,  lorsque  les  axes  mobiles  sont  animés  d'un 
'Mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  ou  lorsque 
*^  axes,  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système  parallèle- 
ment à  des  directions  fixes,  sont  entraînés  par  le  mouvement 
^e  ce  point. 
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162.  Le  moment,  par  rapport  à  un  axe  fixe  OX,  de    1* 

quantité  de  mouTement  d'un  poiut  matériel  M,  représente 

(g  42)  le  double  du  produit  de  la  masse  de  ce  point  par    sa 

vitesse  aréolaire  autour  de  cet  axe, 

c'est -è -dire  par  la  vitesse  de  Faire 

que  décrit  sur  le  plan  lOZ,  normal 

à  l'axe  OX,  la  projection  On  du  rayon 

vecteur  OM. 

Appelonsmla  masie  d'un  point,»,  y.  * 

ses  coordonnées,  à  un  cerlaio  instant, 

par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 

dx  dv   d%   . 

jf.  J.y,les«mpo. 

santés  de  f  parallèles  aui  axes.  Soient  A,  A',  A*,  les  aires  dé- 
crites sur  les  plans  TOZ,  ZOX,  XOT,  par  les  projections  Omi 
Om',  Om",  du  rayon  vecteur  OM. 
Nous  aurons  les  égalités 


Fig.  9i 

OX,  0¥,  OZ  ;  ti  sa  vitesse  à  cet  instant  ; 


D'ailleure  (8  i57j 


Tar  conséquent 


dt  ^Y  itt       dt) 

rfA'  1  /    dz_    dt\ 

dt  ^\' dt       'dtj' 

d\"  \  (    du         dx\ 
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9rmules  que  nous  avons  déjà  démontrées  directement  dans  la 
inématique  (K§55). 

163.  Lorsqu'un  système  est  en  mouvement,  les  sommes  des 
lomenfs  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  ma- 
inds  qui  le  composent,  par  rapport  aux  trois  axes  coordon- 

es,  sont  égales  à  2m  —,  2m  — ,  2m  — .  Appliquons  au  sys- 

ime  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
ntre  deux  époques  infiniment  rapprochées,  séparées  par  un 
Dlervalle  de  temps  dt.  Prenons  par  exemple  les  moments  par 
apport  à  Taxe  OX.  Le  théorème  nous  donne 

désignant  les  forces  extérieures. 

rfA  d}X 

Mais  d2M(m»)=d22m^=22m^dr. 

Ik)nc,  en  supprimant  le  facteur  dt,  qui  est  commun  à  tous 
s  termes  de  chaque  somme,  il  vient 

Â  chaque  instant^  la  somme  des  produits  de  chaque  masse  par 

rf'A 
accélération  aréolaire,  -rrp,  mr  Pun  des  plans  coordonnés^  est 

fcle  à  la  moitié  de  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
»r  rapport  à  Vaxe  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Cest  la  généralisation  du  théorème  du  g  43,  relatif  au  mon- 
ument d^un  point  unique. 

164.  Si  la  somme  2M(F)  est  constamment  nulle  par  rapport 

(PA 
un  certain  axe,  la  somme  2m  j-r  est  aussi  constamment 

at^ 

^Ile  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Par  suite,  la 

dA 
^me  2m  -j-  est  constante,  et  2mA  est  une  fonction  linéaire 
at 

'  temps. 

"    en  est  ainsi  sur  les  trois  plans  coordonnés,  lorsque  la 

^ïne  des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  pour  clia- 
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cun  des  liX)isaxes;  ceci  suppose  que  les  forces  données,  corn-. 
posées  comme  si  le  système  était  solide,  se  font  équilibre^ 
ou  se  réduisent  k  une  force  unique  passant  par  l'origine  «. 
Dans  ce  cas  particulier,  la  somme  des  produits  des  masse!:^ 
par  les  aires  décrites  en  projeclion  sur  chacun  des  plaa^ 
coordonnés  est  une  fonction  linéaire  du  temps,  c'est-à-dir 
s*accroit  de  quantités  égales  en  temps  égaux.  C*esl  à  ce  ca: 
particulier  qu'on  donne  spécialement  le  nom  de  théorème  d^ 
aires. 


plah  du  VAxniuH  des  aides. 

165.  A  un  instant  quelconque,  transportons  à  Forigine  0« 
parallèlement  à  elles-mêmes^  les  quantités  de  mouvement  assi- 
milées à  des  forces,  et  composons  en  un  seul  les  couples  qui 

proviennent  de  ce  transport.  Nous  obte- 
nons ainsi  un  axe  résultant  OR,  dont  les 
projections  sur  les  axes  coordonnés  OX, 
OY,  OZ,  sont  respectivement  égales  aux 
sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  aux  mêmes  axes. 
Plus  généralement,  on  obtient  la  somm<^ 
^^*    '  des  moments  des  quantités  de  mouYeiacn^ 

par  rapport  à  une  droite  ON  passant  par  l'origine,  en  proje- 
tant sur  ON  Taxe  OR.  La  môme  longueur  ON  représente  1^ 
double  de  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  mull^  ^' 

pliant  chaque  masse  par  la  vitesse  aréolaire  -jj  de  son  mo^^' 

vement  projeté  sur  un  plan  P,  normal  à  la  droite  ON. 

Pour  trouver  cette  somme  2m  ^,  relative  à  un  plan      ^ 

donné,  on  devra  donc  élever  une  perpendiculaire  ON  à  cepl^^^' 

et  proje'er  OR  sur  cette  droite.  La  projection  0N=0Rcos(RO^^' 

représentera  le  double  de  la  somme  cherchée. 

La  droite  ON  ne  peut  être  plus  grande  que  la  droite  OR. 
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dû 

i  Vj  pour  lequel  la  somme  2m -^  des  masses  par 

féotaires  est  la  plus  grande  possible,  est  le  plan 
,'C^ert*è-4ire  le  plan  iK>rmal  à  Vaxe  du  couple  ré- 
4HneHk  des  quantités  de  mouvement  transportées 
est  'ce  plan  qu'on  appelle  le  plan  du  maximum  des 
qu'il  en  existe  un  à  chaque  instant  pour  un  sys- 
^ue  en  mouvement. 

somme  des  moments  des  forces  extérieures  est 
nttUe  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés, 
oople  résultant  des  quantités  de  mouvement  est 
(pace  (§  161),  et  par  suite  le  plan  du  maximum 
rpendiculaire  à  OR,  conserve  dans  l'espace  une 
îable. 

Dsons-nous  de  déterminer  directement,  pour  un 
le  donné,  la  position  du  plan  du  maximum  des 
istant  t  quelconque. 

déferons  les  aires  élémentaires  dA,  dk'y  dk"  de- 
nt l'intervalle  de  temps  dt  qui  suit  cet  instant^ 
lions  de  chaque  rayon  vecteur  OM  sur  les  trois 
nnés  ;  multiplions  chacune  de  ces  aires  par  la 
)ondante,  et  faisons  les  sommes.  Soit 

rfA  =  Imdk, 
dK'  r=  Imdk', 
dh!'  =  Zwm/A". 

ms  regarder  dA,  rfA',  ds!\  comme  les  projections 
aire  (K2,  située  dans  un  plan  P,  qui  fait  avec  les 
mes  certains  angles  a,  p,  y-  ^^  suffira,  en  effet,  de 
)%  angles  a,  p,  y  P^i*  1^  série  d'égalités 

flOSp         COSy  i 1 

*    c/V  =  dA"  *  v^rfi'-frfP  +  SP»  ~  ^Û* 

ainsi  la  grandeur  dû,  et  Torientation  (a,  p,  y) 
me  qui,  projetée  sur  les  trois  plans  coordonnés, 
acun  une  aire  égale  à  celle  qui  y  est  décrite  par 
is  des  différents  points  du  corps.  Pour  avoir  la 
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somme  des  aires  décrites  en  projection  sur  un  plan  Q  quel- 
conque, il  sufQra  de  même  de  projeter  Taire  dQ  sur  le  plan  Q; 
la  somme  cherchée  sera  donc  dûcos(P,Q)  ;  le  maximum  de 
cette  somme  a  lieu  pour  le  plan  P  lui-même,  puisque  alors  la 
somme  est  égale  à  dQ.  Donc  enfin  le  plan  cherché  fait  avec 
les  plans  coordonnés  les  angles  a,  ^  et  y«  fournis  par  les  éga- 
lités précédentes. 

Si  les  aires  dXj  dM,  ds!'  sont  égales  à  des  constantes  multi- 
pliées par  dty  c'est-à-dire  si  les  aires  croissent  sur  les  trois  plans 
proportionnellement  au  temps,  dt  disparaissant  comme  fac- 
teur commun  dans  les  équations  qui  font  connaître  a,  ^et  y,  le 
plan  P  est  invariable. 

DÉCOMPOSITION  EN  DEUX  PABT8   DE   LA  SOMME  DBS  MOMETiTS  DES 

QUANTITÉS  DE  MOUVEMENT. 

167.  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
d'un  système  matériel  par  rapport  à  Taxe  OZ  a  pour  expres- 
sion 

On  peut  transformer  cette  expression  en  la  somme  de  deux 
expressions  semblables,  dont  l'une  exprime  le  moment,  par 
rapport  à  Taxe  OZ,  de  la  masse  entière  du  système  concentrée 
en  son  centre  de  gravité  G,  et  dont  Tautre  exprime  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  système  par  rap- 
port à  un  axe  GZ',  mené  par  le  centre  de  gravité  parallèlement 
à  Taxe  OZ.  Cette  transformation  est  utile  pour  traiter  certains 
problèmes  de  mouvement  relatif. 

Soient  OX,  OY,  OZ,  les  axes  donnés; 

G  le  centre  de  gravité  du  système  matériel,  et  GX',  GY',  GZ' 
les  nouveaux  axes,  menés  parallèlement  aux  anciens  par  le  points 
G,  et  mobiles  avec  lui.  Soit  M  un  point  quelconquedu  système^^r' 
MN=»,  NP=j/,  OP=x,  ses  coordonnées  rapportées  aux  axes^r^ 
OX,  OY,  OZ;  etMN'=«',  NT'=y',  GF=a^,  ses  coordonnée^ 
rapportées  aux  axes  GX',  GY',  GZ'. 
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Si  Ton  appelle  Ç,  y],  i;  les  coordonnées  OK,  KH.HGdu  centre 
de  gravité  G  par  rapport  aux  premiers  axes,  on  aura  les  trois 
relations  : 

Quant  aux  vitesses  du  point  M,  il  y  a  lieu  de  considérer  la 
vitesse  absolue  du  point  M,  sa  vitesse  relativement  aux  axes 
Gi!y  GY',  Gl\  et  enfln  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M, 
considéré  comme  lié  aux  axes 
mobiles.  Le  mouvement  d'en- 
traînement étant  ici  une  trans- 
lation, la  vitesse  d'entraîne- 
ment du  point  M  est  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  du  point 
6.  La  vitesse  absolue  du  point 
M  est  donc  la  résultante  de  sa 
^tesse  relative  prise  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  de  la 
liesse  du  centre  de  gravité,  et  on  aura,  en  additionnant 
^ébriquement  les  composantes  de  ces  vitesses, 

dfdt'^dt' 
dy  _  dy'       dr, 
dt  "  dt  '^  dt' 
di_d£d^ 
dl'^  dt  "^  dr 

^9^tions  auxquelles  la  différentiation  conduirait  directement. 
'^niions  l'expression 

(dy         dx\ 
""â-y-dî)' 

^*  i^mplaçons  les  coordonnées  et  leurs  différentielles  par  leurs 
^^rs  en  fonction  des  nouvelles  variables;  il  vient 

-["'-«(^■^È)-^+-i(f+â)] 
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Cette  transformation  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier  de 
la  théorie  des  déterminants.  On  pourrait  l'indiquer  de  la  façon 
suivante,  en  adoptant  la  notation  particulière  des  détermi* 
nants,  et  en  supprimant  le  facteur  m  : 


dt  "^di 


"dl  "^5?' 


rfç      dn 
di'     dt' 


9f,      y. 

dz!      dy 

W     dJ' 


Cl       V' 
dl       dn 

Si'    3r* 


l, 


'ï» 


dz*      du' 

-di'    -di' 


2m 


Faisons  ensuite  la  somme  de  toutes  les  quantités  semblables, 
ce  que  nous  indiquerons  en  mettant  le  signe  £  défaut  tous  Iqs 
termes  de  Téquation  : 

(•^-s)=-('f-^$)+'-(«f-.f) 

+'"('è->'â)+-('5-S> 

Observons  que  Ç,  13,  -tt.  -tj»  sont,  à  un  même  instant,  des 

facteurs  communs  à  tous  les  termes  de  quelques-unes  des 
sommes  indiquées;  ce  qui  permet  d'écrire  le  second  mem- 
brc  de  Téquation  sous  cette  forme  : 

Or  2mx'  =  0,  et  2^^^=  0;  car  Zmx\  Imy',  sont  les  som- 
mes des  moments  des  masses  par  rapport  aux  plans  T'GZ', 
Z'GX',  conduits  par  leur  centre  de  gravité  6.  Elles  sont  donc 

nulles  toutes  deux.  Par  suite,  on  a  aussi  Zm  -^  =s  0  el 

I?n--^  =0.  De  tous  les  termes  du  développement  il  ne  reste 
que  les  suivants  : 


dri  dl 
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qui  opèrent  la  décomposition  annoncée;  M  représente  la  masse 
totale  2  m. 

On  aurait  autour  dés  deux  autres  axes  une  décomposition 
identique. 

Les  sommes 

^    dk        _     dkf        ^     dk» 
Zm^j-.        »«-3J»       ^^W 

qui  ne  sont,  au  fond,  que  des  représentations  géométriques 
da  moments  des  quantités  des  mouvement,  sont  susceptibles 
des  mêmes  transformations. 

168.  Les  forces  intérieures,  qui  sont  sans  effet  sur  le  mou- 
vement du  centre  de  grairité  d'un  système  matériel,  n  ont 
aocun  effet,  non  plus»  sur  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  quelconque.  Étant 
donaé  un  système  matériel  soumis  à  certaines  forces  exté- 
neureSy  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  complètement 
défini,  et  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
o^nt,  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point  de  Tespace,  a  à  chaque  instant  une  direction  et  une  lon- 
S<ieur  parfaitement  déterminées,  quelles  que  soient  les  for- 
^  intérieures  développées  dans  le  système.  On  peut  appliquer 
<^tte  théorie  à  tous  les  exemples  donnés  gg  153, 154  et  155  ; 
'ïon-seulemenl  dans  ces  exemples  le  mouvement  du  centre 
^^  gravité  n'est  pas  altéré  par  le  développement  de  forces  in- 
^rieures  nouvelles,  mais  encore  les  moments  des  quantités 
^^  mouvement,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  les  sommes  des 
produits  des  masses  par  les  aires  décrites  pendant  Tunité  de 
^^Uips  en  projection  sur  des  plans  fixes  ne  subissent  aucune 
**^odification  pour  cette  cause. 

Si,  par  exemple,  un  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  et 
^U'un  effort  intérieur  rapproche  de  Taxe  de  rotation  certaines 
Parties  éloignées,  la  somme  des  produits  des  masses  par  les 
^ires  décrites  pendant  Tunité  de  temps,  en  projection  sur  un 
plan  normal  à  Taxe,  ne  devra  pas  changer  par  suite  de  cette 
action  intérieure;  d'où  résulte  que  la  vitesse  angulaire  u)  aug- 
'ïïenle;  car  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  un  ra^on 
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vecteur  égal  à  r  a  pour  valeur  {wr*;  si  r  devient  plus  petit, 
<i>  doit  au<;inenter  pour  que  le  produit  (ur*  reste  constant. 

Le  refroidissement  d'un  corps  solide  entraîne  en  générai 
une  contraction  que  l'on  peut  attribuer  à  l'action  de  forces 
intérieures.  Un  corps  tournant  doit  donc  acquérir  des  vitesses 
angulaires  de  plus  en  plus  grandes,  à  mesure  qu'il  se  refroi- 
dit. La  constance  presque  absolue  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  terre,  depuis  Hipparque  jusqu'à  nos  jours,  permet 
de  penser  que,  dans  une  période  de  2,000  ans,  la  température 
du  globe  n'a  pas  variée  dune  manière  sensible. 

On  a  un  exemple  de  l'accélération  due  à  un  rapprochement 
de  Taxe,  dans  le  mouvement  rapide  de  rotation  d'un  danseur 
qui  porte  sur  le  sol  par  le  bout  du  pied,  et  qui  tourne  sur  lui- 
même  en  étendant  horizontalement  l'autre  jambe;  sa  vitesse 
angulaire  s'accroît  lorsqu'il  replie  la  jambe  étendue.  Quant 
à  la  manière  dont  il  parvient  à  s'imprimer  à  lui-même  une 
vitesse  de  rotation  rapide,  c'est  en  développant  des  efforts  du 
pied  qui  pose  par  terre.  Le  frottement  au  contact  du  sol  est 
la  force  extérieure  qui  accroît  graduellement  sa  vitesse. 

THÊOBÈME  DES  FORCES   VIVES. 

1G9.  Soient  v^  la  vitesse  d'un  point  matériel  de  masse  m»-^ 
à  l'instant  où  ce  point  occupe  une  certaine  position  A,; 

V,  la  vitesse  du  même  point  lorsqu'il  occupe  une  autre  po — 
sition  A  ; 

F,  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  à  un  in^j 
stant  quelconque  sur  le  point  mobile; 

[X,  Tangle  qu'elle  fait  au  même  instant  avec  la  direction  di 
mouvement; 

ds,  lare  élémentaire  décrit  par  le  mobile  à  partir  de  c( 
instant. 

l'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  ^    Tfi 
point  considéré  sera 

-  mv*  —  5  mr,«  =  /    FcoSfids, 

*  2  ./l. 
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Les  limites  $^  et  s  sont  les  arcs  qui  définissent  les  positions 
X,  et  A  sur  la  trajectoire. 

Appliquons  la  même  équation  à  tous  les  points  qui  compo- 
sent un  système,  en  prenant  comme  limites  pour  chacun  les 
positions  qu*il  occupe  à  Tinstant  où  le  premier  point  est  en 
'  A,,  et  à  rinstant  où  il  est  en  A.  Ajoutons  ensemble  toutes  ces 
équations,  et  nous  aurons  pour  résultat  final 

i  i  /• 

h  premier  membre  de  cette  équation  est  Taccroissemcnt 

de  la  demi-force  vive  totale  du  système,  de  sa  première  à  sa 

seconde  position;   le   second  membre  est   la    somme  des 

^vaux  accomplis  par  toutes  les  forces  quand  le  système 

passe  de  Tune  à  l'autre;  parmi   ces  forces  se  trouvent  à 

^  fois  les  forces  extérieures  et  les  forces   intérieures,  les 

forces  données  et  les  forces  tenant  lieu  des  liaisons,  sauf 

'^  cas  particuliers  où  leur  travail  individuel  est  nul  de  lui- 

fliéme. 

On  obtient  donc  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  système  en  mouvement,  V accroissement  de  la  demi- 

force  vive  totale  du  système  entre  deux  positions  successives  est 

^9^1  à  la  somme  des  travaux  des  forces^  tant  extérieures  qu'in- 

^^ienresj  qui  agissent  sur  le  système  de  Vune  à  l'autre  de  ces 

Suppositions. 

Tel  est  le  théorème  des  forces  vives,  le  plus  important  do 
*^Ufe  la  dynamique. 

1 70.  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  forces  intérieures  ne 
disparaissent pasnécessairementde  Féqualiondcs  forces  vives; 
de  là  une  différence  importante  entre  cette  équation  et  celles 
^ui  traduisent  analytiquement  les  autres  théorèmes  généraux. 
Pour  ceux-ci,  en  effet, les  forces  intérieures  sont  éliminées.  Une 
^Ulre  différence,  c'est  que  les  sommes  de  forces  vives,  Zmr% 
^ont  des  quantités  absolues,  toujours  positives,  et  pour  les- 
quelles on  n'a  pas  égard  aux  directions  des  vitesses,  mais  seu- 
lement à  leurs  grandeurs.  Le  théorème  des  forces  vives  doniuï 

m.  —  n£c.  colug!<05.  19 


Gxplicilcmenl  la  considératioa  du  temps,  e 
seulement  dans  l'un  dfs  membres  de  l'équ 
des  forces,  c'csl-â-dire  des  produits  de  la  foi 
là  d'importantes  conséquences  analytiques.  A 
lupper,  nous  déduirons  l'équation  des  forces  ^ 
de  d'Alerabert. 

171.  Nous  avons  mis  l'équation  gèoërale 
sous  la  forme 

Dans  cette  équation,  î,  Y,  Z  sont  les  compo! 
axes  des  forces  doiméety  c'est-à-dire  de  tout 
agissent  sur  le  système,  à  l'exception  des  fo 
des  liaisons;  Sx,  ït;,  Si,  sont  les  projections 
arbitraires  compatibles  avec  les  liaisons,  et 
condition  que  les  forces  équivalentes  aux 
ncnt. 

Si,  au  contraire,  on  veut  mettre  en  ëvidct 
tiennent  lieu  des  liaisons,  et  dont  les  comp 
préseutécs  par  x,  t,  z,  il  faudra  adopter  l'éqi 
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considère  tantôt  Tune,  tantôt  Tautre  forme  de  Téquation  gé- 
oferale. 

1*  On  prendra  Féquation  sous  sa  première  forme  si  les 
équations  de  liaison 

L»  =  0. 

L,=o, 


so&t  indépendantes  du  temps  t.  Il  résulte  de  là  en  effet  qu'on 
a  à  la  fois  les  équations 

s'*'  +  S?'v  +  ...=o, 


ê'*+ =0. 

oùentrent  les  projections  des  déplacements  virtuels  imprimés 
fetivement  au  système  à  l'instant  t,  et  les  équations 

T— -  dx  -{- =0, 


^4  entrent  les  projections  des  déplacements  réels  subis  par 
'^  système  pendant  l'intervalle  de  temps  rf^  S'il  en  est 
^^Jïsi,  on  peut  faire  îx=dx,  ly=dy^  lx^=dx^,  ...  etc.;  en 
^autres  termes,  on  peut  appliquer  l'équation  générale  de 
*  équilibre  dynamique  au  mouvement  réel  du  système.  Elle 
^«vient 


2G3 

on  peut  récriro 


TUtORÈSB 


S^  wi 


ou  enfin 


et,  en  intégrant  les  deux  membres,  on  a 

[e-f)v®'+{sn='=+/«"-+".^"^-- 

S  j  m»»  =  C  +  ifçidx  4-  Yilif  -4-  Zrfs). 

Nous  trouvons  ainsi  Téquation  des  forces  vives  :  le  $cmi 
membre  renferme  la  somme  des  travaux  des  forces  doi- 
nùes,  ù  Tcxclusion  des  forces  de  liaison.  La  condilioa  pov 
qu'il  en  soit  ainsi,  c  est  que  les  équations  de  liaison  soicBl 
indépendantes  du  temps.  . 

2°  Si  au  contraire  une  ou  plusieurs  des  équations  Lj=li 
r,  =  0...,  contenaient  explicitement  la  variable  /,  ledépbo- 
nuMit  réel  du  s\stùme  pendant  le  temps  dt  ne  pourrait  tte 
considéré  comme  Tun  des  déplacements  virtuels  compatibles 
avec  ces  éjuations.  En  effet,  les  projections  du  premier  siti^ 
funl  aux  relaiions 


T  ^'^  -i-  -r  ^^!f  +  •  •  •  H rf/  =  0 


t  lîidis  que  les  projections  de  Tun  quelconque  des  sccondssa- 

11:  loiil  au\  relations 


-7-   CT  -f   -—  t^   4-    ... 

lix  dy 


=  0, 


OÙ  le  temps  i  est  traité  comme  une  constante. 

Pour  qu'on  puisse  dans  ce  cas  identifier  le  déplncemcBl 
réel  à  un  déplacement  virtuel,  il  faut  que  les  àr,  cj.Sî,.- 
soient  compléh  ment  arbitraires,  ce  qui  suppose  qu'on  prd* 
rê;|ualion  générale  sous  sa  seconde  forme.  11  vient  aloi'S 
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OU  bien 

et  eo  intégrant 

C'est  encore  Téquation  des  forces  vives,  mais  avec  une 
somme  de  termes  qui  représentent  les  travaux  des  forces 
de  liaison,  somme  qui  était  nulle  dans  le  premier  cas. 

172.  Le  théorème  des  forces  vives  peut  se  démontrer  très 
simplement  de  la  manière  suivante,  en  s'appnyanl  toujours 
sur  le  théorème  de  d*Alembert. 

Les  forces  dUnertie  et  les  autres  forces  se  faisant  à  chaque 
instant  équilibre,  la  somme  des  travaux  des  forces  d*inertie, 
des  forces  données,  tant  extérieures  qu'intérieures,  et  des 
forces  tenant  lieu  des  liaisons,  est  constamment  nulle  pour  un 
déplacement  virtuel  quelconque  du  système,  et,  en  particulier, 
pour  le  déplacement  effectif  qu'il  subit  pendant  cliaque  durée 
ii^Gniment  petite  dt.  Mais  (g  74)  le  travail  total  de  la  force 
i*inertîe  est  égal  à  la  demi-différence  changée  de  signe  dts 
forces  vives  du  point  matériel  à  l'instant  initial  et  à  l'in- 
stant final.  Donc  le  demi-accroissement  de  la  somme  des  for- 
ces vives,  ou,  en  adoptant  le  langage  de  Bélanger  (g  75), 
f  accroissement  de  la  puissance  vive  du  système  entre  deux 
époques,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces, 
''^rces  inférieures,  forces  extérieures,  et  forces  tenant  lieu 
•  ^^s  liaisons,  dans  le  cas  où  celles-ci  n'auraient  pas  d'ellcs- 
'^êmes  un  travail  égal  à  zéro. 

173.  Comme  exemple  de  l'introduction  de  forces  tenant 
*icu  des  liaisons  dans  l'équation  des  forces  vives,  imagi- 
nas qu'un  point  du  système  matériel  soit  assujelli  à  glis- 
^r  sans  frottement  sur  une  surface  mobile  suivant  une  loi 
donnée.  Le  temps  figurera  explicitement  dans  l'équation 
^^  cette  surface  ;  la  réaction  de  la  surface  sur  le  point  qui 
^^  parcourt  devra  entrer  dans  l'équation  des  forces  vives, 
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car  son  Irayail  n'est  pas  nul,  la  trajectoire  effecliTe  dupoial 
n*élant  pas  conslamment  normale  à  la  direction  de  cette 
force. 

174.  Le  théorème  des  forces  vives  prend  quelquefois  le  m 
de  théorème  de  t effet  du  travail.  D  montre  que  le  travail  poafl 
(les  forces  a  pour  effet  d*auginenter  la  force  vive  totale  tm 
système  mobile,  tandis  que  ië  travail  négatif  a  pour  effet  deh 
diminuer.  Le  travail  moteur  dépensé  par  les  forces  pendants 
certain  parcours  des  points  mobiles  se  retrouve  sous  fine 
de  force  vive,  au  bout  de  ce  parcours,  dans  le  système  a 
mouvement,  et  la  force  vive  que  le  système  perd  pour  lâ- 
cre  des  résistances  se  retrouve  de  même  dans  le  travail  oip- 
tif  accompli  par  ces  résistances.  A  ce  point  de  vue,  on  péri 
dire  que  le  mouvement  d^un  iystème  matériel  est  une  smie  m 
interrompue  d* échanges  de  travail  en  force  vtve  et  de  fme  M 
en  travail. 

175.  SoitT  la  somme  algébrique  des  travaux  des  fm 
mouvantes  ou  résistantes  ;  appliquons  Téquation  des  fincB 
vives 

à  un  certain  intervalle  de  temps,  et  supposons  qu'an  cm- 
mencemcnt  et  à  la  fin  de  cet  intervalle  les  vitesses  se 
retrouvent  les  mêmes  pour  les  mêmes  points,  ce  quenouso- 
primerons  d'une  manière  générale  en  écrivant  v  =«,.  Dei 

1  1 

résultera  2  ^  mv*  =  2  j^  m»^'  ;  le  premier  membre  étant  nul,fc 

second,  T,  Test  aussi  ;  donc  le  travail  total  des  forces  est  ml 
pendant  rinfervalle  considéré. 

Cette  conclusion  s*applique  notamment  aux  mowetdt 
périodiques^  c'est-à-dire  aux  mouvements  en  vertu  desquels  b 
divers  points  matériels  composant  un  système  reviennentu 
bout  de  temps  égaux  aux  positions  précédemment  occupées;cl 
s'y  retrouvent  animés  des  mômes  vitesses.  Qubud  il  en  «^ 
ainsi,  le  travail  total  des  forces  est  nul  pour  une  ou  plusietf' 
périodes. 
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Une  machine  qui  commence  à  travailler  part  du  repos,  et 
cUe  y  revient  quand  son  travail  cesse;  on  a  donc  v^=0 
pour  fous  les  points  au  commencement  du  mouvement, 
et  9=rO  à  la  fin.  Donc  T  =  0,  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  travaux  de  toutes  les  fqrces  qui  agissent  sur  la  machine 
depuis  la  mise  en  train  jusqu*à  Tarrèt,  est  identiquement 
naUe;  le  travail  positif  des  forces  mouvantes  est  ainsi,  pen- 
dant cet  intervalle,  égal  en  valeur  absolue  au  travail  négatif 
des  résistances. 

176.  Le  théorème  des  forces  vives  renferme  la  solution  du 
problème  général  de  la  statique. 

Dfi  tyitime  matériel  à  liaisons  est  sollicité  pur  des  forées  F  ; 
fuUe  est  la  condition  d'équiUbre  ? 

Imprimons  par  la  pensée  au  système  un  déplacement  infi- 
niment petit  compatible  avec  les  liaisons;  nous  pourrons 
appliquer  à  ce  mouvement  infiniment  petit  le  théorème  des 
farces  vives.  Appelons  v^  la  vitesse  initiale  imprimée  à  un 
poÎBt  matériel  pris  dans  une  certaine  position,  et  v  la  vi- 
tesse que  le  même  point  possède  après  avoir  parcouru  Parc 
infiniment  petit  ds.  Le  travail  de  la  force  F  qui  sollicite 
^  point  sera  F  cos  |jL(b,  et  nous  aurons  pour  l'ensemble  du 
sjstème 

la  quantité  positive  S  ^  mv*  est  moindre  que  2  ^  mV,  si 

ZFcospKb  est  négatif,  ou  au  plus  égale  à  cette  quantité,  si 
2Foos)i(is  est  nul. 

Si  donc  2Fcos|jL(b  =0,  ou  2Fcosixrf5<0,  le  système, 
placé  sans  vitesse  dans  la  position  initiale,  ne  pourra  Taban- 
wnner  en  suivant  le  déplacement  que  nous  avons  admis; 
les  vitesses  initiales  t^o  sont  en  effet  nulles  pour  chaque  point, 

ftf  1 

^Psr  suite  l,qmv*=:0;  le  système  ne  pourrait  quitter 

*  position  initiale  qu'en  acquérant  des  vitesses  v  qui  ren- 
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draient  positive  la  somme  ^^mr*;  or  ce  résultat  est  imposa- 
ble, car  réquation  des  forces  vives  conduirait  à  égaler  m 
quantité  positive  à  une  autre  quantité  qui,  par  hypothèse, est 
négative  ou  nulle. 

Pour  qtie  le  système  demeure  en  repos  dans  sa  fosiim  m- 
tiale,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux  âmnk- 
taires  de  tontes  les  forces  qui  le  sollicitent  soit  nulle  ou  négén 
pour  tout  déplacement  infiniment  petit  compatible  avec  la  M- 
sons. 

Certains  déplacements  virtuels  sont  possibles  dans  les  doD 
sens  suivant  les  mêmes  directions  ;  la  somme  des  Imn 
virtuels  correspondants  doit  être  nulle  pour  l'équilibre;  ors 
elle  était  négative  pour  l'un  de  ces  déplacements  en  parti» 
lier,  elle  serait  positive  pour  te  déplacement  contraire,  d h 
condition  d*étre  négative  ou  nulle  pour  tous  ne  pourrait  élR 
remplie  (11,  g  1 18).  Nous  retrouvons  ainsi  d'une  manière  tià- 
dii'cctc,  et  comme  conséquence  des  principes  de  la  dym» 
que,  la  règle  donnée  en  statique  sous  le  nom  de  Tliéorimà 
travail  viriitel. 

177.  Considérons  un  système  à  liaisons  complètes,  c'est* 
dire  un  syNtcinc  dont  le  mouvement  puisse  se  définira 
moyen  d'une  variable  unique  expiimée  en  fonction  iuleaf 
(I,  §  205).  Lorsqu'on  fait  abstraction  des  frottements  et  è 
la  résistance  des  milieux,  Téquation  des  forces  vives  afl* 
qnée  à  ce  système  peut  en  général  définir  complètement  sa 
mouvement. 

Il  n'en  est  plus  de  môme,  comme  nous  le  verrons looli 
riieure,  dans  le  cas  où  l'on  tient  compte  des  résistances  j» 
sives,  qui  restent  iqconnues  dans  létiuation  du  travail. Qoi 
qu'il  en  soit,  on  pourra  toujours  appliquer  au  système  fl^ 
bile  Téquution  das  forces  vives,  et  poser 

•n  appelant  T  le  travail  total  de  toutes  les  forces,  données  «• 
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inconnues.  Dans  cette  équation  l^mv*  est  une  fonction  de  la 
quantité  T.  DifTérentions  celte  équation  ;  il  vient 

Imvdv  =  cfT. 

Supposons  encore  que  les  vitesses  v  des  divers  points 
aient  entre  elles  des  rapports  constants,  aipsi  que  cela 
a  lieu  dans  la  plupart  des  machines;  leurs  difrércnlielles 
auront  les  mômes  rapports,  et  par  suite,  elles  s'annulent 
toutes  à  la  fois  :  ainsi  les  vitesses  de  tous  les  points  passent 
à  la  fois  par  leurs  plus  grandes  ou  par  leurs  plus  petites 
Taleurs.  Le  premier  membre  s'annule  pour  di;  =  0,  ce  qui 
donne  en  môme  temps  dTi^O.  Or  dT  est  la  somme  des 
travaux  élémentaires  des  forces,  et  léqnation  dT  =  0  in- 
dique que,  grâce  aux  liaisons,  les  forces  se  font  équilibre. 
l<e  maximum  et  le  minimum  des  vitesses  des  divers  points 
mobiles  a  donc  lieu  lorsque  le  système  passe  par  une  position 
d'équilibre. 

178.  Si  T  est  constamment  nul,  auquel  cas  dl  est  con- 

1  1 

^^mment  nul  aussi,  on  a  à  chaque  instant  2^  mv*=l^mv^*; 

^  force  vive  du  système  est  donc  constante  lorsque  les  forces 
^  font  constamment  équilibre.  La  réciproque  est  vraie.  Par 
^^tiséquent,  si  l'on  a  toujours  t;  =  i;o,  c'est-à-dire  si  le  mou- 
^^ment  de  chaque  point  est  uniforme  sur  sa  trajectoire,  les 
'ortes  qui  agissent  sur  le  système  se  font  constamment  équi- 
'^re  :  proposition  dont  nous  avons  fait  un  fréquent  usage 
^îHis  le  livre  VI  de  la  statique,  mais  qu'il  importait  de  dé- 
montrer d'une  manière  rigoureuse  (II,  §  265). 

179.  A  un  instant  donné,  supprimons  les  forces  mou- 
^^ntes  qui  agfssent  sur  un  système,  et  ne  conservons  que 
les  forces  résistantes.  La  force  vive  totale  du  système  va  di- 
*ïfcînuer  graduellement,  et  nous  pouvons  admettre  en  géné- 
ï^l  qu'elle  se  réduira  à  zéro  au  bout  d'un  temps  fini.  Appli- 
quons le  théorème  des  forces  vives  à  la  période  comprise  entre 
l'instant  de  la  suppression  des  forces  mouvantes  et  l'instant  où 
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le  système  rentre  dans  le  repos.  Soit  —  T  la  somme  des  tai- 
vaux  négatifs  accomplis  par  les  forces  résistantes  pendant cdb 
période.  A  Tinstant  initial,  la  force  vive  du  système  est  itfrt- 
scntée  par  Imv*  ;  elle  est  nulle  à  Tinstant  final,  et  l'on  a 


ou  bien 


0— 2j«i»*  =  — T, 


s  3  ■!•*  es  T- 


Donc  à  un  instant  quelconque ,  la  force  vive  '  totale  im 
système  matériel  en  mouvement  est  égale  au  double  du  t^ 
vail  résistant  que  le  système  est  capable  de  subir^  ou  au  Mk 
du  travail  qu'il  est  capable  de  produire j  jusqu^à  extinction  <b  m 
vitesse. 

Pour  ramener  au  repos  un  système  matériel,  il  faut  tte 
subir  à  ce  système  un  travail  résistant  égal  à  la  moitié  de  9 
force  vive.  Prenons  pour  exemple  un  corps  solide  pesant,  gb- 
sant  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  sur  une  table  horizontalt 
Soit  P  son  poids,  fie  coefGcient  du  frottement  relatif  aux  sa^ 
stances  en  contact,  v  la  vitesse  du  corps.  Le  parcours  $m 
bout  duquel  le  corps  s'arrêtera  sera  donné  par  l'équation 

Car  cette  égalité  exprime  que  le  travail  résistant  rfxs.a- 
veloppô  par  le  frotiement  P/*  le  long  de  l'espace  parcourusses! 
égal  à  la  demi-force  vive  initiale  du  corps. 

Donc 

9*         H 

II  étant  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v.  Le  poids  do  corps 
disparaît  de  cette  équation.  Ce  résultat  était  fiicile  à  prévoir. 
Le  parcours  horizontal  5,  sous  Faction  résistante  d'un  Mit 
ment  P/*,  équivaut,  comme  travail  négatif,  à  un  parcoofl 
vertical  égal  à  fs  sous  l'action  d'une  force  retardatrice  égik 
au  poids  P.  L*arr6t  du  corps  se  produira  donc  quand  /l=Hi 
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H  étant  la  hauteur  à  laquelle  s'élèverait  le  corps  si  on  le 
lançait  Terticalement  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  v. 

180.  Dans  cet  exemple,  le  corps  mobile,  doué  à  Tinstant 
initial  de  la  vitesse  v,  arrive  au  repos 

après  un  parcours  fini  ;  puis,  une  fois      — ' ""^ 

a  repos,  il  y  demeure  indéfiniment.  ^^'  ^' 

La  résistance  des  milieux  peut,  dans  certains  cas,  conduire 

aune  conclusion  analogue. 

Supposons  qu'un  corps,  animé  d'une  vitesse  initiale  Vo,  par- 
coure une  droite  horizontale  AB,  et  qu'il  ne  soit  sollicité  que 
par  la  résistance  de  l'air. 

Soit  m  la  masse  du  point,  t;  sa  vitesse  à  un  instant  quel- 
conque; la  résistance  du  milieu  sera  une  force  retardatrice, 
fonction  de  la  vitesse,  qu'on  pourra  représenter  par  l'expres- 
sion — b«,  t  et  a  étant  des  nombres  donnés.  L'équation  du 
mouTement  est  donc 

^  en  déduit,  en  séparant  les  variables, 

m     ' 


^  par  suite  • 


p*-*     «     Al 


P)  J1-I  =  C-^. 

1  —  a  m 

^  «  est  différent  de  Tunité,  ou 

log»  =  C— -. 

^U=l. 
Admettons  la  première  hypothèse,  et  supposons  de  plus  que 

*  ^it moindre  que  Punité ;  nous  aurons  v=0  pour  t=z—^ 

^  ^t-à-dire  que  la  vitesse  du  mobile  s'annule  au  bout  d'un 
■^^ps  fini.  Au  delà  de  cette  valeur  du  temps,  l'équation  (2) 
'^^se  d*ètre  admissible;  car  le  second  membre  devient  né- 
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fonctions  connues  des  coordonnées  x,  y,  z,  x\  y\  s',...  de 
ses  difTérents  points*  Dans  la  seconde,  F  représente  les 
forces  extérieures,  f  les  forces  intérieures  conjuguées,  et 
r  les  distances  de  leurs  points  d'application.  S'il  arrive  que 
Z(Idx+¥dy+Z</«)  soit  la  difTérentielle  exacte  d'une  fonction 
ç(x,y,  2,  a/,  y\7!....)  des  mutuelles  coordonnées,  l'équation 
des  forces  vives  prend  la  forme  très  simple 

(3)  s  5  m»'—  s  j  fiiir,«=s  f  («,y,  %,  TCf,  }f,%\  ...) 

—  f  («•.  y»»  St*  «.',  y/,  V, . .  .)• 

La  force  vive  du  système  ne  dépend  plus  alors  que  de  la  posi- 
tion des  diriéreiits  points,  et  si,  à  deux  époques  différentes, 
lespoints  du  système  repassent  à  la  fois  par  les  mêmes  posi- 
tions, la  force  vive  à  ces  deux  époques  se  retrouvera  identi- 
quement la  même. 

Cette  circonstance  analytique  se  réalise  dans  un  cas  parti- 
culier très  remarquable,  celui  où  le  système  n'est  sollicité 
que  par  des  forces  intérieures  conjuguées  deux  à  deux,  et 
fonctions  des  distances  mutuelles. 

Alors,  en  effet,  l'équation  des  forces  vives,  mise  sous  la 
forme  (2),  se  réduit  à 

i         •  i  r 

X  j  mi«  — 2  j  mr.«  =  2  J  /dr, 

oùf  est  la  valeur  commune  de  deux  forces  conjuguées,  et  iv 
là  variation  infiniment  petite  de  la  distarxc  de  leurs  points 
<l  application.  Si  /"est  une  fonction  de  r,  chaque  terme  \iy  de 
la  dernière  somme  2  est  une  différentielle  exacte,  et  Tinté- 
gi^tion  indiquée  est  possible  sans  qu'on  connaisse  le  mouve- 
'Hent  effectif  du  système.  La  même  conclusion  subsiste  quand 
il  y  a  des  forces  extérieures  F,  pourvu  que  chacune  tende  vers 
Qn  centre  fixe,  et  qu'elle  soit  fonction  de  la  distance  X  de  ce 
^nlre  à  son  point  d'application;  car  alors  Fcosp-d*  se  trans- 
forme en  Fd).,  fonctitm  intégrable  si  F  est  une  fonction  con- 
nue de  X.  lia  pesanteur  rentre  dans  ce  cas  particulier,  en  rcn- 
^nt  les  forces  F  toutes  parallèles  et  constantes  ;  la  quantité X 
^oit  être  alors  suiposée  miinie.  Dans  tous  ces  cas,  le  second 
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inc^mbrc  contiendra  après  les  intégrations  une  sommedetonc- 
tinns  des  dislances  mutuelles  des  divers  points,  dcsdlsUus 
de  ces  points  à  des  points  fixes,  et  enfin  des  distuncc^  ies 
mi^mes  points  à  des  plans  fixes  :  toutes  Tonctions  cxprimaUes 
au  mdyen  dos  coordonnées  des  points  mobiles.  Ûéquafiai 
\)cu[  donc  être  ramenée  à  la  forme  (3). 

187).  S'il  n*y  a  que  des  Torées  intérieures,  exprimables  fv 
des  fonctions  dos  distances  mutuelles,  chaque  terme  ffir 
s'annule  de  lui-même  lorsque  les  deux  limites  entre  les- 
quelles on  prend  Tintégrale  sont  égales.  Si  donc  les  distança 
muluclles  reprennent  h  certains  intervalles  les  mêmes  «> 
leurs,  le  travail  accompli  par  ces  forces  est  nul  penifll 
cliaiun  de  ces  intervalles,  et  la  force  vive  repasse  aussi  ju 
la  même  valeur. 

Lorsque  la  distance  mutuelle  de  deux  points,  sansétrecoB- 
lîmt'\  oscille  dans  chaque  groupe  entre  deux  limites  fixes, h 
forre  vive  oscille  aussi  entre  un  maximum  et  un  minimna. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la  force  vive  totok 
du  système  solaire;  les  distances  mutuelles  des  principan 
coips  qui  le  composent  restent,  en  effet,  comprises  entrée 
limites  déterminées. 

lluygens  et  les  géomètres  qui  l'ont  suivi  ont  réuni  toots 
ce<  r  >iu'liisions  sous  le  titre  général  de  principe  de  lacmi^- 
vdt'tou  (les  forces  vives.  A  proprement  parler,  ce  principe  n'd 
îipplie.ilile(|u\iueas  particulier  oiilasomnio2(Xrfj*-hY(/i/+Zi 
est  une  dilTiientiello  exacte;  s'il  n  es!  pas  niodilié  loisquel 
b\slèiiieest  assujetti  à  des  liaisons  qui  ne  produisent  auca 
travail,  il  cesse  d*élre  applicable  lorsque  le  svsléme  snï 
des  fiolt.'nienls  ou  des  résistances  de  milieux.  Mais  écarte* 
h>  fuljons  admises  sous  les  noms  de  forces  tenant  lieu  des^- 
sons,  de  frottements,  de  résistances  des  milieux  (II,  g  IblfdC 
nous  en  tenir  à  Tliypothése  des  actions  mutuelles  entrefe 
niolé(  ules,  exprimables  en  fonction  de  leurs  distances,  hxff- 
tbise  qui  paraît  plus  conforme  à  la  réalité  et  qui  rend  miflB 
conï|)le  de  tous  b*s  pbénoménes;  nous  fiouvons  conce^^ 
qu'on  applique  Téquation  des  forces  vives  à  la  totalité  de  luci' 
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Ters.  La  fonction  iÇLdx + Ycfy + Zd%)  sera  alors  intégrable,  car 
elle  se  réduit  à  une  somme  de  la  forme  Z/Vfr,  el  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  sera  vérifié  :  en  d'autres  termes, 
la  force  vive  totale  ne  dépend  que  des  positions  des  dilTérentes 
molécules;  elle  est  indépendante  des  Irajccloircs  qui  les  font 
passer  de  Tune  à  l'autre^  et  reprend  la  même  valeur  quand 
les  mêmes  molécules  se  retrouvent  à  la  fois  dahs  les  mêmes 
positions  relatives. 

184.  Le  travail  des  forces  intérieures  peut,  dans  trois  cas 
principaux,  ne  pas  figurer  dans  l'équation  des  forces  vives.  Il 
est  nul,  en  effet  : 

1*  Lorsque  le  système  est  un  solide  invariable,  parce  qu'alors 
les  distances  mutuelles  sont  constantes.  Le  travail  élémentaire 
fir  est  nul,  puisque  le  facteur  dr  est  égal  à  zéro  ; 

2*  Lorsque  le  système  est  un  liquide  parfait,  non  compres- 
sible et  non  dilatable;  ou  bien  alors  les  forces  intérieures 
sont  nulles,  ou  bien  les  variations  des  dislances  mutuelles 
sont  nulles;  dans  les  deux  cas,  le  produit  élémentaire  fdr  est 
nul,  et  la  somme  Test  aussi  ; 

3*  Lorsque  les  distances  mutuelles  redeviennent  les  mêmes 
après  certains  intervalles  de  temps,  et  qu'on  prend  la  somme 
des  travaux  des  forces  entre  les  époques  correspondantes.  Nous 
avons  déjà  indiqué  cette  circonstance  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. Il  en  est  ainsi  dans  les  vibrations  périodiques  et  iso- 
chrones d'un  système  matériel  élastique.  A  des  intervalles 
de  temps  égaux  entre  eux,  les  points  matériels  composant  le 
système  se  retrouvent  dans  les  mêmes  positions  relatives  et 
animés  des  mêmes  vitesses  ;  la  somme  dos  travaux  des  forces 
intérieures  s'annule  donc  périodiquement. 

185.  L'équation  des  forces-vives  ne  renferme  pas  les  som- 
mes des  travaux  des  forces  équivalentes  aux  liaisons,  lorsque 
ces  travaux  sont  nuls  d'eux-mêmes  :  lorsque,  par  exemple, 
on  fait  abstraction  des  frottements  des  courbes  et  des  sur- 
faces fixes  le  long  desquelles  le  système  matériel  glisse,  des 
réactions  obliques  des  surfaces  mobiles  suivant  lesquclb'S 
ses  diverses  parties  se  touchent  les  unes  les  autres,  des  ton- 


304  DECOMPOSlTlOîî  DE  LA  FORCE  VIVE 

sions  OU  pressions  développées  dans  les  barres  et  les  fils  qui 
joignent  les  points  matériels  deux  à  deux,  et  qu'on  suppose  de 
longueur  invariable,  etc.  (Ht  g  119).  Dans  ces  conditions 
et  dans  toutes  les  circonstances  analogues,  on  n*aura  à  tenir 
aucun  compte  des  liaisons  quand  on  posera  Téqualion  d 
forces  vives. 

Dans  la  mécanique  appliquée,  au  contraire,  les  points  fixes 
les  axes  de  rotation,  sont  remplacés  par  des  solides  de  dimen 
sions  finies,  à  la  surface  desquels  les  parties  en  contact  gliss 
avec  un  certain  frottement;  les  réactions  des  courbes,  des  su 
faces  sont  obliques  au  lieu  d'être  normales;  les  barres,  les 
sont  extensibles  et  déformables.  Les  forces  tenant  lieu  d 
liaisons  ont  alors  un  travail  dont  il  importe  de  tenir  compt 
et  1  équation  des  forces  vives  ne  les  élimine  plus. 

DÉGOMPOSmOK  DE   LA   FORCE  VIVE   EN  DEUX  PARTIES. 

186.  La  force  vive  d'un  système  matériel  peut,  comme  It 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  un  axe,  se  décomposer  en  deux  parties  :  Tune  est  la  force 
vive  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de  gravité  ;  Ta  li- 
tre est  la  force  vive  correspondante  au  mouvement  relatif  da 
système  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menÀ 
par  le  centre  de  gravité. 

Reprenons,  en  effet,  les  notations  du  g  167,  et  posons 

a:  =  x'  -f-  Ç, 

1/  =  y'  -H  >7, 
de  là  on  tire,  en  différenliant, 

di  "■  dt  '^dF' 

^  _  dy'       dn 
dt  "  di  "^  dt  • 

ch  _  f/î^        rfÇ 
dt~  dt  '^  dt' 
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Élevons  au  carré  chacune  de  ces  équations,  multiplions  par 
la  masse  et  ajoutons;  il  viendra 

écrivons  cette  équation  pour  chaque  point  du  système  et 
laisons  la  somme.  Nous  observerons  que  jt  »  -y?»  -r.^  sont  les 

nmâmesdans  foutes  les  équations,  et  sortent  des  signes  S  comme 
Eacteurs  communs.  On  obtient  enfin 

Les  trois  derniers  termes  sont  nuls  d'eux-mêmes,  puis- 
qu'on a  2mx'=0,  2mî/'  =  0,  lmz'=0;  Tèqualion  se  réduit  à 

en  appelant  v  la  vitesse  absolue  d'un  point,  v'  sa  vitesse 
relative,  et  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  la  décomposi- 
tion annoncée  est  opérée. 

la  nouvelle  théorie  de  la  chaleur  conduit  à  intioduire  un 
troisième  terme  dans  le  second  membre  de  celte  rqnalion  ;  ce 
terme  est  la  somme  des  forces  vives  correspondantes  à  Télat 
vibratoire  des  molécules,  c'est-à-dire  à  l'état  calorilique  du 
5^ystèmt\  Alors  Smu"  représente  la  force  vive  du  sysièmc  dans 
^on  mouvement  relatif  apparent,  abstraction  failc  des  oscilla- 
tions de  chaque  molécule  autour  de  sa  position  moyenne.  On 
peut  généralement  faire  abstraction,  dans  les  problèmes  de 
la  mécanique  appliquée,  de  ce  troisième  terme  afTércnt  à  la 
quantité  de  chaleur  contenue  dans  les  corps. 

■t.  —  Hic-   GOLUOKOII.  20 


SOO  STABILITE 


STABILITÉ  DE  L^ÉQUILIBRE   D*UN  SYSTÈME. 

187.  La  condition  générale  de  Téquilibre  d*un  système  ma- 
tériel à  liaisons,  sous  Faction  de  forces  données,  s'exprime 
par  Téqualion  du  travail  virtuel 

OÙ  ix,  Sy,  B2,  représentent  des  déplacements  infiniment  pe- 
tits, compatibles  avec  les  liaisons,  mais  du  reste  arbitraires, 
imprimés  aux  divers  points. 

Nous  supposerons  que  X,  Y,  Z...,  soient  des  fonctions  con- 
nues de  x^  y,  Zj  x'^  y\  2'...,  et  que  de  plus  la   fonctio 
2  (XSx  ■+-  YSy  -h  Z82)  soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonc — 
tion  ^  de  ces  difTérentes  variables,  de  sorte  qu'on  ait  idenii — 
quement 

♦  =  r2(XJa;  +  Y5y  +  Z^5). 

Celte  fonction  ^  prend  une  certaine  valeur  quand  les  coor — ' 
données  correspondent  à  la  position  d'équilibre  :  nous  repré — ^ 
senterons  cette  valeur  par  ^,  et  nous  écrirons  ^'  au  lieu  de 
quand  il  s'agira  de  la  valeur  que  prend  la  même  fonction  lo] 
que  rc,  1/,  z.x^y  j/',  2'...,  se  changent  en  x-+-lXyy-\-hj,  z^-Zz, 
x'-f-Bx'....,  les  différences  Sx,  5j/,...  étant  supposées  finies  ^S, 
mais  très  petites.  Nous  aurons,  en  appliquant  la  série  d^  ^^ 
Taylor, 

♦'  =  *  +  T  +  0  +  - 

Imaginons  maintenant  qu'on  imprime  aux  points  du  systèm^^^ 
des  vitesses  v^  telles,  que  ces  points  reçoivent  les  déplace- — * 
mcnls  Sx,  Sj/,  Sx....  L'équation  des  forces  vives  appliquée  à 
mouvement  nous  donnera,  en  appelant  t;  ce  que  devient 
vilesse  v^^ 


2  i  wi»'  —  2  j  mv.*  =  Çl(Tiix  4-  Y«^  +  ISz), 
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"intégrale  étant  prise  entre  la  position  d'équilibre  du  système 
t  la  position  atteinte  par  suite  des  vitesses  qui  lui  ont  été 
rnprimées  :  !x,  Sy,...  représentent  sous  le  signe  /  des 
.ifTérentielles  infiniment  petites.  On  aura  donc  entre  ces  li* 
dites 


/ 


2{X^x-f  Y^y -f  W^)  =♦'-♦=  Y  H- III + 


[ais  8$=Z(X8x  +  Y8y  +  Z82)=0,  en  vertu  de  la  condition 
L* équilibre.  L*équation  des  forces  vives  se  réduit  donc  à 

^la  posé,  on  sait  qu'on  peut  prendre  les  quantités  Sx,  iy.Zz...^ 
ssez  petites  pour  que  le  développement  ait  le  signe  de  son 
^i-emier  terme.  Deux  cas  principaux  sont  ici  à  distinguer. 

1*  Si,  quels  que  soient  8x,  Sy,  82...,  pourvu  quils  soient 
r£s  petits  en  valeur  absolue,  8*4»  est  négatif,  on  aura  toujours 
•  Imo*  <  2  f  mv*  pour  tous  les  déplacements  du  système  au- 
our  de  sa  position  d'équilibre.  On  pourra  donc  imprimer 
ulx  différents  points  des  vitesses  v^  suffisamment  petites  pour 
[lie  les  vitesses  i;,  acquises  par  suite  des  déplacements,  soient 
ussi  petites  qu'on  voudra.  Dans  ce  cas,  la  force  vive  du 
ystème  reste  toujours  infiniment  petite,  et  le  système  ne 
^eut  subir  qu'un  écart  très  petit  à  partir  de  sa  position  d'équi- 
tbre.  Les  forces  agissent  à  la  façon  d'un  frein^  et  la  stabiliio 
le  l'équilibre  est  assurée. 

'?  Si  au  contraire  8'4»  est  ou  toujours  positif,  ou  tantôt  po- 
^îlif,  tantôt  négatif,  2|mt;*  n'est  pas  toujours  moindre  que 
—  ïW»o'>  ^l '^  y  ^^^^  certains  déplacements  au  moins  qui  ac- 
CTollront  la  force  vive  ;  le  travail  des  forces  tend,  pour  ces  dé- 
placements, à  augmenter  les  vitesses,  et  à  éloigner  le  syslème 
de  sa  position  primitive.  La  stabilité  n'existe  donc  pas. 

lâ  condition  de  la  stabilité  est  en  résumé  que  la  fonction 
*  soit  maximum.  Nous  reviendrons,  du  reste,  plus  tard  sur 
^^te  question. 
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▲PPUGATION  AUX  SYSTÈMES  PESARTS  A  LIAISONS. 

188.  Lorsque  la  force  extérieure  qui  agit  sur  les  points  du 
syslômeest  la  pesanteur,  on  peut  faire  X=0,  Y=0,  Z=— mg, 
c-t  la  fonction  ^  devient  Tintégrale  de  — Zmgt»;  on  a  donc 
<:>== — j2m2=— jM*^,  en  appelant  H  la  masse  totale,  et  j^ 
Tordonnëe  verticale  du  centre  degravilé.  Le  maximum  de^ 
correspond  au  minimum  de  2^  et,  par  suite,  la  stabilité 
est  assurée  quand  le  centre  de  gravité,  qu^on  suppose  assujetti 
par  les  liaisons  à  décrire  soit  une  courbe,  soit  une  surface, 
soit  enfm  à  rester  dans  une  région  limitée  par  une  ligne  ou 
une  surface,  occupe  la  position  la  plus  basse  possible  (I^g  238 
et  536).  Il  serait  facile  de  démontrer  ce  théorème  directe- 
ment. 

THÉORÈKE   DB  LA  MOIHDRB  ACnON. 

189.  Lorsque  les  équations  de  liaison  sont  indépendantes  d 
temps,  et  que  la  fonction  2  (Xdx  •+-¥.»?/ -h  Zrf»)  est  une  diffô 
rentielle  exac!c  d'une  fonction  9  des  coordonnées,  le  thiorèm, 
(le  la  moindre  action  exprime  une  condition  de  minimum  qu 
))ermet  de  déduire  du  théorème  des  lorces  vives  l'équatioi 
générale  du  mouvement. 

Cette  condition  s'exprime  ainsi  :  Parmi  tous  les  mouvement 
par  lesquels  on  peut  imaginer  que  le  système  passe  d'une  de  se^ 
positions  à  une  autre^  en  satisfaisant  aux  équations  de  liaison, 
le  mouvement  effectif  est  celui  qui  rend  minimum  la  somme  des 
produits  des  quantités  de  mouvement  de  chaque  point  materiez 
par  les  arcs  élémentaires  quil  décrit  successivement  sur  sa  tr 
jectoire  réelle  ou  fictive. 

En  d'autres  termes,  le  mouvement  effectif  rend  minimu 
la  somme 


/ 


mvd$, 
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OU  satisfait  à  la  condition 

iS  j  mvdi  s  0.  ' 

La  difîérentiation  donne 

i2  j  mvdê  =B  S  /  mipâê  "^-l  j  mvidê. 

TVransformons  d*abord  la  première  somme  en  y  remplaçant  ds 
vdt.  n  vient 

s  ÇmSvdiszl  CmvSvdiss  ÇdtSsmiw^  CdiSl^nul^, 

m  observant  que  les  signes  2  et  /  sont  permutables,  et  que  dl 
\t  facteur  commun.  Or  Tëquation  des  forces  vives  définit, 
^  une  constante  près,  la  vitesse  pour  chaque  position  du 
^fstème,  réelle  ou  Gclive.  On  a  en  effet 

2  I mipi  =  C  H-  fstXrfx -f  Yrfy -h  Ma)  =  C  4- f » 

par  suite,  en  prenant  les  variations  des  deux  membres, 

s  jmivdi  =  Cl [XSx  -f  Y^y  +  lU)  di. 

La  seconde  somme  se  transforme  comme  s'il  s'agissait  d'un 
^M>int  unique.  On  a 

X)onc 

dsSdi  =  dxcdx  -f-  dyidy  +  dzidz. 

XMvisant  par  dt^  et  multipliant  par  m,  il  vient 

wwSdê  =  »«  ^  idx  4-  m  T^  idy  +  »»  ^r  Wa, 
1  jmvids^l  f^ir  ^rf«4-2  /  m^  idy-\-l  j  m  JL^di. 

Intégrons  par  parties  pour  séparer  les  caractéristiques  deii; 
il  tiendra 

2  j  m  TT  cdx  ==  ï»»  jt  ^«  —  ï  /  ix,m  ^  di, 
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et  ainsi  pour  les  autres  sommes.  Donc  enfin 

Réunissant  les  deux  parties  de  la  somme,  on  a  en  dé- 
finitive 

La  somme  en  dehors  du  signe  /  est  nulle  aux  deux  limita, 
puisque  les  positions  de  départ  et  d'arrivée  de  chaque  poiil 
sont  supposées  fixes;  de  plus,  le  mouvement  effectif  pff 
lequel  le  système  passe  de  la  première  position  à  la  secoode 
Obi  celui  qui  annule  à  chaque  instant  la  seconde  somme 


s(x-m;,';-')ox+(Y-m^if)ey+(z--m^:j]c.  =  0. 


dl*) 


Donc  rinlt\i:rale  est  aussi  nulle  éléments  par  éléments.  lia 
résulte  c2/mrrf5  =  0,  condition  qui  suflit,  sauf  certains  cas 
('XccplioniH'ls,  à  assurer  le  minimum  de  la  fonction  Zfmà. 
Celle  fonction  n'a  évidemment  pas  de  maximum. 

On  reinaniuera  qu'en  appliquant  la  démonstration  du  théo- 
rème analogue  relatif  aux  courbes  funiculaires  (II,  g  333),  on 
pourrait  opérer  la  transformation  de  la  somme  Z/mvodsjii 
la  simple  géométrie. 

DÉFIMTION   DES   FORCES   IKSTAKTAKÉES. 

190.  Une  force  constante  F,  appliquée  à  un  point  matériel 
de  masse  m,  et  agissant  sur  lui  à  partir  du  repos  pendaot 
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temps  6,  lui  comnmnique,  dans  sa  propre  direction,  une 
vitesse  V  donnée  par  l'équalion 

niB  =  F9. 

Si  le  temps  0  est  Iràs  court,  la  vilessc  upeut  avoir  telle  va- 
eurqu'on  voudra.pourvu  que  l'autre  faclcur  F  soit  suflisam- 
lent  grand. 

La  YÎIcsse  effective  du  point  mobile  a  varié  pendant  le  temps 
de  0  à  t>,  et  sa  valeur  moyenne  est  {v.  L'espace  parcouru  est 
onc  JrÔ  pendant  la  durée  de  l'action  de  la  foi-ceF.  Or  si  le 
imps  8  est  liés  court,  le  produit  JtiOsera  1res  petit,  de  sorte 
|ue  l'effet  de  la  force  F  pendant  une  très  courte  durée  aura 
è  de  communiquer  au  point  maté[  iel  une  vitesse  Unie  v,  sans 
■  faire  parcourir  un  espace  appréciable. 
Les  niémcs  conclusions  s'appliquent  à  des  forces  variables 
tendant  la  durée  6  de  leur  action.  De  l'équation 


tire  la   vitesse   finale  v  ;  t'espace  parcouru  est  encore 

I  vdl,  ou  I  dt  (  ~  lit,  intégrale  double  qui  est  toujours 
■«  ^'o      Jo  ™ 

s  petite  si  0  est  très  petit,  lors  même  que  le  facteur  Y  passe- 
Dit  par  de  liés  grandes  valeurs.  On  rentre  d'ailleurs  dans  le 

leraicr  cas  en  substituant  au  facteur  variable  F  sa  valeur 
Roycniie. 
t  On  appelle  en  mécanique  force  insfanlanée  une  force  dont 

Jilensili  moyenne  F  est  très  grande,  et  qui  agit  sur  un  point 
lotériel  pendant  un  temps  0  trop  court  pour  pouvoir  être 
pprécié.  Trlle  est,  par  exemple,  la  force  qui  se  développe 
ans  le  choc  de  deux  corps  solides. 

Des  deux  fucti-urs  F  et  9,  l'un  est  très  grand,  l'autre  très 
etit;  tous  deux  échappent  ainsi  à  une  mesure  précise.  Mais 
Bur  produit  Ffl  est  fini  et  appréciable;  il  se  mesure  par  la 
uantitè  de  mouvement  mv  que  la  force  communique,  pen- 
snt  la  durée  de  son  action,  au  point  de  masse  m  auquel 
JIc  est  appliquée.  Une  force  imtaitlanée,  dans  le  sens  rigcu- 
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reux  du  root,  devrait  être  une  force  infinie,  agissant  sur 
un  point  matériel  pendant  un  temps  nul.  Dans  ce  cas,  la 
seule  quantité  susceptible  de  mesure  serait  le  produit  FO, 
dont  la  vraie  valeur  serait  égale  à  la  quantité  de  mouTcmcnt 
mv  communiquée  au  point  matériel  soumis  à  l'action  instan- 
tanée de  la  force  F.  Le  temps.  0  étant  nul,  Tespace  parcouru 
par  le  point  mobile  pendant  que  la  force  F  agit,  serait  nul 
lui-même. 

En  réalité,  il  n*y  a  point  de  force  instantanée  dans  la  na- 
ture ;  mais  il  y  a  des  forces  très  grandes  qui  agissent  pendant 
des  temps  très  courts,  et  que  l'on  peut  assimiler,  à  titre  d'ap- 
proximation, à  des  forces  infinies  agissant  pendant  un  temps 
nul  ou  infiniment  petit.  Au  lieu  de  donner  la  mesure  de  ces 
forces  en  kilogrammes,  on  donne  le  produit  FO,  c*est4-dîre 
la  mesure  de  leur  impulsion  totale. 

Pour  rendre  au  langage  toute  la  précision  nécessaire,  il  se- 
rait convenable  d'employer  le  terme  d*impti/ston,  au  lieu  de 
force  instantanée^  pour  désigner  cette  mesure.  Le  mot  de pf^ 
cussion  s*emploie  aussi  dans  le  même  sens. 

Les  forces  instantanées,  ainsi  comprises,  ont  une  analogie 
complète  a\ec  les  forces  isolies  que  Ton  admet  dans  la  sta- 
tique rationnelle.  Il  n'y  a  pas  de  force  isolée  dans  la  nature, 
c'est-à-dire  que  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  est 
toujours  (lu  môme  ordre  de  grandeur  que  ce  point  ;  les  forces 
isolées  sont  des  résultantes  fictives  de  forces  réparties  entre 
les  divei^  points  des  systèmes.  Prenons  pour  exemple  u^ 
solide  en  équilibre  :  les  solides  naturels  n'étant  pas  suscepti- 
bles d'une  résistance  indéfinie,  toute  Torce  finie  appliquée  '* 
un  point  (le  ce  solide  excéderait  la  limite  de  résistance*  *^ 
réquilibre  intérieur  serait  impossible  à  réaliser. 
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191.  Lorsqu'à  un  certain  instant  un  système  matéri^^ 
mouvement  subit  une  percussion,  d*une  durée  0  infinii 
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petite,  on  peut  faire  abstraction  pendant  celte  durée  des 
forces  finies  qui  sollicitent  le  même  système,  car  elles  sont 
négligeables  par  rapport  aux  forces  instantanées,  et  leur 
effet  est  nul  pendant  le  temps  0.  L'eflet  des  forces  instan- 
tanées se  résume  dans  une  variation  finie  des  vitesses  des 
points  matériels,  sans  altération  appréciable  des  positions 
de  ces  points.  S*il  en  est  ainsi,  on  pourra  admettre  que  pen- 
dant toute  la  durée  0  de  la  percussion  le  système  matériel 
conserve  sa  position,  et  que  les  vitesses  de  ses  divers  points 
changent  seules  en  direction  et  en  grandeur  ;  leurs  nouvelles 
valeurs  seront  les  vitesses  initiales  que  les  forces  finies  vien- 
dront ultérieurement  modifier,  d'après  les  lois  ordinaires  du 
mouvement. 

Nous  pouvons  appliquer,  à  un  instant  quelconque  compris 
dans  la  durée  0,  le  tliéoréme  de  d*Alcmbcrt  au  mouvement  du 
système,  en  effaçant  tout  ce  qui  a  rapport  aux  forces  finies, 
et  en  ne  conservant  que  les  forces  infiniment  grandes.  L'équa- 
tion sera  toujours 

où  X,  Y,  Z,  sont  les  composantes  des  forces,  et  où  les  varia- 
tions îx,  ty,  8»,  compatibles  avec  les  liaisons,  peuvent  être 
considérées  comme  identiques  pendant  toute  la  durée  de  la 
percussion,  puisqu'on  suppose  que  le  système  conserve  sa  po- 
sition pendant  cetie  durée. 

Multiplions  par  rfr,  et  intégrons  entre  les  limites  0  et  0,  de 
manière  à  comprendre  toute  la  durée  delà  percussion;  il 
'Viendra 


+ 


(/>'-»^7 -H- (£)>']=•• 


Les  intégrales  l   XJ(,  /  Ydt,  j  Idt,  sont  les  composantes 
^  la  percussion  donnée,  appliquée  au  point  de  masse  m; 
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în  -T- ,  wi  ;i^,  ^Tii^  ^^^^  ^^^  composantes  de  la  quantité  de 
mouvement  du  môme  point  à  la  fin  de  la  percussion  ; 

^\li)^  ^  \dt)  »  ^'^(j/)  *  ^^  ^^^^  ^^^  composanles  au 
commencement. 

L'équation  obtenue  a  une  interprétation  statique  :  elle  nous 
montre  qu'i/  y  a  équilibre,  à  l'aide  des  liaisonsj  entre  les  percus- 
sions appliquées  au  système^  les  quantités  de  mouvement  finales 
changées  de  sensy  et  les  quantités  de  mouvement  initiales  prises 
dans  le  sens  direct  ; 

Ou  bien ,  si  l'on  observe  que  les  différences  ml  (jrj—fjrlU 

[(t)râ'  "[(S).- (^01'  ''"*  *''  composantes 
de  la  quantité  de  mouvement  perdue  par  le  point  m,  par  suite 
de  la  percussion  subie  par  le  système,  ii  j;  a  équilibre,  isldie 
des  liaisons,  entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvemaU 
perdues  par  les  différents  points. 

L'usage  de  l'équation  générale  du  mouvement  est  le  même 
que  s'il  s'agissait  de  forces  finies  :  on  pourra  toujours  joindre 
aux  équations  de  liaison  autant  (inéquations  qu'il  en  faut  pour 
déterminer  les  variations  de  la  vitesse  de  chaque  point  maiè- 
riel. 


m 


LIVRE  III 


DU    HOVWBHEBIT    SEIiATIV 


CHAPITRE  PREMIER 

DU  MOUVEMENT  RELATIF  DU  POINT 


192.  Le  mouvement  relatif  ou  apparent  a  été  étudié  au 
point  de  vue  cinématique  dans  notre  premier  volume.  Nous 
STons  démontré  d*abord  (I«  g  67)  que  la  vitesse  absolue  d'un 
ynnl  dont  on  rapporte  lé  mouvement  à  des  axes  mobiles,  est 
k  résultante  de  sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d^entrat- 
«flUflif,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  que  possède,  en  vertu  du 
ffiouvemenl  des  axes,  le  point  géométrique  avec  lequel  coïn- 
cide le  point  considéré.  Ensuite  (I,  g  184)  nous  avons  opéré 
pour  les  accélérations  une  décomposition  analogue,  et  nous 
^vons  reconnu  que  Vaccélération  j  du  mouvement  absolu  est 
^  résultante  de  trois  accélérations,  savoir  :  l'accélération  j,, 
^tt  mouvement  d' entraînement j  l'accélération  jVi  du  mouvement 
^^^tif,  enfin  r accélération  complémentaire  jc=2vr«»>sina,  qui 
^^  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à  Vaxe  in- 
^^ffntané  de  rotation,  et  qui  est  dirigée  dans  le  sens  où  la  rotation 
^^tantanée  tend  à  faire  tourner  V extrémité  de-la  droite  re- 
présentant la  vitesse  relative.  Ce  mouvement  relatif  est  sup- 
posé rapporté  à  trois  axes  mobiles,  qui  forment  un  système 
'^\ariable,  animé  de  la  vitesse  angulaire  o)  autour  d'un  cer- 
^in  axe  instantané ,  v^  sin  a  est  la  projection  de  la  vitesse 


raliun  seront  doonées  par  les  équaliomB 

/..-'('=-4). 


.=•0 


'i- 


193.  Le  proMème  qu'il  s'agit  de  rt-so 
d6tct'tnini?r,  par  rapport  à  des  axes  mobil 
tain  mouvement  il 'entra  Inemctit,  le  mou 
sif^tème  matériel  sollicité  pur  des  Turccs  c 

Considérons  en  parliculitr  un  point  M  i 
cil£  par  di'S  forces,  les  unes  données,  les 
tenant  lieu  des  liaisons^  nous  représeiilc 
[anic  de  (ouïes  ces  forces,  et  le  point  M  ( 
comme  libre.  Soil  m  la  masse  du  point.  La 
dans  sa  propre  direction  une  accélératîo 

F 
^alc  à  -;  en  vertu  du  Ihéorème  que  n 

peler,  celle  accélération  j  est  la  rësullanli 
lions  jV.  jt  et  ;,.  Donc  aussi  ;„  accÈlérali 
relatif,  est  la  résuHaote  de  j,  de  — i^ 
mutliplic  par  U  masse,  li^,  eël  U  riiM 
—  m;,  et  de  —  mf,. ■ 
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ne,  —  mj^j  est  la  farce  d'inertie  du  point  m,  supposé 
ans  le  mouvement  des  axes  mobiles  ;  on  rappelle  la 
rtie  éTentrainement;  l'autre,  —  mj^j  agit  en  sens 
de  raccéléralion  complémentaire  j^;  Coiiolis  Ta 
a  force  centrifuge  composée.  Projetée  sur  les  axes, 
r  composantes 


ient  ainsi  au  théorème  suivant,  qui  contient  toute 
des  forces  dans  le  mouvement  relatif  : 
traiter  un  problème  de  mouvement  relatif  comme  8*il 
!*tiii  mouvement  absolu^  pourvu  qu'on  adjoigne  aux  for- 
p^i  sollicitent  chaque  point  du  système  matériel,  deux 
mrenteSj  savoir  la  force  dinertie  d' entraînement , 
la  force  centrifuge  composée^  —  mjcj  égale  en  valeur 
îmtaVrSinoL. 

s  forces  apparentes  peuvent  dans  certains  cas  par- 
e  réduire  à  une  seule,  ou  disparaître  tout  à  fait, 
ration  complémentaire  est  nulle  dans  trois  cas  : 
»=0y  c'est-à-dire  lorsque  le  mouvement  d'enlraî- 
réduit  à  une  simple  translation;  2**  lorsque  iv=0, 
3  lorsque  la  vitesse  relative  Vr  est  nulle,  auquel  cas 
^t  en  repos  relatif;  3**  lorsqu'elle  est  dirigée  suivant 
ntané  de  rotation,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  pa- 
t  à  a^t  axe,  car  alors  sin  a  =  0.  Dans  ces  trois  cas, 
nlrifuge  composée  est  égale  à  zéro,  et  ks  forces  ap- 
c réduisent  à  la  force  d  inertie  d'entraînement, 
d  inertie  d'entraînement  est  elle-même  nulle  lors- 
uvement  d'entraînement  est  une  translation  rccti- 
liforme,  car  alors  j,  =  0. 

dans  ce  cas  aucune  force  apparente  à  adjoindre  aux 
les. 
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195.  Rappelons  (I,  g  187)  que  Ton  peut  décomposer 
la  vitesse  relative  v  et  la  rotation  ta  en  autant  de  vitesses 
et  en  autant  de  rotations  qu'on  voudra  ;  Taccèlération  com- 
plémentaire est  la  résultante  des  accélérations  complémen- 
taires partielles  que  Ton  obtient  en  associant  chacune  des 
vitesses  composantes  à  chacune  des  rotations  composantes.  Si 
Ton  multiplie  par  la  masse,  on  passe  des  accélérations  aax 
forces,  et  on  obtient  un  théorème  analogue  :  la  forée  centri- 
fnge  composée  correspondante  à  une  vitesse  relative  v  et  àm 
rotation  u)  est  la  résultante  de  toutes  les  forces  centrifuges  com- 
posées qui  correspondent  aux  composantes  de  v  assodé^s  succeê- 
sivement  aux  composantes  de  u>« 


y  0 


Fig.  98. 


PR0DLÈ3ŒS  SUR  LE  MOUVEMENT  RELATIF. 

196.  Un  point  matériel  H,  de  masse  m,  est  assujetti  i 
glisser  sans  frottement  le  long  d'une  droite  OA  qui  tourne  dans 

son  plan,  autour  d'un  de  ses  points  0, 
avec  une  vitesse  angulaire  unirormcu, 
dans  le  sens  de  la  flèche  f.  On  demande 
le  mouvement  relatif  du  point  M  sor 
cette  droite. 

Appelons  v  la  vitesse  relative  du  point 
M  à  un  certain  instant,  et  x  la  distanœ 
OM.  L'accélération  relative  du  point  M  est  la  résultante  de 
la  force  réelle  qui  agit  sur  le  point,  de  la  force  d'inertie 
d'entraînement,  et  de  la  force  centrifuge  composée.  La  force 
réelle  est  ici  la  réaction  de  la  droite,  c'est-à-dire  une  force  N, 
perpendiculaire  àOA,  et  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement 
d'entraînement.  Pour  déterminer  la  force  d'inertie  d'entraî- 
nement, il  suffit  de  considérer  le  point  H  comme  lié  au 
système  de  comparaison  OA  ;  dans  ce  mouvement,  il  décrit  on 
cercle  de  rayon  OM=:x,  avec  une  vitesse  angulaire  constante 
w;  Taccéléralion  totale  du  mouvement  d'entraînement  se  ré- 
duit à  raccéléralion  centripèle  w'x,  et  par  suite  la  force 
d'inertie  d'entraînement  est  égale  à  mw'x,  et  elle  est  dirigée 
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le  sens  MA.  La  seconde  force  apparente  est  pcrpendicu- 

à  la  fois  à  la  vitesse  relative,  c'est-à-dire  à  OÂ,  cf  à  l'axe 

ntané,  c'esl-à-dire  à  la  normale  élevée  au  point  0  sur  le 

de  la  figure;  elle  a  donc  la  direction  MN';  son  sens  sera 

miné  tout  à  Theure.  Elle  est  égale  à  inudVrSina;  or  la 

ction  Vr  sin  a  de  la  vitesse  relative  sur  un  plan  perpcndi- 

re  à  Taxe  est  égale  à  cette  vitesse  même  v,.,  ou  à  ce  que 

appelons  ici  v.  Si  la  vitesse  relative  est  dirigée  de  M  vers 

force  centrifuge  composée  a  une  direction  MN'  opposée 

louvement  d'entraînement  ;  le  contraipe  aurait  lieu  si  le 

rement  relatif  rapprochait  le  point  M  du  point  0. 

force  mj,  qui  produit  le  mouvement  relatif  du  point  M^ 

a  résultante  des  trois  forces  N,  mu)*x  et  imiùv.  Elle 

lirigée  suivant  la  droite  OA,  puisque  le  mouvement  du 

,  considéré  comme  libre  est  dirigé  suivant  cette  droite. 

brces  N  et  %ruùVy  normales  à  cette  direction,  doivent 

86  détruire,  et  il  reste  Tégalté  mj  =  mu>*Xy  ou  bien 

(Px 
^,  ou  enfin  j^  =  w'x  ;  c'est  l'équation  du  mouvement 

lié,  tandis  que  la  relation  N=2ma)i;  définit  la  pression  de 
rite.  On  voit  de  plus  que  les  forces  N  et  Smcut;  devant  se 
équilibre,  la  force  2m(i)V  a  une  direction  contraire  à  la 
N,  c'est-à-dire  contraire  au  mouvement  d'entraînement, 
^r  conséquent  la  vitesse  relative  v  est  dirigée  dans  le 
OA. 

m  avions  déjà  étudié  dans  la  cinématique  une  question 
ilable(gl91). 

7.  n  reste  à  intégrer  l'équation  -r-j-  =  w'x.  On  obtient 

lation 

mt  la  base  des  logarithmes  n(''péricns,  et  A  et  B  deux 
hrcs  arbitraires  qu'on  déterminera  d'après  les  circon- 
ces  initiales  du  mouvement.  La  vitesse  v  dora  donnée  par 
ifférentiation 
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Si  on  définit  pour  ^=0  la  position,  «=Xo,  et  la  vitesse, 
t; = Vo,  du  mobile,  on  devra  avoir 


Ï:  =  A-B; 


on  en  déduit 


et  l'équation  du  mouvement  déifient 

■=;-(-+;-)--'*î('-î)'- 


RECIIERGIIE  GÉOMÉTRIQUE  DU  MOUYEMEMT   ABSOLU  DU  rOlNT  M. 


198.  Proposons-nous  de  construire  la  trajectoire  absolue  d  si 

point  M. 

L'accélération  relative,  j,  est  égale  à  w'x,  et  elle  a  la  direct- 

lion  MA.  Tout  se  passe  dans  le  mouvement  relatif  comme  ^î 

le  point  parcourait  la  droite  Or^  j 

avec  une  accélération  j=(,)«jc^. 

Appliquons  à  ce  mouvement  1^ 

théorème  des  forces  vives.  Soit  «^» 

la  vitesse  du  mobile  au  point 

a;  =  Xo,  et  V  sa  vitesse  au  poirst 

'^'  défini  par  l'abscisse  x.  Le  trava  îl 

de  la  force  rn^'x,  pour  le  déplacement  considéré,  est  égal    î» 

1 

^  mcD»  (j:'— X,')  (Cf.  ê  58)  ;  et  1  équation  des  forces  vives,  div  i 

sée  par  la  masse,  prend  la  forme 

t>«  —  t>.«  =  w«  [x*  —  jr,«), 

OU  bien,  en  posant  pour  abréger  r^'  —  w^x,* = a*ci>% 
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et  enGn 

Soit  H  la  position  du  point  mobile  à  un  certain  instant,  à 
la  distance  0M= x  de  l'axe  de  rotation.  Pendant  un  temps 
il  infiniment  petit,  la  droite  OA  tourne  d'un  angle  A'OÂ  =iù(lty 
«l  le  point  M  passe  en  M'.  Élevons  en  M  sur  la  droite  OA  une 
/«rpendiculaire  MB,  que  nous  prendrons  égale  à  la  quantité 
constante  a.  Cette  droite  coupe  OA'  en  un  point  P,  et  l'on  a 
)P  =  OM,  à  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près 
^,§61)  ;  doncPM'  est  la  quantité  dont,  pendant  le  temps  dty  le 
luobile  glisse  le  long  de  la  droite  OA  en  vertu  de  la  \itesse 
relative  v,  et  l'on  a  ?W=vdt  et  PM=w«dl;  l'équation  (1) 
Multipliée  par  dt  nous  donne  par  conséquent 

pu    ,._._.._,       Pif 
(8)  PM'=îjV?T?=55x0B. 

^lité  vraie  à  la  limite,  lorsque  PM'  et  PM  deviennent  infi- 
tiiment  petits.  Menons  par  le  point  B  une  parallèle  BC  à  la  droite 
Oa,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  MC  à  la  trajectoire  ab^ 

PM'       BC 
^olue  du  point  mobile.  Nous  aurons  la  proportion  ^  =  jrr., 

^  par  suite  l'équation  (2)  fait  connaître  BC, 

MB  X  OB 


BG:s 


OM 


<:equi  permet  de  construire  la  tangente  h  la  courbe  cherchée. 
Au  point  B,  élevons  une  perpendiculaire  BK  à  la  droite  OB. 
Les  triangles  0MB,  MBK,  sont  semblables  et  donnent  la  pro- 
portion 

BK  _  OB. 
MB  ■"  OM  • 

o\x  bien 

-.„_  MBxOB 
Oil      ' 

I>oncBK=BC. 

Pour  construire  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire  absolue, 
^ï^  prendra  MB  =  a  sur  une  perpendiculaii  e  à  la  droite  OA 


men^e  par  le  point  M  ;  on  joindra  OB,  puis  on  61èvera  rKT^yi 
perpendiculaire  à  OB,  on  prolongera  cette  droite  jusqu'à  les  a. 
rencontre  de  OA,  enfin  on  rabattra  la  longueur  BK  en  BC,  suv  ^^ 
une  pnrallèle  à  O.V  menée  par  le  point  B.  Le  point  C  sera  ar^  _„ 
point  de  la  tangente  clierchée. 

Le  point  M',  triis  voisin  du  point  M  sur  cette  tangente,  serr— ^^ 
la  position  du  point  mobile  au  bout  du  temps  dt  que  lu  droîL^^H, 
OA  aura  mis  à  tourner  de  l'angle  AOA'.  On  pourra  réfi^tc:^j^ 
la  construction  pour  le  point  M',  ce  qui  donnera  une  seconggaj, 
tangente;  cctie-ci  servira  de  même  à  en  trouver  une  Iroisiém    ^ 
et  ainsi  de  suite.  La  courbe  se  tracera  par  les  inlerseclio'^^ 
successives  de  ses  tangentes. 

109.  La  longueur  MB,  toujours  égale  à  a,  reste  conslaDie 
dans  toutes  ces  constructions,  tandis  que  la  longueur  OM=j 
est  indéliniment  croissante.  L'angle  MOB  diminue  de  plus  en 
plus  h  mesure  que  le  point  mobile  s'éloigne  du  centre  de 
rotation.  Pour  les  très  grandes  valeurs  de  x,  cet  angle  al 
très  petit,  et  les  longueurs  BM,  CK  deviennent  sensibl-îmeot 
égales;  on  commet  donc  une  erreur  de  moins  en  moîi» 
grande  en  prenant  BC=BM,  au  lieu  de  BC^CK.  Mais  alors 
le  triangle  rectangle  MBC  devient  isoscèlc,  et  l'angle  OIA,  que 
la  tangente  â  la  trajectoire  forme  avec  le  rayon  vecteur  OA.al 
égal  à  45°.  Ainsi,  pour  les  très  grandes  valeurs  de  x,  lain- 
jectoire  absolue  du  mobile  se  confond  sensiblement  avec  h 
spirale  logarithmique  qui  coupe  sous  un  angle  de  45*  S0 
-iiyons  vecteurs, 

La  connaissance  de  la  trajectoire  absolue  suffît  dans  ccl 
exemple  pour  faire  connaître  le  mouvement  du  mobile  sur 
sa  trajectoire  relative.  On  n'a  qu'à  mener  par  le  point  0  des 
droites  faisant  entre  elles  l'angle  constant  u  décrit  par  1' 
droite  OA  dans  l'unité  de  temps;  les  points  d'intersection^ 
ces  droites  avec  la  trajectoire  seront  les  positions  successive* 
du  mobile  au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux  à  l'unili. 

L'équation  de  la  tr.ijcctoire  absolue  s'obtient  on  coordo*i' 
nées  polaires,  en  remplaçant  dans  l'équation  du  mouvpmf  *"' 
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relatif  le  produit  iùt  par  Tangle  polaire,  <p,  décrit  par  le  rayon 
secteur  x;  elle  prend  la  forme 


k£P08  RELATIF  ET  MOUVËHEirr  RELATIF  A  LA  SURFACE  DE  LA  TEBDE. 


E* 


200.  Nous  supposerons  d'abord  que  le  globe  terrestre  soit 
anime  seulement  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  la  ligne  des  pôles.  Son  mouvement  de  translation 
serait  rigoureusement  sans  Influence  s'il  était  rectiligne  et 
uniforme  (g  194)  ;  nous  verrons  plus  loin  qu'en  réalité  Tin- 
duence  de  ce  mouvement  est  à  peu  prés  nulle  pour  chaque 
point  de  la  terre,  parce  que  si  l'on  tient  compte  des  forces 
apparentes  qui  y  correspondent*  il  fîiut  aussi  tenir  compte 
des  forces  réelles  qui  le  produisent, 
et  que  ces  deux  systèmes  de  force 
se  font  sensiblement  équilibre. 

liaisons  donc  pour  un  moment 
abstraction  de  la  translation  pour 
né  nous  occuper  que  de  la  rotation 
autour  d'un  axe  à  peu  près  fixe  (I, 

ini). 

Nous  nous  occuperons  d'abord 
du  repos  relatif  d'un  corps  placé 
en  équilibre  à  la  surrace  de  la  terre.  Soient  P  et  P'  les  pôles, 
EE'  Téquateur  ;  H  la  position  du  corps  ;  MN  le  rayon  du  paral- 
lèle sur  lequel  il  se  trouve  placé  ;  0  le  centre  de  la  terre  que 
nous  supposerons  sphérique;  X  =  MOE  la  latitude. 

Le  corps  étant  en  repos  relatif,  la  forte  ceiitrifuge  com- 
posée est  nulle  (g  194,  2"")  et  la  seule  force  apparente  à  intro- 
duire  dans  les  raisonnements  est  la  force  d'inertie  d'entratne- 
Mll^  laquelle  est  ici  la  force  centrifuge;  elle  a  pour  valeur 
JHii)*xMN=mu)*xRcosX  et  sa  direction  est  le  prolongement 
du  rayon  NM.  Le  corps  est  don«  en  équilibre  relatif  sous 


^\  ^^'^ 

P 

^W\A 

N          \ 

El 

0 

j 

^ 

Fig.  100. 
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Taclion  de  trois  forces  :  raltraction  terrestre,  MA,  dirigée  sm- 
vant  le  rayon  MO  (II,  g  159)  «  la  force  centrifuge,  MB,  dirip 
suivant  le  prolongement  de  NM,  et  la  réaction  de  la  soifiK 
terrestre,  MD,  égale  et  contraire  à  la  résultante  HC  des  deo 
premières  forces. 

La  force  MC,  résultante  de  Tatlraction  terrestre  et  de  b 
force  centrifuge,  est  ce  qu'on  appelle  le  poids  du  corps;  c'esl 
le  produit  de  la  masse  du  corps  par  Taccélération  g  corres- 
pondante au  point  M,  et  sa  direction  MC  est  la  teriak 
Quand  bien  même  la  terre  serait  rigoureusement  sphérifie, 
les  verticales  ne  passeraient  pas  toutes  par  le  centre  de  fipR 
du  globe;  il  n'en  serait  ainsi  qu*à  Téquateur  et  aux  den 
pôles;  partout  ailleurSt  la  force  ceutrifuge  produirait lae 
déviation  de  la  verticale  par  rapport  au  rayon  terrestre.  Geft 
déviation  est  la  véritable  cause  de  Taplatissement  da  gkk 
aux  pôles  ;  le  globe  a  pris  la  forme  ellipsoïdale  qui  amàiea 
surface  moyenne  à  couper  à  angle  droit  les  directions  ds 
verticales  successives.  En  même  temps  la  loi  de  Tattridia 
n'est  plus  rigoureusement  celle  des  sphères  homogènes. 

201.  Au  pôle,  la  force  centrifuge  est  nulle;  elle  est aô 
mum  à  Téquateur;  l'accélération  jr  varie  en  conséquence;  cd 
à  r/quateur  qu'elle  a  sa  plus  petite  valeur.  Si  Ton  appdlc^ 
raccéléiMlion  particulière  imprimée  par  Taltraction  terre* 
à  un  corps  placé  à  l'équateur,  et  R  le  rayon  équatorial,* 
aura 


el  pai"  suite 


^  =  ^-»«R, 


g'  =  ^  +  ««R. 


Si  ron  pouvait  accroître  suffisamment  la  vitesse  de  ^li^ 
lion  0),  on  pourrait  rendre  le  terme  a)*R  égal  à  ^,  cequid» 
ncrait  (7  =  0  ;  la  pesanteur  serait  supprimée  à  Téquateor.! 
ne  fiiul  pas  croire  pour  cela  que  les  corps  placés  à  J'équalfl» 
(juilleraienl  la  surface  de  la  terre.  L'attraction  du  globe  c» 
limianl  à  a^rir,  ils  continueraient  à  décrii^  uniforméraeiîlfe 
cercle  équaloiial  avec  la  vilesse  angulaire  w,  mais  à  la  k^* 
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d'un  satellite,  san?  exercer  de  pression  sur  la  surface  du  sol 
(g  63  et  suiv.). 

En  réalité  on  a  à  l'équateur  et  au  niveau  de  la  mer  g  82) 

^  =  •-,781031. 

Le  rayon  terrestre  équatorial  R = 6  376  SSl"". 

La  vitesse  angulaire  du  globe,  u),  s'obtient  en  divisant  la  cir- 
conférence 2ic  par  la  durée  du  jour  sidéral  évaluée  en  se- 
condes sexagésimales,  c'est-à-dire  par  86164  (I,  g  176);  ce 
qui  donne 


On  en  déduit 


et 


9 


-=g^  =0,000073. 


«*R  =  0«,03398, 
f'=^  +  e#«R  =  9-,8150i 

0,00347  ^cDTironjJj  =(!)•. 


La  force  centrifuge  est  donc  à  l'équateur  la  289*  partie  de 

'attraction  terrestre;  et  si  le  globe  avait  une  vitesse  angulaire 

^7  fois  plus  rapide,  la  force  centrifuge,  devenue  289  fois  plus 

Slande,  ferait  équilibre  à  Tattraction  terrestre  ;  la  pesanteur 

ferait  nulle  à  l'équateur. 

Quand  on  tient  compte  de  la  forme  ellipsoïdale  du  globe 
terrestre,  on  reconnaît  qu'il  existe  de  chaque  côté  de  l'équa- 
^ur  un  parallèle  sur  lequel  l'attraction  de  la  terre  est  la 
^éme  que  si  le  globe  était  ramené  à  la  forme  sphérique.  La 
latitude  de  ce  parallèle  est  de  35''16'  ;  la  valeur  de  g  corres- 
pondante est  d'environ  9'°,80  ;  pour  avoir  l'accélération  due  à 
l^^attraction  terrestre,  il  faut  y  ajouter  la  composante  verticale 
tlela  force  centrifuge;  on  trouve  ainsi  que  l'accélération  qui 
<^rrespondrait  à  l'attraction  terrestre  si  la  terre  avait  la 
forme  sphérique,  est  égale  à 


S26 


MOUYSMENT  REUTIP 


DÉTERMINATION  DES  COHPOSANTES  DE  LA  FORCE   CENTRIFUGE   OOMPOSÉE 

EN  UN  vomi  DU  GLOBE. 


202.  Lorsque,  au  lieu  d*èlre  en  repos  relatif  sur  la  surface 
de  la  terre,  le  point  matériel  est  en  mouvement,  la  force  cen- 
trifuge composée,  imùVfSmaj  n'est  plus  égale  à  zéro,  sauf  1^ 
cas  où  la  vitesse  relative  est  parallèle  à  Taxe  du  globe.  Étudions 
FefTet  de  cette  force  dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant^i. 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  sont  l'attraction  du  globe^ 
et  les  deux  forces  apparentes,  savoir  la  force dinertie  d'ài^ 
trainement,  qui  est  ici  la  force  centrifuge,  et  la  force  centri— 
fuge  composée.  Or  la  force  que  nous  appelons  pesanteur  est, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  la  résultante  de  l'attraction  du 
globe  et  de  la  force  centrifuge,  et  elle  a  pour  direction  la  ver- 
ticale. Il  reste  donc  à  composer  la  pesanteur,  connue  en  gran- 
deur et  en  direction,  avec  la  force  centrifuge  composée,  que 
nous  allons  déterminer. 

Soient  P,  P'  les  pôles  du  globe  :  P  est  le  pôle  nord  et  P  le 
pôle  sud;  EË'  est  Téquateur,  Ole  centre  de  la  terre.  Le  poiat 

A  est  le  lieu  de  Tobservation ,  que 
nous  supposons  dans  l'hémisphère 
nord;  AZ  est  la  verticale,  et  g  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur. 

Nous  rapporterons  le  mouvement 
du  point  à  trois  axes  coordonn&s, 
AX,  AY,  AZ;  l'axe  AZ  est  dirigé 
suivant  la  verticale  dans  le  se«^ 
descendant.  L'axe  AX  est  mené  da 
le  plan  horizontal  au  point  A,  ta. 
gentiellement  au  méridien  dans  ^ 
direction  du  sud  ;  l'axe  AY  est  tangent  au  parallèle  du  poL^l 
A  et  dirigé  vers  l'est. 

Nous  décomposerons  la  force  centrifuge  composée  suiva^  '^^ 
les  trois  axes,  en  appliquant  les  équations  du  §  193.  Il  fa  '^^^ 


Fig.  101. 
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(Tabord  décomposer  suivant  les  trois  axes  la  rotation  o)  du 
flobe. 

Elle  s'efrectue  de  l'ouest  à  Test  autour  de  la  ligne  PP,  ou 
autour  de  la  ligne  pp\  menée  parallèlement  par  le  point  A. 

Le  sens  de  la  rotation  o)  est  donc  kf'  ;  décomposée  suivant 
les  axes  AX,  AY,  AZ,  elle  donne* 

P  =  mC08JI, 
Ç  =  0, 

r=Msinl. 

Substituant  dans  les  formules  des  composantes  de  la  force 
entrifuge  composée,  on  a 

appelons  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la  force  extérieure 
appliquée  au  point  mobile,  abstraction  faite  de  la  pesanteur 
<luenous  représenterons  par  un  terme  à  part.  Les  équations 
du  mouvement  du  point  mobile,  aux  environs  du  point  A, 


dy 
dt' 


seront 


d^x  du 

m^  =X4-2m«sinA^, 

«  ^/ =  Y  +  2;n«  ^^  cos  A  -  2J- sin  i  j 

m  ^  =  Z  +  m^  —  2mw  cosA  ~ 


AppuamoNs.  —  CHUTE  d'u:«  corps  d'une  grande  hauteur. 

203.  Pour  trouver  le  mouvement  queprond  un  point  sous 
^  action  de  la  pesanteur  seule,  quand  on  Tabandonne  en  A 
^^Bs  vitesse,  il  suffit  de  faire  dans  les  équations  précédentes 

St^O,Y  =  0,Z  =  0. 

Observons  que  57  et  jt  sont  très  petits,  car  le  mouve- 


Stt  CHDTB  Dim  CORPS 

ment  du  point  s'opère  sensiblement  le  long  de  la  Terlic 
Supprimant  les  termes  qui  confiennent  ces  facteorsi 
ramené  au  système  d^èqoations  : 

^  —  11 
""lift  — ^» 

dh/  _^4»_  -  dz 

On  lire  de  la  dernière  ^  =9^  sans  ajouter  de  coqs 

si  Ton  compte  le  temps  à  partir  de  l*instant  où  )e  moa? 
commence. 
Substituant  dans  la  seconde  équation,  il  vient 

et  par  suite 

^r=M0M>X9^» 

sans  ajouter  non  plus  de  constantCt  puisque  pour  f  =0 

Si  Ton  veut  pousser  plus  loin  Tapproximation,  on  rei 
cera  dans  les  équations  rigoureuses  -j-  par  zéro,  et  -i. 

wcosXjf/*,  valeurs  fournies  par  la  première  approxiraati 
vient  alors  : 

—  =  2m>  sin  À  cos>  gfl. 

Ces  équations  intégrées  nous  donnent 

•77  =  5-  ^sinXcotXg(*, 
at       o 

^  ^gl  —  j  ai'cos*)p^> 
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valeurs  qui,  substituées  dans  la  seconde  équation  du  même 
groupe,  conduisent  à  la  nouvelle  relation 

^%èCOêXgi^  s  9ê*CMXgfi, 

ce  qui  fournit  par  l'intégration  une  valeur  plus  exacte  de  la 
déviation  y. 

On  voit  que  la  partie  principale  de  la  déviation 

t       ,^ 

est  dirigée  vers  Test  ;  en  outre,  il  y  a  une  petite  déviation 
vers  le  sud,  que  l'on  obtient  en  intégrant  l'équation 

dx      s 

ce  qui  donne 

X  =  sv^BÎnXoosXg^, 

En  s*en  tenant  à  la  première  approximation,  on  peut  expri- 
iQer  la  déviation  y  en  fonction  de  la  hauteur  de  chute  h.  On  a 
approximativement 

ï^onc  1=  i/—  I  et,  par  suite, 

y  =  s  M  cos  Ji^^*  =  — ^  w  cos  A  hyh. 

La  hauteur  h  ne  doit  pas  être  trop  grande,  pour  que  Taccé- 
'^ï^tion  g  ait  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  trajec- 
^irc  parcourue  par  le  mobile. 

La  formule  a  été  vérifiée  par  une  expérience  directe  faite 
^^ixs  un  puits  de  mine  à  Freyberg. 

La  latitude  était  de  51*";  la  hauteur  de  chute  de  158",50; 
^  moyenne  des  déviations  constatées  a  été  de  O'^tOSSS.  La 
''t>t^tnule  donne  0",0276. 

L'accord  est  presque  complet  entre  la  théorie  et  Tobser- 
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TENDANCE  LATÉRALE  DES  CORPS  EN  MOUTEHENT 
DANS  LE   PLAjC  HeROONTAL. 


204.  Supposons  qu'un  point  de  masse  m  se  meuve  daus  le 

plan  horizontal  avec  une  vitesse  uni- 
forme v,  dans  une  direction  OM  qui 
fasse  un  angle  d  avec  Taxe  des  x,  c'est- 
à-dire  avec  la  portion  du  méridien  di- 
rigéervers  le  sud.  Cet  angle  sera  po- 
sitif s'il  est  compté  à  l'est  du  méri- 
dien, ou  dans  le  sens  qui  amène  Taxe 
des  X  vers  l'axe  des  y. 
Le  mouvement  du  point  étant  rec- 


Fig.  102. 

tiligne  et  uniforme,  on  aura 


=  0, 


efty__ 


dt* 


=  0, 


^=0 


et  pour  lui  faire  suivre  la  droite  OM,  il  faudra  lui  appliquer 
une  force  dont  les  composantes  X,  Y,  Z,  seront  données  par  les 
équations  : 

X  +  S''^  sin  A  V  sin  a  =:  0, 

Y  —  2mwsin>vcosa  =  0, 

1  +  mg  —  2muC0SX  t>siii  a  =  0. 

La  troisième  équation  donne  la  réaction  verticale  du  plan  ou 
de  la  droite  qui  sert  de  guide  au  point.  S'il  était  en  repos,  cette 
réaction  serait  égale  à  son  poids  mg.  Le  mouvement  du  point 
diminue  la  pression  exercée  sur  le  guide  lorsque  a  est  po- 
sitif, et  Tauguientc  lorsque  a  est  négatif;  le  premier  cas  a  lieu 
lorsque  le  point  se  dirige  à  l'est,  le  second  lorsqu'il  se  dirige 
à  l'ouest  du  méridien.  La  pression  verticale  est  égale  au  poids 
quand  a  =  0  ou  a  =  t:. 

Outre  la  réaction  verticale,  il  y  a  encoro  une  réaction  hori- 
zontale F,  dont  les  composantes  sont  X  et  Y. 

La  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  cette  force 
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axe  OX  est  55  =  —  ^r t-— -^ —  =  —  ; • 

X  2tiia>vsinXsin(x  tanga 

brce  F  est  normale  à  la  direction  OM  ;  on  voit  de  plus 

tégalà— 2mu)VsiQXsinaetYà  +  2m(i>t;sinXcosa, 

a  le  sens  indiqué  sur  la  figure,  c'est-à-dire 

dirigée  à  gauche  de  OM  par  rapport  à  un  obser- 
mé  le  long  de  cette  droite  de  la  \itesse  v.  Enfin 
¥*=r2m(i>vsinX,  quantité  indépendante  de  Tan- 
ion  horizontale  du  point  sur  la  droite  OM  est  égale 
e  à  la  réaction  de  la  droite  sur  le  point.  C'est  donc 
IF\  indépendante  de  l'angle  a,  normale  à  OM,  et  di- 
ite  de  la  vitesse  v.  Si  le  pointeau  lieu  d'être  guidé 
dite,  était  libre  dans  le  plan  horizontal,  il  appuierait 
•ite. 

Qce  ainsi  constatée  est  nulle  à  l'équateur  et  elle  at- 
ôles  sa  plus  grande  valeur, 
[te  théorie  rend  compte  d'une  foule  de  phénomé- 
mlet,  lancé  horizontalement  avec  une  grande  vi- 
i  sans  mouvement  giratoire  autour  de  son  axe, 
in  vertical  dans  lequel  il  a  été  tiré,  et  est  fortement 
la  droite  ;  la  force  centrifuge  composée  a  dans  ce 
mde  valeur,  parce  que  le  facteur  v  est  très  grand, 
^es  qui  coulent  dans  rhémisplierc  Nord,  sous  des 
levées,  exercent  en  moyenne  une  plus  forte  pres- 
3ur  rive  droite  que  sur  leur  rive  gauche  ;  la  vi- 
\t  sans  doute  pas  bien  grande,  mais  l'action  subie 
î  est  proportionnelle  à  la  masse,  c'est-à-dire  au 
Buve,  ce  qui  donne  un  facteur  très  considérable 
s'agit  d'un  grand  fleuve  en  crur.  L'Oural  et  le 
is  la  Russie  d'Europe,  manifeslen*.  sensiblement 
ince. 
nste  à  Tembouchure  des  fleuves,  dont  les  eaux,  en 

la  mer,  appuient -vers  la  droite  dans  l'hémisphère 
1  sensible  dans  l'Océan,  à  cause  des  courants  et  des 

phénomène  s'observe  très  bien  dans  les  mers  inté- 
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ia$  chercherons  seulement  la  loi  approximative  du  mouve- 
SDt  du  plan  d'oscillation  du  pendule.  Pour  cela,  il  sufGt 
yiminer  N  entre  les  deux  premières  équations.  Multi- 
ions  la  première  par  y,  la  seconde  par  x,  et  retranchons  la 
emière  de  la  seconde.  Il  viendra 

d% 
Le  terme  2m(i>cosXxx^est  nul  aux  pôles,  car  alors 

sX=0,  et  il  est  très  petit  dans  tous  les  autres  points  ;  car 

•  est  négligeable  si  les  oscillations  du  pendule  sont  petites  ; 

pomt  sort  à  peine  en  efïet  du  plan  tangent  au  point  le  plus 
is  de  la  spbèi^  qu'il  est  assujetti  à  décrire.  Supprimant  ce 
rme  et  divisant  par  m,  on  obtient  l'équation  approchée 

Qt  rintégrale  est 

\a  constante  C  est  nulle  lorsqu'on  a  à  la  fois  a:=0  et 
=0,  c'est-à-dire  lorsque  le  mouvement  du  pendule  ramène 
baque  oscillation  le  fil  à  passer  par  la  verticale.  Cette  con- 
ion  exige  qu'en  lançant  le  pendule  après  l'avoir  écarté  de 
focale,  on  lui  imprime  latéralement  une  vitesse  particu- 
ne,  car  si  on  l'abandonnait  sans  vitesse  latérale,  le  premier 

imbre  x  -n  —  w  -r-  serait  nul  à  cet  instant,  et  la  constante 
dt      ^  dt 

Qrait  la  valeur  initiale  de  o)  sinX  (x* •+•  y*).  Supposons  donc 

&  l'origine  du  mouvement  on  ait  pris  les  précautions 

essaires  pour  que  C  soit  égal  à  zéro. 

'équation  se  réduit  alors  à 
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OU  bien  à 


équation  int^rable,  qui  donne 

«étang  \^Cr —  miiAnX, 

En  d'autres  termes,  le  plan  d*09cillation  a  autoi 
ticale  OZ  une  vitesse  angulaire  égale  à  —  ci>  sin  X. 
une  vitesse  angulaire  constante,  dans  le  sens  ( 
sens  qui  amène  Taxe  des  x  vers  l'axe  des  y,  ou  € 
sens  est-sud'Ouest-nord'est.  Cette  conclusion  est 
aux  pôles,,  puisqu'alors  on  ne  néglige  rien  dans  h 
des  mouvements.  Ailleurs  eHe  n*est  qu'approiii 
vraie. 

207.  Supposons  que  la  constante  G  ne  soit  pa 
sorte  que  le  mouvement  du  pendule  ne  s  opôre 
un  plan  passant  par  la  verticale  du  point  de  sus[ 
les  oscillations  sont  encore  très  petites,  on  poum 
comme  il  suit  à  Fintégration. 

Suit  N  la  projection  du  point  mobile  sur  le  | 
supposons  qu*à  Tépoque  t  =  0  on  ait  abandonné  le| 

vitesse  dans  le  plan  vertical 

instant,  nous  pouvons  concevo 

vertical  mobile,  animé  autoi 

d'une  vitesse  angulaire  usin 

^/   ^       M  sens  Y  vers  X  :  au  bout  du  U 

¥ig.  104.  P'^*^  occupera  la  position  A 

aura  BAT=  co^sinX.  Rapporb 
ition  du  point  aux  deux  axes  mobiles  AB,  AG,  recfan 
i  l'on  appelle  $  et  yj  les  coordonnées,  MQ  et  AQ,  da| 

porté  à  ces  axes,  on  aura 

X  =  q  sin  [ej/sin  X)  +  (cos  («/sinA), 
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De   ces  relations  on  déduit  successivement  : 

^  =i?cos(fti<8ml)x  MsinA  — (8in(fli<diiA)XM8m> 

du 

^  =  »  «jsin  [bd  sin A)  X  wsin A  ->  (cos  [M/sin>)  X  mSÛA, 

+  Tj-  C08  (fti/sinA)  —  ^  8in(M/8inA), 
j-|-  =  —  «isin  («i<sin  A)  X  ••*8in«a  —  çcos  (Attsinji]  X  •••sin*  A 

+  S^co6(ft)<8in>)XM8mA— 2^8ml«i<sinA)X*»8mA 
+  ^  sin  (wf  8iii>]  +  ^  008  (mI  sin  A), 
g==-,co8l«l.inArx-««in«A+Ç8in(«/8inA)X.«8inn 
—  2  ^ 8in(Ml8inÀ)  X  wsinA ^  2 ^C08  (MfsinA}  X  «sin> 

+  ^  cos  (»<sin>)  —  jTi™  («•^anl). 

Substituons  dans  les  deux  équations  qui  donnent  ^i  -~,  en 

d% 
négligeant  -tt  et  tous  les  termes  qui  contiennent  o)*  en  facteur. 

H  viendra  pour  la  première 

2m  ^  cos  (fli»<sin À]  X  Msin  >  —  2m  -i  sin  >f  sin X]  X  «sinl 
di  ai       ^ 

^- m  ~J  sin  («<sinÀ)  +  »» 0  cos  (wisinA) 
-=-.  ^  [,,8in  {odsinX)  +  |C08(«i<8inA)] 

+  2m«siii  A^  CM  (»<8iiiÀ)  —  2mMsin>  2I ^  M*>i^^)> 

^^  bien 

(m^  +  îJ?)slnM8ln»  +  (m^^  +  ?lI)cosM8in»  =  0; 
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et  pour  la  seconde 

m  -p- cos  (M<8in I)  —  m  j^sin  (m  sînl) 

j  Vf? 

' 2m;;j7  sin (utsinÀ) X «sin^i » 2m ^  cos  (a>lsinÀ]  X  «si  X 


dt 


N 


—  2mwsin  >  ^  sin  (a»<sin  A)  —  2m«siaÀ  ^  oos  (u^sinA)» 

ce  qui  se  réduit  à 

Par  rapport  aux  axes  mobiles  AB,  AC,  le  mouvement  du  pois/ 

est  done  défini  par  les  équations 

1 

qu'on  déduit  des  précédentes  en  éliminant  l'angle  lùtsml; 
c'est-à-dire  que  le  point  parcourt  une  ellipse  dont  le  point  1 
est  le  centre  (§  59),  cette  ellipse  tournant  autour  du  point  A 
dans  le  sens  est- sud-otiest-nord  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  à  oDsinX. 

EXEMPLE  DE  l'EMPLOI  DE  LA  THÉORIE  DU  MOUVEUEKT  H£LATIF.  — 
MOUVEMENT  d'uN  POIKT  PESAIT  SUR  m  PÀRABOLOÏDE  DE  RÉVO- 
LUTION   A   AXE    >XRTIGâL. 


208.  Soit 

(i) 


2Ri  =  a:«  +  y« 


l'équation  d'un  parabaloïde  de  révolution  OA,  rapporté  à  trois 
axes  rectangulaires,  OX,  OY,  OZ,  dont  l'un,  l'axe  OZ,  est  ver- 
tical et  dirigé  de  bas  en  haut. 

Un  point  pesant  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur 
la  surface  ;  les  forces  qui  agissent  sur  lui  sont  la  pcsanleur, 
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il  la  réaction  normale  du  paraboloide;  elles  sont  toutes 
leux  comprises  dans  ua  plan  passant  par  Taxe  OZ,  et  par 
$uite  le  théorème  des  aires  est  ap- 
plicable au  mouvement  projeté  sur 
.6  plan  XOY  en  prenant  pour  centre 
les  aires  l'origine  0. 

Une  autre  équation  est  fournie  par 
le  théorème  des  forces  vives  ;  il  n'y 
entrera  que  le  travail  de  la  pesan- 
teur. Les  deux  équations  du  mouve- 
ment sQnt  donc,  en  appelant  v  la  vi- 
tesse, r  la  distance  MN=s/?+Y  ^^  mobile  à  Taxe  OZ,  et 
B  l'angle  décrit  autour  de  cet  axe  par  le  méridien  ZOM, 

(5)  vdv  =  —  gdz, 

La  constante  A  représente  Taire  décrite  pendant  l'unité  de 
temps  sur  le  plan  horizontalpar  le  rayon  vecteur  projeté  OM'. 
Rous  admettrons  que  le  mouvement  du  rayon  OÙ'  s'effectue 
dans  le  sens  positif,  de  sorte  que  A  soit  positif. 

Au  lieu  de  traiter  directement  la  question,  rapportons  le 
mouvement  à  des  axes  horizontaux  mobiles  01',  OY',  que 
Dous  supposerons  animés  autour  du  point  0,  dans  le  plan 
(OT,  d'une  vitesse  angulaire  constante  co.  Pour  traiter  ce 
mouvement  relatif  comme  un  mouvement  absolu,  il  fau- 
dra .adjoindre  aux  forces  réelles  les  forces  apparentes,  qui 
sont  ici  la  force  centrifuge,  mcoV,  et  la  force  centrifuge  com- 
posée. Nous  déterminerons  la  vitesse  angulaire  o)  de  telle 
sorte  que  la  résultante  de  la  pesanteur,  —  mg^  et  de  la  force 
%ntrifuge,  ma>V,  soit  normale  à  la  surface.  On  sait  (g  95) 

qu'il  en  est  ainsi  quand  on  fait  a)  =  i/^,  le  mouvement 

d'entraînement  s'effectuant  d'ailleurs  dans  un  sens  ou  dans 
Vautre.  C'est  cette  valeur  que  nous  adopterons,  et  nous  ad- 
mettrons, pour  fixer  les  idées,  que  la  rotation  od  soit  positive, 

m,  —  Mie,  couiBioii.  S3 
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OU  qu'elle  s'opère  dans  le  sens  Tï^  c*est-à-âlre 
du  mouvement  absolu  du  rayon  OMS 

Dans  ces  conditions,  les  quatre  forces,  réel 
rentes,  qui  sollicitent  le  point  ont  un  travail 
réaction  de  la  surface,  qui  lui  est  normale,  et  la 
fuge  composée,  toujours  perpendiculaire  à  la  vil 
ne  produisent  aucun  travail;  et  il  en  est  de  mèm 
teur  et  de  la  force  centrifuge,  qui  se  composent 
unique  normale  à  la  surface.  De  là  résulte  que  i 
vcment  relatif  le  point  mobile  aura  une  viles 
constante  V. 

Le  théorème  des  aires  ne  s'applique  plus,  il 
mouvement  relatif,  puisque  le  moment  de  la  for 
composée  n*est  pas  nul  par  rapport  à  Taxe  02 
toujours,  entre  ran<:le  azimutal  0  rapporté  au  j 
et  l'angle  0'  rapporté  au  plan  mobile  ZOX',  la  i 
simple 

Substituant  cette  valeur  de  0  dans  Tëquation  | 
vient 

c\  jointe  à  Péquation 

/»;  V  =  constante, 

elle  suflît  ptair  définir  le  mouvement  relatif  cherch 
L\'xpri'ssion  analytique  de  la  vitesse  relative  s'i 
on  divisant  Tare  ils  de  la  trajectoire  apparente*  par 
(It  mis  à  le  décrire.  Or 

Mois  de  Téquation  (1)  on  tire,  en  rempla{anl 
par  r*, 
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en  définiliTe  l'équation 

(8)  ^  =  S5  +  "ST  +  gf  3ÏÎ  ==con»f8nte 

est  la  seconde  équation  du  mouvement  cherché. 
Se  l'équation  (5)  on  tire 

valeur  qui,  substituée  dans  (8),  donne,  en  résolvant  par  rap- 
port à  dt, 


On  trouvera  donc  par  une  quadrature  la  valeur  de  t  en 
fonction  de  r.  Les  radicaux  étant  supposés  pris  en  valeur 
d>solue,  on  donnera  au  second  membre  le  signe  +  si  dr  est 
positif,  le  signe  —  s'il  est  négatif,  de  manière  que  dt  soit 
tf^ujours  positif. 

L^équation  (10)  montre  que  la  trajectoire  apparente  du 
point  reste  en  général  comprise  entre  deux  parallèles  de  la 
surface,  propriété  qui  appartient  par  conséquent  aussi  au 
mouvement  absolu.  En  e(Tet  la  quantité  sous  le  radical  infé- 
rieur doit  toujours  rester  positive  pour  que  la  valeur  de  dt 
^it  réelle.  Développons  le  carré  indiqué,  nous  obtenons  la 
<^nditioa 

111)  ^  +  «M<VtH-4A«. 

^  signe  <  n'excluant  pas   Tégalité.  Pour  discuter  cette 

<^ndition,  trois  cas  sont  à  distinguer. 

1*  Supposons  A  et  V  différents  de  zéro.  Alors  le  second 

•ïiembre  a  une  certaine  valeur  positive  constante,  que  le  pre- 

^kr  doit  au  plus  atteindre.  Donc  r  varie  entre  deux  limites 

n  4A* 

"^,  car  pour  de  très  petites  valeurs  le  terme  — j- ,  et  pour 


dont  on  prendra  seulement  les  racines  pos 
qucnt  les  valeurs  pour  lesquelles  dr  dévie 
de  srgne,  ce  qui  eiige  qu'on  change  le  sigi 
prend  la  formule  (10)  pour  inaÏDlenir  li 
àedt. 

4A* 

Le  produit  des  deux  termes  —j-  x  mV 

4 

égal  6  4A*u';  le  minimum  de  la  somme  - 

pond  à  l'égalité  des  deux  termes,  et  est  égal 
moindre  que  V*  +  luA  ;  l'équation  (12)  doni 
rcmcnt  pour  r*  deux  racines  réelles  et  positi 
2°  SoilA^O;  alors  le  mouvement  absolu 
tue  suivant  la  méridienne  de  la  surface,  et  i 
cas  du  pendule  simple.  L'inégalité  (11)  se  ré 

d'où  l'on  déduit  pour  limites  de  r  tes  valcun 

La  limite  inférieure  de  r  est  zéro  en  val<>ui 
rcspond  au  passage  du  mobile  au  point  0.  Ni 
cation  de  la  formule  (10),  on  devra  admetlr 

V 

gatives  de  r  jasqu'i  la  limite ,  et  ne  cha 
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tion  (10)  A=0,  et  supprimons  au  numérateur  ^  devant  Tu* 
nité.  n  viendra 

C13)  <«  =  ±  7=^=. 

et  on  aura  pour  la  durée  d*une  oscillation  complète 

r»  ^tant  la  valenr  de  r  qui  rend  uV  égal  à  V*.  Donc 

Cherchons,  dans  ce  cas,  quel  est  le  mouvement  apparent 

^'«a.  point  par  rapport  aux  axes  mobiles  OX',  OY'.  Nous  admet- 

(v^ons  que  le  point  reste  dans  le  plan  ZOI  et  qu'on  ait  con- 

d^mment  0=0.  Donc 

•»=— «rf, 

Substituant  cette  valeur  de  dt  dans  l'équation  (13),  il  vient 
Pc^ur  l'équation  de  la  trajectoire  relative 

d9'  .  dr 


bien 


=  0. 


U-5 


utégrale  est,  en  adoptant  le  signe  supérieur, 


O'sarccos  — h  constante. 


Nous  pouvons  faire  la  constante  égale  à  zéro,  en  comptant 
^ngle  0'  à  partir  du  plan  méridien  qui  passe  par  le  point 
obile  quand  r=^r^;  il  vient 
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équation  d'une  circonférence  de  diamètre  r.=OA  décrite  sur 

l'axe  0\\  et  langente  en  0  à  l'axe  OY'. 

Le  point  mobile  décrit  cette  circonférence  avec  une  vitesse 

uniforme  V=a)ro,  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  pendant  que 

la  circonférence  elle-même  tourne 
avec  la  vitesse  a>  autour  du  centre  0 
dans  le  sens  f.  Nous  verrons  bientôt 
que  le  mouvemetit  général  est  suscep- 
tible d'nne  semblable  image. 

S""  Le  troisième  cas  à  ^examiner  est 
celui  où  V  =  0. 
^    ,^  Dans  ce  cas ,  le  point  est  en  repos 

relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

et  par  suite  r  et  0'  sont  constants  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait  la 

relation 


ou  bien 


A  =  I  «V«. 


Le  mouvement  absolu  du  point  est  alors  un  mouvement 
uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  w,  le  long  d'un  parallèle 
de  la  surface,  et  la  durée  de  la  révolution  entière  est 


— ,        ou       2x 

6) 


v^-. 


Laissons  de  côté  les  cas  particuliers,  et  revenons  au  cas  gé- 
néral. L'intégration  de  l'équation  (10)  fera  connaître  t  en  fonc- 
tion de  r  ;  puis  on  déterminera  0'  en  fonction  de  la  même 
variable  au  moyen  de  l'équation  (9),  et  enfin  6  au  moyen 
de  l'équation  (4).  Le  problème  est  donc  analytiquement  résolu 
au  moyen  de  deux  quadratures.  Mais  les  intégrations  ne  peu- 
vent s'effectuer  en  fermes  finis. 

Nous  achèverons  le  problème  en  supposant  que  le  point 

en   mouvement   reste   dans   une  région  assez   voisine  du 

r* 
point  0  pour  que  l'on  puisse  négliger  jt^  devant  Tunité  au 
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numérateur  du  second  membre  de  l'équation  (10).  Cela  ré- 
crient à  identifier  le  mouvement  sur  la  surface  avec  le  mouve- 
ment projeté  sur  le  plan  XOY  ;  car  Téquation  (8)  devient  dans 
eelte  hypothèse 

(44)  rfi*4-f^6^  =  V»rf<«, 

A  jointe  à  Téquation  (0),  elle  définit  un  mouvement  qui  s'ac- 
'complit  dans  le  plan  horizontal. 

A  Tëquation  (14)  substituons  l'équation  plus  simple 

Vèquation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

5-ar  =  (^-5*^j- 

Soit  AB  la  trajectoire  relative  rapportée  aux  axes  0X\  OY'. 
SoilM  la  position  du  point  mobile  :  nous  aurons  OM=r.  Au 
pràt  H,  menons  la  tangente  MP  ;  abaissons  la  perpendicu- 
laire OP,  que  nous  représenterons  par  p.  La  trajectoire  peut 

'''e  rapportée  aux  coordonnées  p  et  r  (I,  §  116).  Or  J  — r- 

I  u» 

'^présente  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  dans  l'unité 
^^  temps.  Cette  aire  est  égale  à  la  moi- 
^  du  produit  de  la  vitesse  V  par  la 
P^ït)en(liculaire  OP=p;  on  a  donc 

(i5)  j|»V==A-iir«, 

fftl^lion  entre  p  et  r,  qui  définit  la  tra- 
^®^^ire. 

ïln  général,  lorsqu'une  courbe  est  dé-  ï*-  io7. 

^ie  par  une  relation  entre  les  variables  p  et  r,  le  rayon  de 

^Urbure  p  est  égal  à  ~  Différenlions  l'équation  (15);  il 

^î^ndra 
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et  par  suite 

Ter  y 

quantité  constante,  qui  montre  que  la  trajectoire  n 
une  circonférence. 

Le  signe  —  attribué  au  rayon  de  courbure  indiq 
et  dr  ont  des  signes  différents^  de  sorte  que  la  ti 
supposée  orientée  comme  elle  l*est  sur  la  figure,  e 
rue  dans  le  sens  AB  par  le  mobile. 

Le  point  mobile  décrit  cette  drconf érence  d'un  m 

uniforme  ;  sa  vitesse  angulaire  autour  de  son  centr 

V 

égale  à  -  ou  à  2a>.  Ellç  est  double  de  la  vitesse  anga 

tratncment  des  axes  0X%  0T\ 

Pour  trouver  la  distance  OC  ^  a  du  centre  C  à  Yi 
remarquons  que  cette  distance  est  Thypoténuse  du 

rectangle  ODC  dans  lequel  0D=OP-hNG=p— p= 

et  DC=PM=Vr«— p*.  Donc 

__2A        V^ 

Le  mouvement  absolu  présente  en  résumé  Timage  s 

Le  point  M  parcourt  ue 
ment,  dans  le  sens  f,  une  c 
rcnce  dont  le  centre  C  est 

la  distance  OC=l/--+ 


sommet  de  la  surface,  el 

rayon  p  =  CM  est  égal  à  5- 

tesse  linéaire  du  point  M  dans  ce  mouvement  estV,e 
.esic  angulaire  autour  de  C  est  2w.  En  même  temps  1 
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OC  tourne  unirormément  autour  du  point  0  dans  le  sens  f 
-avec  une  vitesse  angulaire  «a.  Le  point  M  est  comme  un  satel" 
liie  qui  accompagnerait  la  planète  C  dans  son  mouvement  au- 
iourdu  êoleil  0. 

Le  mouvement  résultant  est  elliptique.  Toutes  les  con- 
ditions seront  remplies  en  imaginant  un  cercle  mobile  de 
rayon  OC,  décrit  du  point  C  comme 
centre,  qui  roulerait  uniformément 
m  dedans  d'un  cercle  fixe,  décrit  du 
point  0  avec  un  rayon  0A=20C, 
h  vitesse  angulaire  du  rayon  OA 
étant  égale  à  cd.  Le  point  M  du 
plan  du  cercle  mobile  décrit  dans  ce 
monvement  épicycloidal  une  ellipse  ^  ^^ 

dont  le  centre  est  le  point  0  ;  son  accélération,  constam- 
ment dirigée  suivant  MO,  est  proportionnelle  à  la  distance  OM 
(I9  S 194).  La  durée  du  parcours  entier  de  cette  ellipse  est 
^le  à  la  durée  de  la  révolution  du  point  C  autour  du  point 

0«  e'est-à-dire  à  2ic  i/- .  Ces  résultats  s'appliquent  au  mou- 
vement d'un  point  pesant  sur  toute  surface  de  révolution 
^<^  environs  du  sommet,  R  représentant  le  rayon  de  courbure 
^^  la  surface  en  ce  point. 
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S09.  Reprenons  les  équations  posées  (§  202),  et  faisons-y 
^555=0,  Y  =  0,  Z=0;  elles  deviennent  par  cette  substilu- . 
^OHj  après  avoir  divisé  par  m, 


(1)  S=«-5"i^' 


5i6  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  PESAiii 

Au  lieu  de  supposer  le  mouvement  presque  vertical,  comme 
dans  le  §  203,  nous  ne  ferons  ici  aucune  hypothèse  sur  le . 
mouvement  du  point  mobUe. 
Multiplions  la  première  équation  par  cosX,  la  troi&ième 

par  sinX,  et  ^joutons  :  le  terme  en^  s'élimine,  et  il  vient 
équation  intégrable,  qui  nous  donne 

(4)  cosa^  +8iD>^  =y<sin>4-â* 

A  étant  une  constante  arbitraire. 
Celte  équation,  jointe   à   l'équation   (2),   nous   permet       j 

d'exprimer-^  et  -^  en  fonction  de  t  et  de  ^ .  On  obtient  ^r»      ^ 

par  exemple,  en  multipliant  l'équation  (4)  par  2  w  cos  X,    ^.  ^ 
Téquation  (2)  par  sin  X,  et  en  retranchant,  ce  qui  donne 

Dif  fércntions  cette  équation  et  remplaçons  ^  par  sa  vakuK-  r 

tirée  de  (1  )  ;  nous  aurons  comme  résultat  une  équation  di 
renlielle  du  troisième  ordre  entre  yett: 

261 X  2MsiQ  A  ^  =  261^  slnA  cosi  —  sinA  ^  • 

équation  linéaire  qu'on  peut  écrire 

(6)  g+^^=2-^c<>8JU 

L'inlcgrale  générale  de  celte  équation  est 

(7)  y  =  C4-  ^^  4- C'e2-'>/=^+C-.-«-^V^i 

=  C  -H  ^'^  +  Ecos2«< -f  Fsin2«/, 

C,  E,  F  clant  des  constantes  arbitraires. 
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dx 
L'équation  (5)  nous  fera  connaître  ensuite  -j-  en  fonction 

tj  puisque  -^  est  une  fonction  de  t  connue  par  Tëqua- 

l.ion  (7).  Une  intégration  nous  donnera  x  avec  une  nou- 
slle  constante  H.  Enfin,  des  équations  (2)  et  (4)  on  peut 


—      d%  dx  djH 

^irer  ^  comme  on  la  fait  pour  -r-;  on  aura  alors  -t-  en  fonc- 
tion de  ^  et  une  dernière  intégration  fera  connaître  2,  avec 
^ne  constante  arbitraire  K.  Jl  y  aura  en  tout  six  constantes, 
savoir  :  A,  C,  E,  F,  H  et  K,  qu'on  déterminera  d'après  les  cir- 
constances initiales. 
On  trouiFera 

sasH  +  s^sioAeosA  +  Arco8Ji  +  EsinAsin2c4<  — F8iaÀcos2e«(, 
s  =  E  +  ^^/'sin*A  +  ktziaX  —  Ecos;isin2o«/  +  FcosAcos26:/. 

■ 

^,  par  exemple,  on  suppose  le  point  pesant  abandonné  sans 
'^tesse  à  l'instant  t=0,  on  trouvera  pour  les  constantes  : 

A  =  o,     E  =  o,     c=o, 
Et  les  équations  du  mouvement  prendront  la  forme  : 

La  petitesse  de  iù  permet  de  développer  les  sinus  en  séries 
^**ès  rapidement  convergentes,  et  en  s'arrôlant  aux  premiers 
^^Oaes,  on  retrouve  les  valeurs  données  g  203. 


DariiuD  11 


1 


2tO.  Le  mouvcmenl  relatif  peut  âlre  trail 
\cmcnt  absolu,  pourvu  qu'on  adjoigne  aui 
forces  apparentes  que  nous  avons  détînie; 
génëraui  établis  pour  les  mouvements  abi 
donc  aussi  aui  mouvements  relatifs ,  pour 
prenne  les  forces  apparentes  au  nombre  de: 
citent  les  divci's  points  du  système  mobili 
générale  est  souvent  susceptible  de  nolablt 

211.  En  général,  pour  étudier  le  mou 
(éme  malériel,  on  commence  par  étudier 
son  centre  de  gravité,  en  y  supposant  toi 
centrée,  et  toutes  les  forces  extérieures  tr 
lëlement  à  elles-mêmes  (g  152).  Cette  premi 
blême  résolue,  on  imagine  trois  axes  recl 
par  le  centre  de  gravité,  parallèlemeiil  à  di 
dans  l'espace.  Le  système  d'axes  ainsi  défini 
vemcnt  de  translation  qu'on  prend  pour  i 
Irainemcnt,  et  qui  n'est  autre  que  le  mouvc 
gravité  lui-même.  h 
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pelle  m  la  masse  d'un  point  matériel  en  particulier,  et  j  l'ac- 
célération du  centre  de  gravité,  la  force  d'inertie  d'entraî- 
nement du  point  sera  égale  à  mj^*  et  elle  sera  dirigée  pa- 
rallèlement à  l'accélération  j,  mais  en  sens  contraire.  Toutes 
les  forces  d'inertie  d'entraînement  sbnt  donc  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses. 

Cherchons  ce  qui  arrive  lorsqu'on  introduit  ces  forces  ap- 
parentes dans  les  énoncés  des  théorèmes  généraux.  Le  théo- 
rème du  mouvemmt  du  centre  de  gravité  nous  apprend  que 
l'accélération  de  ce  point  est  nulle  dans  le  mouvement  re- 
latif, ce  que  nous  savions  déjà,  puisque  le  centre  de  gravité 
est  en  repos  relatif. 

212.  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  nous 
donne  l'équation  suivante,  en  supposant  que  la  projection  se 
fase  sur  l'axe  des  x  : 

û^xTt)  ^^^  '^^  composantes  de  la  vitesse  relative  du  point 
Ktox  époques  tett^\lL  est  la  composante  de  la  force  exté- 
Tienre;  et  -^  est  Taccélération  absolue  du  centre  de  gra- 
tté projetée  sur  un  axe  parallèle  à  l'axe  des  x.  On  voit 

(PS  • 

^e-j^est  à  chaque  instant  commun  à  tous  les  points,  te  qui 

permet  d'écrire  à  la  place  du  dernier  terme 


£ 


£ 


dtlm, 

on  enfin 

"g— "[e)-('^).] 

"  étant  la  masse  totale  du  système. 
ie  résultat  fmal  est  donc 

»g-«(î).-r"'-"[s-(§).i 
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OU  bien 

(«S*»i')-L«(S).+-(=).]-'X"'. 

équation  qui  ne  nous  apprend  rien  de  nouveau,  car  elle 
exprime  simplement  l'application  du  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées   au  mouvement  absolu  dn 

d^  dx 

système  :  la  somme  M^+Sm-Trcsten  effet  la  somme  des 

quantités  de  mouvement  projetées  sur  Taxe  des  x  dans  le 
mouvement  absolu. 

213.  Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  monM- 
ment  élimine  toutes  les  forces  apparentes,  pourvu  que  Ton 
prenne  les  moments  par  rapport  aux  axes  mobiles.  En  effet 
toutes  les  forces  d'inertie  d'entraînement,  —  mj^  sont  paral- 
lèles et  proportionnelles  aux  masses;  composées  ensemble, 
elles  ont  une  résultante  qui  passe  pai*  le  centre  de  gravité; 
le  moment  de  cette  résultante  par  rapport  à  un  axe  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  par  rap- 
port au  même  axe  ;  par  conséquent  la  somme  des  moments 
de  CCS  forces  par  rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés  mo- 
biles, qui  passent  par  le  centre  de  gravité,  est  égale  à  léro.Il 
n'y  a  donc  pas  lieu,  dans  les  équations  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement,  de  tenir  compte  des  moments  des  forces 
d'inertie  d'entraînement,*  dont  la  somme  est  toujours  nulle 
d'elle-même.  En  d'autres  termes,  les  équations  des  moments 
dans  le  mouvement  relatif  ne  diffèrent  pas  des  équations  ana- 
logues dans  le  mouvement  absolu. 

Nous  avons  vu  (^  \  67)  que  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  dans  le  mouvement  absolu  est  décoin- 
posable  en  deux  parties  :  Tune  est  le  moment  de  la  qiianliti 
de  mouvement  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  àt 
gravité,  et  l'autre  la  somme  des  moments  des  quantités  ^ 
mouvement  relatives  par  rapport  à  des  axes  de  direction  oO^ 
stante  menés  par  le  centre  de  gravité.  C'est  celte  secon^^ 
partie  seule  qui  figurera  dans  les  équations  des  moments  &-  ^ 
blies  pour  le  mouvement  relatif. 
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Toutes  les  propositions  déduites  du  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement,  telles  que  le  théorème  de  M.  Re- 
sal  (§160),  le  théorème  des  aires  (§§162  et  163),  s'appliquent 
au  mouvement  relatif  rapporté  au  centre  de  gravité.  Dans  le 
mouvement  relatif  comme  dans  le  mouvement  absolu,  il  existe 
donc  à  chaque  instant  un  plan  du  maximum  des  aires  (§  165), 
perpendiculaire  à  Vaxe  du  couple  résultant  des  moments  des 
nuantités  de  mouvement,  si  la  résultante  des  forces  extérieures 
est  nulle,  ou  si  elle  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système, 
point  commun  aux  trois  axes  mobiles,  le  plan  du  maximum 
des  aires  conservera  dans  fespace  un  parallélisme  absolu; 
Taxe  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement  aura 
en  même  temps  une  orientation  et  une  grandeur  constantes. 

214.  V équation  des  forces  vives  ne  diflërcra  pas  non  plus 
pour  le  mouvement  relatif  de  ce  qu'elle  serait  si  le  mouve- 
ment était  absolu.  En  effet  la  seule  modification  à  y  intro- 
duire consiste  à  ajouter  au  travail  des  forces,  tant  intérieures 
qu'extérieures,  le  travail  des  forces  apparentes  —  mj;  ces 
forces  sont  assimilables  à  la  pesanteur,  car  elles  sont  toutes 
parallèles  et  proporlfonnelles  aux  masses  de  leurs  points  d'ap- 
plication ;  la  somme  de  leurs  travaux  est  égale  au  travail  de 
leur  résultante,  c'est-à-dire  au  produit  de  leur  somme  par  le 
déplacement  du  centre  de  gravité  projeté  sur  leur  direction 
commune.  Or  le  centre  de  gravité  est  un  point  fixe  dans  le 
mouvement  relatif;  la  somme  des  travaux  des  forces  appa- 
rentes est  donc  nulle,  et  par  suite  racijonclion  de  ces  forces 
ne  modifie  pas  Téquation  des  forces  vives. 

En  résumé,  lorsque  le  mouvement  d'un  système  est  rapporté 
ides  axes  de  direction  constante  menés  par  son  centre  de  gravité, 
kthéorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  pris  par 
fOfport  aux  axes^  et  le  théorème  des  forces  vives  s'appliquent  au 

lavement  relatif  sans  qWil  y  ait  à  tenir  compte  des  forces 

apparentes. 

215.  Il  en  est  de  même  quels  que  soient  les  axes  des  mo^ 
■ïîents,  lorsque  le  mouvement  relatif  est  rapporté  à  un  sys- 
tème d'axes  animé  d'un  mouvement  d'entraînement  rectiligne 


urtom  bds  An  n^H 

216.  Il  arrive  souvent,  principalemcnl 
macliifitfs,  que  le  tnouvemenl  d'eiitralDen 
on  doit  rapporter  lomouvemcnf  d'un  sys 
lion  uniforme  autour  d'un  axe  fixe.  Le  pn 
U's  (jucslions  relatives  au  globe  Icrreslre 
sont  des  exemples  de  ce  cas  partîculii 
d'inertie  d'entraînement  se  réduit  à  la  fon 
la  force  centrîrugc  composée.  Sim-w,  sïn 
valeur  igue  nous  savons  culculcr.  Les  for 
Iroduiscnt  dans  les  équations  des  Ihéorèni 
prend,  par  eicniple,  les  moments  par  rapf 
tion,  les  forces  centrifuges  muV  ont  un  mo 
forces  âmuUrSina  ne  disparaissent  général 

Quelle  que  soit  la  nature  du  inouvcmej 
les  forces  ccntriruges  composées  n'entrent  j 
tion  des  forces  vives  ;  car  chacune  est  pei 
vitesse  relative  de  son  point  d'applicalioi 
travail  estcooslamment  nul.  Un  peut  d'aiUe 
somme 


-[('S-'S)-+('S-'S)*+ 


est  identiquement  égale  k  ziro. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  n'y  a,  p< 


i 
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point.  Projetant  M' en  M''  sur  la  direction  OM,  qui  est  celle  de 
\a  force  apparente  muV,  on  aura  pour  le  travail  de  celte  force 

La  somme  de  tous  ces  travaux  élémentaires  entre  deux  posi- 
lions  A  et  B  du  point  mobile 
est  donc 

Ti  et  r,  étant  les  dbtances  OB,  f*»-  "o- 

OA.  On  peut  donner  aussi  à  cette  expression  la  forme 

^  désignant  par  w^  et  w^  les  vitesses  Unéaires  d'entraînement 
^  points  B  et  A  de  la  trajectoire. 


m.  — >  Hf  c.  couMiov.  23 


CHAPITRE  III 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DU  MUVCHENT  RBUTIF  AU  SYSThK 

PLANÉTAIRE 


217.  Le  système  planétaire  a  été  défini  g  153. 

Les  corps  qu  il  comprend  agissent  les  uns  sur  les  autres, 
ne  subissent  aucune  action  de  la  part  des  corps  étrangen^^ 
qui  sont  placés  à  des  distances  extrêmement  grandes.  Enfin 
on  peut  négliger  la  résistance  du  milieu,  à  cause  de  sa  faibli 
densité. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  ce  système  est 
tiligne  et  uniforme,  et,  par  suite,  tous  les  théorèmes  génërau: 
s'appliquent  au  mouvement  relatif,  rapporté  au  centre  de 
vite,  comme  s*il  s'agissait  du  mouvement  absolu. 

Si,  au  lieu  de  supposer  nulles  les  actions  extérieures,  oi 
en  admettait  de  faibles,  provenant  de  corps  très  éloignés^ 
les  actions  d'un  de  ces  corps  sur  tous  les  corps  du  systèm. 
planétaire  seraient  à  chaque  instant  sensiblement  paraV^ 
lélcs,  et  à  peu  près  proportionnelles  aux  masses  des  coi 
attirés;  car  les  distances  de  chacun  de  ces  corps  au  coi 
attirant  sont  sensiblement  égales.  La  résultante  de  toul< 
ces  actions  serait  donc  une  force  passant  par  le  centre 
gravité  du  système;  il  en  serait  de  môme  de  toutes  les  aclioi 
exercées  par  chaque  corps  étranger.  Le  mouvement  du 
de  gravité,  dans  ce  cas,  ne  serait  plus  rectiligne  ni  uniform^^^ 
mais  on  pourrait  appliquer  les  propositions  démontrées  dan^^^ 
les  g§  211  et  suivants,  et  rapporter  le  mouvement  à  des  ax( 
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S  direction  constante  menés  par  le  centre  de  gravité.  Le  théo- 
bme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  pris  par  rap- 
[>rt  à  ces  axes,  et  le  théorème  des  forces  vives,  n'exigeront 
adjonction  d'aucune  force  apparente«  Les  forces  extérieures 
'entreront  pas  non  plus  dans  les  équations  qui  traduisent 
Sfëbriquement  ces  théorèmes.  Car,  puisque  chaque  groupe  de 
»z-ces  émanant  d*un  même  centre,  comprend  des  forces  pa- 
lUèles  et  proportionnelles  aux  masses  des  corps  attirés,  la 
diurne  de  leurs  moments,  par  rapport  à  des  axes  menés  par 
:  centre  de  gravité  de  ces  corps,  est  constamment  nulle,  et 
L  somme  de  leurs  travaux  est  également  nulle  dans  le  noou- 
înent  relatif.  Cette  décomposition  du  mouvement  a  donc 
si'vantage  d'éliminer  à  la  fois  les  forces  apparentes  et  les  forces 
Mérieures  sur  lesquelles  on  n*a  aucune  donnée  positive. 

On  peut  en  conclure  que  dans  le  mouvement  relatif  du  sys- 
hite  planétaire  rapporté  à  des  axes  de  direction  constante 
UMiont  par  son  centre  de  gravité^  Vaxé  du  couple  résultari 
eg  moments  des  quantités  de  mouvement  a  dans  Vespace  um 
rientation  constante  et  conserve  une  longueur  invariable;  h 
lofi  du  maximum  des  aires  conserve  donc  aussi  un  parah 
iligme  absolu;  en/in,  la  somme  des  forces  vives  du  systèmt 
te  varie  quen  vertu  du  travail  des  forces  intérieures  mu- 
ueUee. 

Cette  remarque  a  une  grande  importance  dans  la  méca- 
iique  céleste,  car  elle  montre  que,  quel  que  soit  le  mouve- 
nent  général  du  système  planétaire  dans  l'espace,  il  existe  un 
^lan  dont  le  parallélisme  n'est  pas  altéré  par  les  mouvements 
elatifs  ;  c'est  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  aires  décrites 
!XI  projection  autour  du  centre  de  gravité  pendant  l'unité  de 
emps  est  la  plus  grande  possible.  Laplace  qui,  le  premier, 
L  mis  en  évidence  l'existence  de  ce  plan,  lui  a  donné  le  nom 
lep/on  invariable. 

S'il  n'y  avait  dans  le  système  planétaire  que  le  soleil  et 
me  planète,  réduits  chacun  pour  plus  de  simplicité  à  un 
•oint  matériel,  le  plan  invariable  serait  le  plan  de  Torbito 
"Native  de  la  planète  par  rapport  au  soleil. 


de  son  axe.  Les  sommes  des  aires  profl 
siuceptiblcs  du  la  mâine  décooipositioo  ijo! 
qiMnlités  de  mouvement  (g  167),  dont  elles 
8iMnitrique(g4-2). 


aiAVITATlOIt   UmTCnSELLK  J 

218.  La  gravitation  universelle,  loi  nature 
b  première  Tois  piii' Newton,  esl  une  exiens 

t     T r    B    pesanteur.  Nous  en 

'~~'  """■    l'expression  générar 

*''  '"■  la  rappellerons  ici.  £ 

molécules,  séparées  par  une  dislance  AB  z 
masse  de  la  molécule  A ,  m' la  masse  de  la  m 
nombre  conslanl;  lu  molécule  A  exerce  su 
une  allraclion  V  exprimée  par  la  formule 


I 


Il  en  résulte  que  l'accéléralion  de  la  moIé 
force  F  est  égale  à  t^,  et  l'accéléralion  de  la 

à  la  raCme  force  est  égale  à  '-^  ■  J 
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de  la  terre,  avec  la  force  qui  retient  la  lune  dans  une  orbite  à 
peu  près  circulaire  dont  la  terre  occupe  le  l 

centre.  /^^"^^^ 

L*orbite  de  la  lune  L  peut  être  assimilée    /  -, 
à  un  cercle  dont  le  rayon  TL  serait  égal  à 
60  rayons  terrestres.  Faisons  abstraction   V      *     *  / 

du  mouvement   propre  de  la    terre.  La     \.  / 

lune  fait  le  tour  entier  de  l'orbite  en  un 
temps  égal  à  27  jours,  321  661  *,  ce  qui  ^^^'  "* 

équivaut  à  27,321661x86  400,  ou  à  2  360  591  secon- 
des, 51.  La  vitesse  linéaire  moyenne  V  de  la  lune  est  donc 

2i:R 

égale  à  ô-sTrïTEôT»  en  appelant  R  la  distance  TL.  L'accéléra- 
tion totale  dans  le  mouvement  circulaire  uniforme  est  cen- 

»*  /       2r      \* 

tripète  et  égale  à  ^,  c'est-à-dire  à  (  9-(;o\qi  )  ^^* 

Le  rayon  R  étant  égal  en  moyenne  à  60  rayons  terrestres, 
la  circonférence  27:R  est  égale  à  60  fois  le  tour  de  la  terre, 
ou  à  60  fois  40  000  000  de  mètres. 

En  déGnitive,  Taccélération  totale  de  la  lune  est  égale  à 

2^X40000000X60  _ 

Hais  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  à  la  surface  de  la 
terre,  est  égale  à  9",8088,  pour  une  distance  au  centre 
^'^Uraction  égale  au  rayon  terrestre.  A  la  distance  R,  égale  à 
® O  fois  le  rayon  terrestre,  elle  serait  donc  égale  à 

«^^««  =0,0027246. 


00x00 


^*  l'on  admet  la  proportionnalité  des  attractions  à  l'inverse 
^^  carrés  des  distancps. 

I-es  deux  accélérations  ainsi  calculées  sont  à  peu  prés 
S^les  ;  la  divergence  peut  d'ailleurs  être  attribuée  à  diverses 

%       C*est  la  durée  en  jours  solaires  moyens  de  la  révolution  sidérale  de  la 
*^^.  (Cf.  I,  8176.) 


remenii^iaiir.  un  a  aamis  que  ut  lune^ 
terre,  avec  une  vitesse  constaQte,  un  <^fl 
tupait  le  centre  :  uutant  d'hypolhôses  qm 
tiârcmcnt  !ippro!iiin:jtive8.  L'égalité  des  r 
moins  d'un  centième  de  leur  valeur  moyen 
tonsidârée  comme  une  confirmation  T  ~ 
Téritier. 
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230.  L'élude  du  mouvement  rrlalif  i 
port  au  soleil  en  rciurnil  une  nouvelle  vérill 

Rappelons  d'abord  les  lois  de  Kepler,  qui 
servalions  de  Ticho-Brohé,  définissent  coni| 
vL'uient  relatif,  abstraction  faite  de  certa: 
dont  nous  verrons  plus  loin  la  cause.  Ces  lo 
dcjii  indirjut'es  (1,  g  1 1 5),  ne  doivent  pas  £tre 
rigoureusement  \raîcs,  mais  bien  comme 
degré  d'approxiitiatioii. 

1°  Chaqui-  planile  du  système  solaire  itéen 


le  soleil  occupe  un  des  foyers. 
2*  Le  rayon  vecteur  meni  du  centre  dm 


à 
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du  centre  de  chaque  planète  est  à  chaque  instant  dirigée  vers 

le  centre  du  soleil,  et  que  si  Ton  appelle  a  le  demi  grand  axe 

de  Tellipse  qu'elle  décrit,  T  la  durée  d'une  révolution  entière, 

et  T  la  distance  du  centre  du  soleil  au  centre  de  la  planète  à 

lavm  instant  donné,  Taccélération  totale  j  du  centre  de  la  pla- 

.  Hôte  à  cet  instant  est  égale  à 

j  —   ,^^  *^  ^j,  » 

i^k.     troisième  loi  nous  montre  que  ^^  est  constant  pour  toules 

I^î^  planètes;  donc  Taccélération  totale  est  inversement  pro- 

P<:>  Ttionnclle  au  carré  de  la  distance  au  soleil,  non  seulement 

and  on  considère  une  même  planète  dans  la  suite  de  son 

lavement,  mais  encore  quand  on  compare  entre  elles  deux 

I^lsnètes  différentes. 

11  s'agit  de  déduire  de  cette  loi  cinématique  l'expression  de 

force  qui  produit  les  mouvements  observés. 

Si  le  soleil  était  immobile,  le  problème  serait  îmmédiate- 

Qc^cnt résolu;  car  il  suffirait  de  multiplier  raccélération  j  par 

^5]^  masse  m  de  la  planète  pour  avoir  la  force  clicrchéc  mj.Mais 

soleil  est  un  corps  libre  dans  l'espace  ;  l'oction  qu'il  exerce 

r  la  planète  suppose  une  réaction  exercée  par  la  planète  sur 

*^î,  et,  par  suite,  l'immobilité  absolue  du  soleil  est  inadmis- 
sîWe. 

four  rapporter  le  mouvement  à  une  origine  qu'on  pût  con- 

^*dérer  comme  fixe,  il  faudrait  prendre  le  centre  de  gravité 

^^  système  formé  par  la  planète  et  le  soleil.  Car  le  mouve- 

'^^ni  rectilignc  et  uniforme  que  possède  le  centre  de  gravité 

^n  système  soumis  seulement  à  des  forces  mutuelles,  est 

^'^s   influence  sur  les   forces    dans  le  mouvement  relatif 


Pporté  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  ce 

221.  Mais  ce  que  nous  cherchons,  c'est  le  mouvement 

*^Pportô  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  le  ct-n- 

^^  du  soleil.  Il  est  donc  nécessaire  d'introduire  les  forces  op- 
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parentes,  qui  se  réduisent  ici  à  la  force  d^inertie  c 

P     ment ,  puisque  le  mouxemen 
est  une  simple  translation. 

Soient  à  un  instant  quelco 
planète,  S  le  soleil ,  F  la  for 
par  le  soleil  sur  la  planète,  et 
Fif  iiJ.  jiqjjj  ^ggjg  ^  p^  exercée  par  la  | 

le  soleil.  Appelons  m  la  masse  de  la  planète,  et  H  k 
soleil. 
L'accélération  de  la  planète  P  sera  dirigée  dans  1 

F 

et  égale  à  -  ;  raccélération  du  soleil  sera  dirigée  ds 

F 
SP,  et  égale  à  ^.  Cette  dernière  accélération  est  cell 

vcmcnt  d'entraînement.  La  force  d'inertie  à'cnli 

de  la  planète,  supposée  liée  aux   axes  mobiles, 

F 

rgalc  en  valeur  absolue  à  r?  x  m,  et  elle  est  dirigée 

scn<;  PS,  car  elle  est  de  sens  contraire  à  Taccc 
d'entrainement.  On  pourra  donc  regarder  le  soleil 
fixe  à  condition  qu'on  adjoigne  à  la  force  réelle  F,  ( 

sur  la  planète  P,  la  force  apparente  Fxtô  agissant  ( 

31 

même  direction  cl  dans  le  môme  sens  ;  la  force  qui  pw 
niouvemcMît  relalif  est  donc  égale  àFxfl  -f-.,),  c'esl 

au  produit  de  la  force  mutuelle  F  par  le  facteur  constant  1 

Or  racc-'léralion  totale  j  du  mouvement  relatif  esl^ 
par  les  lois  de  Kepler  ;  elle  est  égale,  pour  une  di 
rs  =  r,  à 

l.v  forro  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète  p: 
poit  au  soleil  supposé  fixe,  est  donc 


I 
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et    comme  elle  est  d'ailleurs  égale  à  F  x  [  1  +^  )  t  on  a  i'é- 
g-atlité 

I>*<}ùl'on  déduit 

,_^rV  m 4it«a»  Mm 

La  loi  de  la  gravitation  universelle  nous  donne  pour  expres- 
sion de  la  force  F 

Les  deux  expressions  sont  identiques  si  Ton  a 


r= 


IVM-f-m) 


Si  la  troisième  loi  de  Kepler  était  mathématiquement 

exacte,  le  rapport  -^  serait  rigoureusement  constant  pour 

toutes  les  planètes,  et  le  coefficient  f  serait  légèrement  va- 
riable de  Tune  à  l'autre,  puisque  la  masse  m  n'est  pas  la 
même  pour  toutes.  Mais,  au  contraire,  les  lois  de  Kepler 
ne  sont  qu'approximativement  vraies  ;  la  masse  M  du  soleil 
étant  très  grande  par  rapport  à  la  masse  m  d'une  planète 
quelconque,  on  peut  admettre  que  le  coefficient /"est  rigou- 

reuscment  constant,  tandis  que  le  rapport  rpi  varie  d'une  pla- 
nète à  l'autre  proportionnellement  à  la  somme  M-i-m,  qui  a 
pour  toutes  à  tiès  peu  près  la  môme  valeur. 

La  vérification  réussit  donc  encore  par  ce  moyen,  et 
la  petite  divergence  que  l'on  constate  doit  être  attribuée  au 
caractère  approximatif  des  lois  de  Kepler;  en  d'autres  ter- 
vues,  des  lois  de  Kepler,  qui  sont  seulement  approximatives, 
Newton  a  déduit  la  loi  de  gravitation  univer  elle  qu'on  peut 
X'egarder  comme  rigoureuse  ;  car  les  perturbations  des  mou- 
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vemcnts  planétaires,  qui  constituent  des  exceptions  aux  lois 
de  Kepler,  rentrent  toutes  dans  la  loi  de  Newton. 

Les  lois  de  Kepler  n'en  sont  pas  moins  la  base  nécessaire 
de  la  théorie  de  la  gravitation  universelle,  et  il  est  fort  heu- 
reux pour  les  progrès  de  Tastronomie  qu'elles  aient  été  ne!- 
tement  posées,  même  à  titre  d'approximation.  Un  plus  grand 
degré  d'exactitude  dans  les  observations  de  Ticho  et  de  K^ 
pler  aurait  introduit  dans  les  lois  du  mouvement  toutes  les 
perturbations  causées  par  les  actions  des  planètes  les  unes 
sur  les  autres;  il  eût  été  plus  difficile,  il  eût  peut-êlre  è(é 
impossible,  d'en  déduire  la  loi  de  l'attraction.  Cette  loi  éUil 
un  corollaire  des  lois  de  Kepler,  qui  isolent  pour  ainsi 
dire  les  planètes  les  unes  des  autres,  et  définissent  seule- 
ment la  part  la  plus  importante  de  leurs  mouvements,  ceDe 
qui  résulte  de  Taction  du  soleil. 

C'est  principalement  l'observation  de  la  planète  Mars  qui 
a  révélé  à  Kepler  ses  deux  premières  lois  ;  jusqu'alors  on  avait 
admis  que  les  planètes  décrivaient  des  courbes  circulaires. 
La  faible  excentricité  des  orbites  de  la  terre  (0,0168)  et  de 
Vénus  (0,007)  permet,  jusqu'à  un  certain  point,  de  les  con- 
fondre avec  des  circonférences  ;  mais  l'excentricité  de  lorbite 
de  Mars  (0,093)  est  assez  grande  pour  rendre  la  confusion 
impossible. 

Les  mouvements  des  comètes  autour  du  soleil  dans  des 
trajectoires  elliptiques  très  allongées,  les  révolutions  des  satel- 
lites autour  de  leurs  planètes,  vérifient  aussi  avec  une  grande 
approximation  les  lois  de  Kepler,  et  rentrent  complètement 
dans  la  loi  de  Newton.  On  reconnaît  la  même  loi  d'attraction 
dans  les  mouvements  relatifs  des  étoiles  doubles.  La  gravita- 
tion paraît,  en  définitive,  une  loi  généiale  de  la  nature. 

MOUVEMENT   DU   SOLEIL   ET  d'uNE    PUNÊTE  PAR  RAPPORT  AU  CEKTB^ 
DE    GRAVITÉ   DE   L*E«SEMBLE  DE  CES  DEUX   CORPS. 

222.  Le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  le  so^   * 
S  et  la  planète  P  se  trouve  à  chaque  instant  sur  la  ligne 
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en  un  point  C  qui  partage  la  distance  SP  en  deux  segments  SC, 
CP,  réciproquement  proportionnels  aux  masses  M  et  m.  On  a 
donc 

SC_  m 
CF""  m' 

et  par  suite 

se  m 


SF       H  +  m 

La  trajectoire  du  point  C,  dans  le  mouvement  relatif  de  P 
autour  de  S,  est  une  ellipse  semblable  à  la  trajectoire  du 
point  P  lui-môme  ;  le  point  S  est  donc  le  foyer  de  cette  ellipse, 
et  les  aires  décrites  par  le  rayon  SC 
sont  proportionnelles  aux  temps  mis  à 
les  décrire.  Supposons  maintenant  le 
point  C  immobile,  et  les  points  S  et  P 
animés  de  leurs  mouvements  absolus. 
Le  mouvement  relatif  de  S  par  rap- 
port à  C  sera  égal  et  contraire  au  mou-  ^^  ^^^. 
vement  de  C  par  rapport  à  S,  et  s'ac- 
complira dans  une  ellipse  égale  à  la  trajectoire  apparente  du 
point  C  autour  de  S.  (I,  §  78).  Le  soleil  décrit  donc  autour 
du  centre  de  gravité  C  une  ellipse  dont  ce  point  occupe 
un  des  foyers,  conformément  aux  deux  premières  lois  de 
Kepler,  et  comme  il  n'y  a  dans  tout  ce  calcul  aucune  diffé* 
rence  de  rôle  entre  le  corps  S  et  le  corps  P,  il  en  résulte  aussi 
que  P  obéit  aux  deux  premières  lois  de  Kepler  dans  son 
mouvement  autour  de  C. 

On  pourra  vérifier,  connaissant  les  rapports  des  masses  M 
et  m,  que  le  point  G  est  en  réalité  très  voisin  du  point  S,  de 
Sorte  qu'il  n'y  a  pas  grande  erreur  à  supposer  fixe  le  centre 
du  soleil. 

MASSE  DU  SOLEIL. 

M 

223.  On  déduit  des  calculs  précédents  le  rapport  —  de 
1^  masse  M  du  soleil  à  la  masse  m  de  la  terre. 
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Nous  avons  en  effet  trouvé  Tèquation 

qui  peut  s'appliquer  au  système  formé  par  la  terre  et  le  sole^ 
il  suffira  de  remplacer  le  demi  grand  axe  a  par  la  distac^ 
du  soleil  à  la  terre,  et  le  temps  T  par  la  durée  de  Tant»^ 
sidérale,  évaluée  en  secondes. 

L'attraction  exercée  par  la  terre  sur  un  point  matérie/^ 
masse  égale  à  Tunité,  placé  à  sa  surface,  est  exprimée  par 

-f ,  r  étant  le  rayon  terrestre  ;  ce  nombre  est  égal  à  Taccélé- 

ration  g'  due  à  l'attraction  de  la  terre,  c'est-à-dire  (§  SOI) 
à  9-,82265.  On  a  d'ailleurs 

a  =  21000  r,        r  =  03662 10  mètres^ 
't  =  365,2563835  X  86 100*. 

Des  équations 

fm 

on  tire,  en  divisant  membre  à  membre, 

M    ,   ,       4:t«a' 

et  substituant  les  valeurs  de  a,  de  r,  de  T  et  de  g',  il  vient 

-  =  355159 
m 

pour  le  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  la  masse  de  la  terre. 
Cette  valeur  du  rapport  n'est  qu'approximative,  car  on  a  pris 
pour  mesure  du  demi  grand  axe  de  l'orbite  24000  rayons 
terrestres,  dislance  moyenne  peu  rigoureuse  de  la  terreau 
soleil.  En  faisant  le  calcul  avec  plus  de  précision  dansks 
données ,  on  trouve  pour  le  rapport  cherché  le  nombï* 
354936,  qui  diffère  peu  du  précédent.  C'est  la  valeur  ^ 
nous  adopterons  dans  ce  qui  suit. 
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niTBinuTÉ  X  l'attragtioii  exercée  par  le  soleil 

SUR  UN  CORPS  PUGÊ  A  SA   SURFACE. 

24.  Le  rayon  R  du  soleil  est  égal  à  112  fois  le  rayon  r 
la  terre.  L'attraction  exercée  par  le  soleil  sur  l'unité  de 
86  placée  à  la  dislance  R  de  son  centre  est  donnée  par 
pression 

«gnant  l'accélération  imprimée  par  Tattraction  du  soleil 
ut  corps  pesant  qui  tomberait  à  sa  surface, 
oor  la  terre*  on  aurait  de  même 

onc 

M       r«  _G 
m  ^  R«  "  ^* 

ar  suite 

G  =  ^X  (0*x"=^X  (îl^yx 354936  =  ^X28,20. 

intensité  de  l'attraction  du  soleil  sur  un  point  de  sa 
ace  est  donc  28  fois  plus  grande  que  l'intensité  de  Tat- 
lion  terrestre  sur  un  point  de  la  surface  de  la  terre.  La 
nteur  à  la  surface  du  soleil  est  la  résultante  de  Tattrac- 
aolaire  et  de  la  force  centrifuge,  laquelle  dépend  de  la 
ie  de  la  rotation  du  soleil  autour  de  son  axe.  Cette  durée 
xmnue  :  elle  est  égale  à  25  jours  8  heures  10  minutes.  On 
Qsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  l'intensité 
1  pesanteur  en  chaque  point  delà  surface  solaire, 
œ  méthode  identique  peut  être  employée  pour  détermi- 
rintensité  de  l'attraction  à  la  surface  d'une  planète  quel- 

pie;  il  suffit  pour  cela  de  connaître  le  rapport  -  des 
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rayons  de  la  planète  au  rayon  de  la  teiTe«  et  le  rapport  —  di^^ 

leurs  masses. 

Pour  évaluer  ensuite  rinfluence  de  la  force  centrifuge, 
faut  connaître  la  durée  de  la  rotation  propre. 


MASSES  DES  FLàlIÊTSS. 

m' 
225.  La  recherche  du  rapport  ^  de  la  masse  d*unepb. 

nète  à  la  masse  du  soleil  se  ramène  aux  mêmes  principes 

M 

que  la  recherche  du  rapport  -  de  la  masse  du  soleil  à  «De 

de  la  terre,  lorsque  la  planète  considérée  est  unedecdlesfai 
ont  des  satellites  ;  car  l'observation  du  mouvement  des  satel- 
lites fait  connaître  l'intensité  de  Tattraction  exercée  sur  eux 
par  la  planète  autour  de  laquelle  ils  se  meuvent,  et  on  obtietf 
ainsi  une  donnée  équivalente  à  celle  que  fournirait  l'obsenn* 
tien  du  mouvement  parabolique  des  corps  pesants,  si  Too 
pouvait  la  faire  à  la  surface  de  celle  planète. 

Soit  a,  le  demi  grand  axe  de  Torbite  de  la  planète, 
T,  la  durée  de  la  révolution, 
m',  la  masse  de  la  planète, 
M,  la  masse  du  soleil, 
a\  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'un  satellite  autour 

de  la  planète, 
T',  la  durée  de  la  révolution  du  satellite  autour  delà 

planète, 
m",  la  masse  du  satellite. 
On  aura,  en  appliquant  au  mouvement  de  la  planète  autour 
lu  soleil  et  au  mouvement  du  satellite  autour  de  la  plaûéle 
les  formules  du  g  221,  déduites  des  lois  de  Kepler, 


( 


/(m'+m")=  ~2l 
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m'-i-m"       \a'J  ^\T/ 

nier  membre  peut  être  simpliCè  sans  erreur  sensible , 
t  très  petit  par  rapport  à  M,  et  m"  est  très  petit  par 

i  m'.  La  fraction  -7— — 5  est  donc  à  peu  près  égale  à 
lation 

litre  le  rapport  cherche,  et  détermine  m' en  fonction 


irrait  en  déduire  ensuite  le  rapport  de  la  masse  m' 
3  la  terre,  nombre  qu'il  est  utile  de  connaître  pour 
er  l'intensité  de  Tattraction  à  la  surface  de  la  planète, 
léthode  s'applique  à  Jupiter,  à  Saturne,  à  Uranus; 
ayant  un  satellite,  on  pourrait  aussi  se  servir  de 
hode  pour  déterminer  le  rapport  de  sa  masse  à  celle 
[;  le  résultat  du  calcul  serait  peu  exact,  parce 
isse  de  la  lune,  qui  entrerait  dans  l'équation  (1)  à 
de  m",  n'est  pas  négligeable  par  rapport  à  la  masse 

terre.  Mais  on  connaît  —,  et  on  sait  que  m  est  né- 

m 

par  rapport  à  M.  L'équation  (1)  peut  donc  se  simpli- 
manière  suivante  : 

m  déduit  la  valeur  m!'  de  la  masse  de  la  lune.  On  a 

iviron  m  '  =  ^  ' 

3S  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites ,  telles  que 
Vénus,...,  la  détermination  de  leurs  masses  est  un 
beaucoup  plus  difflcile  ;  on  l'a  résolu-  par  l'étude  des 
ions  de  leurs  mouvements, 
nitive  on  connaît  aujourd'hui  les  rapports  des  mas- 
rincipaux  corps  du  système  solaire. 
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Cf FLUEKCE  DU  M OUYEMElfT  DE  TRAIOLATIOei  DB  U  TIEl 
SUR  Li  PESAATEUR  A  SA  SUBFACE. 


22G.  On  a  déjà  apprécié  (g  200)  Tinfluence  de  U 
de  la  terre  sur  la  pesanteur^  qui  est  en  chaque 
globe  la  résultante  de  rattraclion  et  de  ia  force  o 
Nous  allons  chercher  quelle  est  lUnfluence  du  m 
de  translation  de  la  terre  sur  la  pesanteur  ains 
Nous  rapporterons  pour  cela  le  mouYement  des  cor] 
à  des  axes  de  direction  constante  passant  par  le 
gravité  du  globe,  et  nous  ferons  abstraction  du  m 
de  rotation,  dont  nous  avons  déjà  tenu  compte  d 
déCnilion  de  Taccélération  g. 

Le  mouvement  d'entraînement  sera  une  simpL 
tion,  et,  par  conséquent,  la  force  apparente  à  adjo 
forces  réelles  sera  la  force  d'inertie  d'entrafnemen 

dire  la  force  d'il 
point  matériel  don 
die  le  mouvement, 
pour  un  instant  lié 
mobiles. 

Le  mouvement  di 
de  la  terre  est  pm 
rattraclion  des  autn 
du  système  solaire, 
tamment  par  le  soleil 
la  lune,  dont  les  actio 
prépondéi  anles  :  le  soleil  à  cause  de  sa  grande  masse,! 
à  cause  de  sa  proximité. 

Nous  fierons   abstraction  des  autres  corps,  qui  oi 
masse  attirante  peu  considérable,  ou  qui  sont  tris  èh 
de  la  (erre. 
Soit  T,  le  centre  de  la  terre, 
M,  un  point  de  sa  surface, 


Fig.  115. 
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S,  le  centre  du  soleil  « 
L,  le  centre  de  la  lune, 
M,  la  masse  du  soleil, 
m,  la  masse  de  la  terre, 
m',  la  masse  dé  la  lune. 
Le  soleil  exerce  sur  la  terre  une  attraction  dirigée  suivant 

fUm 
TS  et  égale  à  y^  «  Taccéléralion  correspondante  du  centre  1 

da  globe  terrestre  s'obtient  en  divisant  la  force  par  m,  ce  qui 

donne  une  accélération  T«=^. 

De  même  Taccélération  correspondante  à  l'attraction  de  la 

/Vu' 

lune  sera  représentée  par  une  droite  T/==^. 

La  résultante  des  accélérations  1$  et  T/ est  laccélération 
totale  TJ  du  centre  de  la  terre  ;  menant  en  sens  contraire  la 
droite  TJ'  =TJ«  on  aura,  en  grandeur  et  en  direction,  l'accé- 
lération qui  doit  entrer  dans  l'expression  de  la  force  d'inertie 
d'entratnement. 

Le  point  matériel  M  est  donc  sollicité  dans  le  mouvement 
relatif  par  les  forces  suivantes  : 

La  pesanteur,  comprenant  l'influence  de  la  rotation  du 
globe;  nous  représenterons  par  la  droite  M^  la  grandeur  et  la 
direction  de  l'arriération  correspondante  ; 

L'attraction  du  soleil,  qui  donne  lieu  à  une  accélération 

L'attraction  de  la  lune,  qui  produit  l'accélération  M/' = '^^1  ^ 

EnCn  la  force  d'inertie  d'entraînement  due  à  la  translation 
du  globe  ;  l'accëlôration  correspondante  est  représentée  sur 
la  figure  par  une  droite  MJ'',  égale  et  parallèle  à  TJ^ 

La  droite  yig  représentant  la  pesanteur  abstraction  faite  de 
la  translation  terrestre,  Tinfluence  de  celte  translation  est 
donnée  par  la  résultante  des  trois  accélérations  IU\  W 
ctMJ^ 

m.  —  i£c.  GOUiGBQii,  S4 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  la  résultante  de  ces  trois  droites 
est  très  près  d'être  nulle  ;  en  effet,  le  rayon  terrestre  TM  e^ 
très  petit  par  rapport  aux  distances  TL,  TS,  de  sorte  que  iV^ 
peut  sans  grande  erreur  regarder  MS  comme  égale  et  parallé^ 
à  TS,  et  ML  comme  égale  et  parallèle  à  TL.  Alors  la  figu^ 
formée  par  les  trois  droites  Bk',  Ul\  Mi\  ne  serait  autre  cho^ 
que  la  figure  formée  par  les  droites  T«,  T/,  TJ\  transport 
parallèlement  à  elle-même. 

La  résultante  des  trois  accélérations  étant  rigoureusemen/ 
nulle  autour  du  point  T,  il  en  serait  de  même  autour  du 
point  M,  et  les  trois  forces  correspondantes  se  délruiraieof 
sur  ce  point.  S'il  n'en  est  pas  rigoureusement  ainsi,  do 
moins  la  résultante  est  très  près  d'être  nulle;    elle  est  si 
petite,  en  effet,  que  l'observation  directe  ne  parvient  pas 
à  la  mettre  en  évidence.  Elle  se  révèle  cependant  à  nous 
dans  un  grand  phénomène  naturel,  les  marées  de  rOcéan, 
qui  sont  dues  aux  déviations  périodiques  de  la  verticale  cau- 
sées par  l'attraction  so- 
laire et  lunaire  et  par  le 
mouvement  de  translation 
de  notre  globe. 

227.  Au  lieu  de  compo- 
ser ensemble  comme  noos 
l'avons  fait,    l'action  du 
soleil  et  celle  de  la  lune* 
cherchons  à  évaluer  sép^- 
ivnienl  ces  deux  influences.  On  peut,  en  pareille  matière,  se 
contenter  d'une  approximation. 
Cherchons  en  particulier  l'action  du  soleil. 

ni 

L'accéléi  alion  Ts  du  centre  du  globe  est  égale  à  ^.    L 

céléialion  M/  du  point  M  placé  à  la  surface  est  égale  à 

Il  faut  compose:  ensemble  l'accélération  M^'  avec  une  accél 
tion  Ms",  égale  et  parallèle  à  TS,  mais  de  sens  contraire, 
droite  MS  faisant  avec  ST  un  très  petit  angle,  les  droites 


•--^iÇ 
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^  Mif  sont  à  très  peu  près  en  prolongement  Tune  de  l'autre,  et 
^  Ift  rësuliante  des  deux  droites  est  égale  à  leur  différence 
li  H/— Ms'Souà 

'  Vus*     TsV 

If 

l^liatte  a  une  direction  sensiblement  parallèle  à  TS. 

Mais  la  droite  MS  est  à  peu  près  égale  à  sa  projection  M'S 

'^mat  la  droite  TS.  Remplaçons  donc  ==5  par  ==5. 
^if  MS         M'S 

^f    II  iriendra 

^  J i    _TS*  — îFs* 

^(;^  iFs*     TS*     rs*xfs* 

^.  _  (TS  —  M^)  X  (TS  -4-  M^S)  __  TM^  X  (TS  +  M^) 

_i*i  ÎTS'XTS*  iTs^xîs* 

^  X  CSette  dernière  expression  est  réductible  par  approximation  ix 


\ffBSry  ^^  confondant  la  distance  M'S  avec  h  distance  TS  qui 

^  ast  à  peu  près  égale. 

L'accélération  à  composer  avec  la  pesanteur  pour  tenir 
ipie  de  l'aclion  du  soleil  et  du  mouvement  de  translation 
là  terre  dû  à  cette  action  est  donc  égale  à 

2/TI X  TM^ 
TS* 

i9t  même  Taccélération  par  laquelle  on  tiendra  compte  à  la 
de  Faction  de  la  lune  et  du  mouvement  de  translation  de 
'tarre  dû  à  cette  action,  est  approximativement  égale  à 

2/m'  X  TM* 


TÏ7 


18  ^antités  TM',  TM',  sont  les  projections  sur  les  droites 

tes  du  centre  de  la  terre  aux  centres  du  soleil  et  de  la 

^  du  rayon  terrestre  qui  aboutit  au  point  M;  le  rapport 

38  quantités  au  rayon  terrestre  dépend  des   angles 
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ZTS,  ZTL,  qui  mesurent  à  peu  près  les  distances  du  soleil  e 
de  la  lune  au  zénith  du  point  M,  ou  les  compléments  de^ 
hauteurs  du  soleil  et  de  la  lune  au-dessus  de  rhorixon  d^ 
même  point.  On  voit  donc  qu*à  égalité  de  hauteur  au-deui^ 
de  l  horizon,  les  influencée  du  soled  et  de  la  lune  sur  la  pesar-^ 
teur  sont  proportionnelles  à  la  masse  du  corps  attirant,  et  i 
sèment  proportionnelles  au  cube  de  sa  distance  à  la  terre. 

Le  rapport  des  deux  influenceSt  toujours  à  égalité  de  b 
teur  au-dessus  de  Thorizon,  est  égal  à 


w  ^  (ts) 


Or  en  a 


II  =  m  X  355000  entiron  s  S2Ô), 

TL  s=  00  r   en  moyenne, 
TS  =  2i000r. 


Donc 


Uv^US/  "  /1\       V5ÏÔ5Ô/  ""       (400p      —  «»«•• 

Vu?' 

L'action  de  la  lune  est  par  conséquent  plus  énergique  qoe 
l'action  du  soleil  ;  c'est  ce  qui  est  vériGé  par  Tobservation  des 
marées. 


DÊFINmON  DES  ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES. 

228.  Bien  que  les  lois  de  Kepler  ne  soient  pas  Traies  d*ane 
manière  absolue,  elles  permettent  de  définir  avec  ezactitudci 
pour  un  temps  plus  ou  moins  long,  tous  les  mouvements 
planétaires.  Les  divergences  ne  commencent  à  s'accuser  qu'a" 
bout  d'un  certain  inlervalle  de  temps.  Aussi  doit-on  regardf^ 
ces  lois  comme  le  premier  pas  fait  dans  la  voie  des  approiï* 
mations  successives  au  moyen  desquelles  on  serre  de  plus  en 
plus  près  les  mouvements  lèelsdu  système  solaire. 

On  appelle  éléments  elliptiques  les  quantités  qui,  à  un  i^ 
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sfant  déterminé,  déGniraient  le  mouvement  elliptique  d'une 
planète  si  elle  obéissait  rigoureusement  aux  lois  de  Kepler. 
Ces  éléments  sont  au  nombre  de  six. 

Rappelons  d'abord  que  le  centre  de  gravité  du  système  so- 
laire peut  être  considéré  comme  immobile,  et  qu'on  peut  dé- 
duire des  positions,  des  vitesses  et  des  masses  des  planètes  un 
plan,  dit  plan  invariable^  dont  le  parallélisme  dans  l'espace 
n'est  pas  altéré  par  les  mouvements  planétaires.  On  pourrait 
prendre  le  centre  de  gravité  pour  origine  des  axes  r.oordonnés, 
et  le  plan  invariable  pour  l'un  des  plans  coordonnés.  On  pré- 
fère généralement,  dans  l'aslrcxomie  usuelle,  rapporter  les 
mouvements  des  planètes  à  cres  axes  menés  par  le  centre  de 
gravité  du  soleil,  et  on  prend  pour  l'un  des  plans  coordonnés 
le  plan  de  Vécliptique^  c'est-à-dire  le  plan  qui  contient  l'orbiic 
de  la  terre.  Les  positions  des  planètes  sont  alors  supposées 
projetées  sur  la  sphère  héliocefi" 
trique,  les  axes  coordonnés  sont: 

Une  droite  OY  menée  du  centre 
du  soleil  0  au  point  de  l'écliptique 
appelé  iquinoxe  de  printemps^  A  ; 

Une  droite  OX  menée  du  centre 
du  soleil  au  point  de  l'écliptique 
appelé  solsHee  (Tété^  B  ;  ces  deux 
droites  sont  contenues  dans  le 
plan  de  l'écliptique  et  se  coupent  à  angle  droit  au  point  0; 

Une  troisième  droite,  OZ.  menée  par  le  centre  du  soleil, 
perpendiculairement  au  plan  de  Técliptique,  du  côté  du  nord. 

229.  Pour  définir  le  mouvement  elliptique  d'une  planète, 
il  suffit  de  faire  connaître  les  six  quantités  suivantes  : 

i*  La  longitude  du  nœud  ascendant  ;  c'est  l'angle  AON  que 
fait  avec  la  ligne  des  équinoxes  OA  la  ligne  ON,  intersection 
du  plan  de  l'orbite  avec  le  plan  de  l'écliptique  ;  le  nœud  ascen- 
dant est  le  point  où  la  planète  passe  de  l'hémisphère  austral 
i  l'hémisphère  boréal. 

2*  L'inc/tnat^on  de  Vorbite  est  l'angle  dièdre  formé  par  le 
^an  de  l'orbite  avec  le  plan  de  Técliptique  ;  c'est  le  dièdre 
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dont  la  ligne  des  nœuds  ON  est  l'arête.  Ces  deux  premiers 
éléments  déGnissent  la  position  du  plan  de  Torbite. 

3*  La  longitude  vraie  du  périhélie  fait  connaître  la  directi 
OP,  dans  laquelle  est  situé  le  périhélie  de  la  planète,  c'est-à^ 
dire  le  point  de  Torbite  qui  est  le  plus  voisin  du  soleil  ; 
sait  que  ce  point  est  une  des  extrémités  du  grand  axe  de  1* 
lipse.  La  longitude  vraie  du  périhélie  est  la  somme  des  ang 
AON  +  NOP.  Le  troisième  élément  sert  donc  à  orienter  V 
bite  elliptique  dans  son  plan. 

4*  V excentricité  de  Forbite  est  rexcentricitë  relative    ^ 


^ 


l'ellipse,  c'est-à-dire  le  rapport 


de  la  dcmi-distaDc» 


des  foyers  au  demi  grand  axe  ;  connaissant  l'excentricité,  cù 
peut  construire  une  courbe  semblable  à  l'orbite. 

5^  Le  demi  grand  axe  de  l'orbite  est  cette  quantité  a;  dés 
qu'on  la  connaît,  on  peut  ramener  l'ellipse  semblable  à  b 
vraie  grandeur  qu'elle  doit  avoir.  Les  éléments  4  et  5  définis- 
sent donc  la  forme  et  la  grandeur  de  l'orbite  elliptique,  dont 
les  trois  premiers  définissaient  la  position  dans  l'espace. 

6*  Le  dernier  élément  est  la  longitude  de  Vépoque^  qui  fixe 
la  position  de  la  planète  sur  sa  trajectoire  à  un  instant  déler* 
miné;  c'est  l'angle  SON  formé  par  la  ligne  des  nœuds  ell» 
direction  OS  de  la  droite  menée  à  cet  instant  du  centre  dim 
soleil  à  la  planète,  augmenté  de  l'angle  NOA,  longitude  dim 
nœud  ascendant. 

Pour  éviter  toute  ambiguïté,  des  conventions  supplémen- 
taires fixent  le  sens  dans  lequ  1  ces  angles  doivent  être  comptés- 

230.  La  durée  de  la  révolution  T  se  déduit  de  la  troisième 
loi  de  Kepler  et  de  la  connaissance  du  grand  axe.  On  a  en 
effet 

/•(M  +  m)  =  -yj-. 

La  masse  m  de  la  planète  étant  très  petite  par  rapport  à  la  ma^ 
M  du  soleil,  /*(M-i-m)  est  sensiblement  constant  pour  toutes 
les  planètes.  On  peut  remarquer  que  T  est  la  durée  d'u**^ 
révolution  entière  du  rayon  OS,  autour  du  point  0  dans  ^ 
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an  de  Torbite  ;  l'angle  moyen  décrit  par  ce  rayon  secteur 

codant  Funité  de  temps  est  -f^;  on  appelle  cet  angle,  qui 

est  autre  chose  que  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon 
Moteur,  le  moyen  mouvement  de  la  planète,  et  on  le  désigne 
ir  la  lettre  n.  La  troisième  loi  de  Kepler  s'exprime  alors 
ir  l'équation 

la  place  occupée  par  la  planète  à  un  instant  donné  sur  sa 
rajectoire  se  déduira  du  moyen  mouvement  et  du  théorème 
es  aires,  en  suivant,  par  exemple,  la  marche  indiquée  dans 
Bj67. 

331.  Le  problème  du  mouvement  de  la  planète  serait 
niièrement  résolu,  .sans  les  perturbations  dues  aux  actions 
lutuellcs  des  planètes  les  unes  sur  les  autres. 
Au  lieu  de  reprendre  la  question  pour  chercher  les  effets 
î  ces  nouvelles  forces,  on  regarde  les  perturbations  comme 
iaant  yarier  les  éléments  elliptiques,  lesquels  resteraient 
>n$tants  si  les  perturbations  n'existaient  pas.  Ainsi  on  ad- 
ettra  que  le  mouvement  des  planètes  s'cfToctue  suivant  les 
is  de  Kepler,  mais  dans  des  orbites  elliptiques  qui  se  déforment 
se  déplacent^  et  le  nouveau  problème  à  résoudre  consistera 
déterminer  en  fonction  du  temps  les  variations  des  élé- 
enta. 

Le  problème  des  trois  corps  a  pour  objet  de  déterminer  les 
rturbations  produites  dans  le  mouvement  elliptique  de  l'un 
s  trois  corps,  dit  corps  principal^  autour  du  second  corps  sup- 
séfixe  et  appelé  corps  central^  par  Tattraction  du  troisième, 
corps  troublant  dont  le  mouvement  propre  est  supposé 
Hnu.  Par  exemple,  l'étude  du  mouvement  de  la  terre  conduit 
i^rendre  pour  corps  central  le  soleil,  pour  corps  principal  la 
nre,et  successivement  pour  corps  troublant,  la  Lune,  Mars, 
piter,  et  les  autres  planètes  ;  on  appréciera  ainsi  les  varia- 
>iis  partielles  dues  à  chacun  de  ces  corps  et  il  ne  restera 
Us  qu'à  les  composer  ensemble.  Si  Ton  étudie  le  mouvement 
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de  la  lune,  le  corps  conlral  sera  la  terre,  autour  de  1a<iueUel^ 
lune  a  un  mouv(?nie[it  sensiblement  elliptique  ;  le  corps  troi^ 
blant  sera  successivement  leSoleil,  Vénus,  Jupiter....  Tout^ 
fois  le  problème  analytique  sera  plus  diflicile  dans  ce  srcor-^ 
cas  que  dans  le  premier,  à  cause  de  la  grande  masse  du  s^^ 
Icil,  l'un  des  corps  troublants;  cette  influence  perlurbalr^M 
produit  les  grandes  inégalités  du  mouvement  de  la  lune,  douf 
quelques-unus  ont  élé  connues  dès  l'antiquité. 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  ces  problèmes,  qu'on  ne  peof 
îltaqucr  qu'avec  le  secours  de  la  liaule  analyse,  nous  dironj 
que  Icstx^^a/if^sdu  mouvement  des  planciessout  classées |ur 
les  astronomes  en  deus  catégories  :  les  inégalilés  séculahis, 
qui  affectent  les  éléments  de  l'orbite  elliptiiiue  moyenne,  d 
les  inégalités  péiiodiques,  qui  affectent  la  position  de  la  planèle 
par  rapport  à  son  orbite  moyenne.  Par  inégalité  séculnire  il 
ne  faut  pas  entendre  une  inégalilë  qui  croisse  indéfinimcat 
avec  le  temps,  car  il  existe  des  inégalités  séculaires  qui  soDl 
périodiques. 

232.  L'existence  des  perturbations  donne  lieu  à  une  l^ 
cherche  relative  à  la  stabilité  du  système  solaire.  On  peulse 
demander  en  elfct  si  les  modifications  lentes  des  orbites  ne 
peuvent  pas  entraîner  dans  l'avenir  une  altération  profonde 
de  li?urs  siiualions  relatives.  Cette  question  a  été  trailée  par 
les  plus  grands  géomètres,  et  leur  conclusion  a  été  que  le 
système  solaire  est  stable  en  dépit  des  perturbations.  U- 
grange  a  montré,  par  exemple,  que  les  escentritités  elle 
inclinaisons  des  orbites  éprouvent  des  variations  périodi- 
ques dont  la  pèrioile  est  très  longue  ;  Laplace  a  établi  l'iQ' 
variabilité  moyenne  des  grands  axes  et  des  moyens  mouve- 
ments.  Ces  résultats  supposent  que  les  planètes  se  mcurai' 
dans  le  vide,  tandis  que  tout  porte  à  croire  qu'elles  se  dèpl^' 
cent  dans  un  milieu  résistant,  qui  tend  à  réduire  leur> 
vitesses  et  à  resserrer  leurs  orbites  ;  mais  la  densité  de  (^ 
milieu  est  assez  faible  pour  qu'il  soit  impossible  eo  géoi^' 
d'en  constater  l'inlluencc. 
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NOTE 

nUttLftilB  SB  H.  J.   BEBTRAIfD^ 

S5S.  IVomer  la  kri$  d'aitracUon  qui  imposent  deê  trafeetoirei  ferméeê 
wuèilei  mwniê  à  rinfluenee  d'une  force  centrale. 

Les  équations  da  mouTement  d\io  point  attiré  vers  un  centre  fixe  0. 
pvoportkmnellement  &  une  fonction  ^(r)  de  sa  distance  &  ce  point,  sont,  eu 
caiordoenées  polaires  (I,  §  iSI)  : 

^^$  =  àdt, 

La  iènetion  ^(r),  positife/indique  une  répulsion;  négatire,  une  attrac- 
tieo. 

On  en  déduit,  en  éliminant  le  temps,  Téquation  de  la  tnjectoire  : 

11)  itt=-  ^^''^ 


±:t* 


Y/c+/(2Ar)*  +  îi^) 


ik^4 


r* 


.  * 

Od  prendra  altemaliTeroent  le  signe  +  et  le  signe  — ,  de  manière  à 
iHaintenir  un  même  signe  pour  do,  malgré  les  changements  de  signe 
teér. 

Noos  supposerons  que  la  trajectoire  soit  comprise  entre  deux  circonfé- 
i^anees  décrites  du  point  0  comme  centre,  avec  des  rayons  Tq,  r|,  limites 
le  la  distance  r.  fille  comprendra  par  conséquent  une  série  indéfinie  d*arcs 
^aà  font  passer  alternativement  le  mobile,  les  uns  de  la  distance  Tq  à  la 
tiitance  r|,  les  autres  de  la  distance  r^  à  la  distance  r^;  en  \ertu  de  Téqua- 
Lioo  (i)  les  variations  de  Tangle  tt  dépendent  uniquement  des  valeurs  suc- 
aemfei  de  r,  de  sorte  que  ces  arcs  successifs  sont  la  simple  reproduction 
de  1*00  quelconque  d*entre  eux;  chacun  se  déduit  du  précédent  en  le  ré- 
pétant symétriquement  par  rapport  au  rayon  qui  les  sépare.  Un  de  ces  arcs 
pfii  indiriduellement  correspond  &  un  angle  au  centre  constant,  que  nous 
^ppcUerons  Sq. 

*  Cemptei  rendue  de  T Académie  deê  iciencee,  SO  octobre  1873. 
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Cette  hypothèse  ne  suffit  pas  pour  que  la  trajectoire  soit  une  coorbe 
fermée  ;  car  si  l'angle  Oq  est  incommensurable  avec  Tangle  droit,  la  tn- 
jectoire  fera  autour  du  point  0  une  infinité  de  circouTolutions,  sans  jamais 
retomber  sur  les  arcs  déjà  décrits.  Nous  n'aurons  donc  qu*à  exprimer  que 
6^  est  commensurable  avec  n,  c'est-à-dire  à  poser  ^z=mit,  en  désignant 
par  m  un  nombre  commensurable,  et  c*est  cette  condition  qui  doit  définir 
la  forme  de  la  fonction  f(r). 

Pour  simplifier  récriture,  nous  ferons  -  =  2,  et  C= 4A*A,  h  étani 

nouvelle  constante.  Posons  enfin 


m  2jf^r)dr^f[z); 


il  viendra,  en  divisant  par  2A  les  deux  termes  du  second  membre  deFégaa- 
tion  (1), 

d9  = 


Intégrons  cette  équation  le  long  d*un  arc  particufier,  pris  entre  les liimttt 

1  1 

y = ro  et  r = r^  ;  soient  -  =  a,  —  =  P,  les  limites  correspondantes  de  «. 

r©  Ti 

et  supposons  pour  fixer  les  idées  a  <  p  ;  nous  aurons,  abstraction  faite  à 

signe, 

(o)  ©0=     I  —  =m«. 


Z  =  ÇL 


Des  limites  a  et  p  l'une  correspond  au  minimum  de  z,  l'autre  à  son  maxi- 
mum; on  a  pour  ces  limites  dz  =  0;  donc  le  dénominateur  de  la  foodioD 
sous  le  signe  /  est  nul  aussi  à  ces  limitesi  ce  qui  fournit  les  deux  équa- 
tions 

Elles  permettent  d'exprimer  les  constantes  h  et  ^n  en  fonction  de  «^ 
pr  On  a,  en  résolvant  par  rapport  aux  constantes, 

(5)  ^_««FO)-^«F[«)  i     _       P«-a> 

^'  f(P)-F(a)  4A«-F{^)-F(«)' 
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lubstitoant  ces  Taleurs  dans  (2),  il  Tient 

/dz>/V[^)  -  ¥  [a)  ^^^ 

V««fl^)-^*F(«)+t^«-««rF(5)-.«[h^WFt«)i 

lation  qui  doit  être  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  p,  et  pour* 
te  valeur  de  z  intermédiaire. 

'our  déterminer  la  fonction  F,  nous  supposerons  un  cas  particulier 
li  où  p  est  très  peu  différent  de  a;  nous  poserons  en  conséquence 

ant  une  nouvelle  variable  comprise  entre  0  et  le  nombre  c  qui  est  sup- 
è  inGniment  petit.  De  la  dernière  équation  on  déduit 

léfeloppons  les  fonctions  F(|))  et  ?{%)  par  la  série  de  Taylor,  en  nous 
étant  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  en  numérateur,  et  aux 
niment  petits  du  second  ordre  en  dénominateur  : 

FW  =  F(«)+çP(«)  4-?F"W,      F(?)  =  F(a)H-«Pl«)  +  Jf"(«). 

Substituons  dans  Féquation  (C)  ;  il  viendra,  en  faisant  les  réductions,  et 
effaçant  les  termes  infiniment  petits  par  rapport  à  ceux  que  Ton  con- 
■ve, 

[f  («)  +  cF'  («)  +  ^  F"(«)]  -  (a»  +  2«.  +  «•)  F  (a) 
+ 12«.  +  .»)  [f  W  +  ÇF'  («)  + 1*  F"  w] 
-  («»  +  2«Ç  +  î«)  [.r  («)  +  ^  F"  («)] 

V^t^ô  d;        ^^^ 

V/r(«)-«F"l«)   v«l«-?) 

^'intégrale  de  ,  prise  entre  les  limites  0  et  §,  est  indépendante 

*  et  égale  à  ir  (§  105)  ;  de  sorte  que  la  condition  se  réduit  i  la  relation 
îviQte 


(8) 


V^F^[«) 
\/F'(a)-aF"t«) 


=  m, 
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équation  difTérentielle  da  premier  ordre  eo  r(ai),  qui  n  «Kusenirii- 
temûner  cette  fooction. 
Faisons  ?'{•)  s=  V;  on  en  déduit 

Tcquation  (8)  détient,  en  séparant  les  variables, 

dS 
T 


m^^  +  {i^z^)^^0. 


Intégrant,  on  a 
et  par  suite 


V  X  tfi  ""■■>  =  constante» 


H  désignant  une  constante  arbitraire.  Telle  est  la  forme  de  r(ft);ri#| 
tion  de  Vd»  donne  oisuile  pour  la  fonction  F,  en  appelant  fl'neiii  ' 
constante. 


t--i 


m' 

et  par  conséquent 


•-4 


F(3^  =  nî — j-  +n'  = 5 -H-fl'. 


m* 


i'-^V 


I 


i/i 


Nous  pouvons  supposer  nulle  la  constante  H',  qui  disparaîtrait dasVg  h 
tion  (G). 

La  fonction  F(«)  étant  exprimée  en  r.  il  sufHra,  en  vertudeTcqrtiJB. 
(l'en  pnMiïlre  la  dérivée  par  rapport  à  r  et  de  diviser  par2  pouri* 
on  trouve  ainsi 

ri  \  H 


H 


k 


Mais  ce  n'-sullat  est  trop  général,  car  il  correspond  à  l'hypoil'^"  ^ 
dilTérence  inliniment  petite  entre  r©  et  ri,  tandis  que  nous* 
imposer  au  maximum  et  au  minimum  de  r  aucune  restridioo^ 
nature. 

Le  problème  s'achèvera  en  déterminant  le  nombre  m  de  telle 
que  réqU'ition  (6)  soit  satisfaite  pour  des  valeurs  quelconques  de  « 
Nous  opérerons  pour  cela  sur  des  valeurs  particulières  decesde^ 
titcs. 
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i*  Soîl  -T<S,oabienm>-s.  Faisons  «  =  0  et  psi;  il  Tient 

P(«)«:P(0)=0, 

m* 

Tkfoaâkm  (6)  prend  la  Corme 


-v^ 


Vhàt(gnk  indiqoie  s'obtient  aisément  en  posant  s"^=:ic.  On  a  en  effet 


Les  limites  de  «sont  les  mêmes  qae  celles  de  z,  c^est^-dire  0  et  i  ;  et  il 
«itf  en  définitive 

dz  r    mHi^-'iitf  t  r       du 


a  condition  donne  donc 


m*ji  =s  mu, 


*esl4-dire 
roà 

>o*attnction  soit  alors  la  loi  newtonienne. 

S*  Soit  — .  >  S  ou  m<  -7^.  Nous  ferons  a=  1  et  p  =  0  s 
m*  ^ 

P(«)  =  F(i)  =  -^" 


m* 
F(p)  =  F{0)  =  -«. 
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Substituant  dans  l'équation  (d),  difîsée  haut  et  bas  par  ^¥{fi) 
puis  faisant  a= 1  et  F  (^)  inûni,  il  vient 

11 


-'{■ 


Mais 


X 


d* 


S/Ï^ 


=:INir. 


••  • 


vTT?     » 


Donc  m=s  en  valeur  absolue,  ce  qui  donne 

et  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance. 

Ces  deux  lois,  -^  et  kr,  sont  donc  les  seules  qui  imposent  à  la  tnjee- 

toire,  supposée  comprise  entre  deux  cercles  concentriques,  la  condition  deie 
Termer  après  un  nombre  entier  de  révolutions  autour  du  centre  d*attractioo. 
On  a  reconnu  d'ailleurs  (§§  58  et  63)  que  dans  ces  deux  cas  la  tnijectoiie 
est  une  ellipse,  c'est-à-dire  une  courbe  fermée. 

Ainsi,  dit  M.  Bertrand,  c  parmi  les  lois  d'atlraction  qui  supposentl'ic- 
lion  nulle  à  une  distance  infinie,  celle  de  la  nature  est  la  seule  pour 
laquelle  un  mobile  lancé  arbitrairement,  avec  une  vitesse  inférieure  i  une 
certaine  limite,  et  attiré  vers  un  centre  fixe,  décrive  nécessairement  au- 
tour de  ce  centre  une  courbe  fermée.  Toutes  les  lois  d'attraction  pemd' 
tent  des  orbites  fermées,  mais  la  loi  de  la  nature  est  la  seule  qui  les 
impose,  t 
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DTNAHIQOB   OB8   CORPS   SOLIDES 


CHAPITRE  PREMIER 


■OUVEMCIIT  D'UN  80LIDC  AUTOUR  D'UN  AXC  FIXE.  —  THËORIC 

DES  MOIICNTS  D'INERTIE 


234.  Le  problème  général  que  nous  nous  proposons  de 
traiter  dans  ce  livre  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un 
Corps  solide  sous  Faction  de  forces  données,  et  comme  cas 
particulier,  sous  l'action  de  forces  nulles,  ce  qui  nous  fera 
Gonnaltre  le  rôle  de  Finertie  dans  le  mouvement  d'un  pareil 
système.  Nous  supposerons  successivement  : 

1*  Que  le  corps  solide  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe; 

2**  Qu'il  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe  ; 

5**  Qu'il  est  libre  dans  l'espace  ; 

it"  Qu'il  est  assujetti  à  rester  en  contact  avec  une  surface 
fixe,  comme  Test,  par  exemple,  un  cylindre  pesant  roulant  sur 
un  plan  incliné. 

Nous  terminerons  ce  livre  par  l'étude  de  certaines  théories 
relatives  au  mouvement  des  solides  naturels. 


MOUVEMENT  d'uN   SOLIDE   AUTOUR   d'uN    AXE  HXE. 


255.  La  règle  générale  pour  résoudre  ces  sortes  de  pro- 
blèmes consiste  à  appliquer  soit  le  théorème  de  d'Alembert, 
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isoit  les  théorèmes  généraux  qui  s^en  déduisent,  en  choisis- 
sant, pour  trouver  Féquation  du  mouvement,  ceux  qui  élimi- 
nent les  réactions  inconnues.  Ici,  par  exemple,  les  réactions 
inconnues  sont  celles  de  l'axe  fixe  ;  les  théorèmes  qui  les  éli- 
mineront sont  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  pris  par  rapport  à  Taxe,  et  le  théorème  des  forces 
vives.  L'application  de  Tun  ou  de  l'autre  de  ces  théorèmes 
conduira  donc  à  l'équation  du  mouvement,  équation  unique, 
puisqu'ici  le  système  est  à  liaisons  complètes. 

Soit,  à  un  instant  donné,  «a  la  vitesse  angulaire  du  soUde 
autour  de  Taxe  fixe  OZ.  Soit  M  un  point  du  solide,  m  sa  masse; 
-abaissons  de  ce  point  une  perpendiculaire  MM'  sur  l*axe,  et 

appelons  r  la  longueur  de  celte  perpen- 
diculaire. Pendant  le  temps  infiniment 
petit  dt,  le  rayon  M'M  décrira  un  angle 
^  MM'M^ = iùdt  autour  du  point  M' dans  m 

plan  perpendiculaire  à  l'axe  OZ  ;  quand 

x"   il  est  parvenu  en  Mp  la  vitesse  angnlaire 

du  corps  peut  avoir  varié,  et  nous  la  re- 
Rg.  118.  présenterons  par  «o  -4-  du>.  La  vitesse  li- 

néaire du  point  mobile  quand  il  passe 
enMest(i>r;  sa  quantité  de  mouvement  est  mtùr^  et  le  mo- 
ment de  sa  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  OZ 
estma)rxr=mw?*. 

La  somme  des  moments  de  toutes  les  quantités  de  mou- 
vement du  système  au  même  instant  s'i^xprimera  par  la 
notation  2  mwr*,  ou  par  iùlmr^^  puisque  le  facteur  o»  est  com- 
mun à  tous  les  termes  de  la  somme  ;  c'est  le  produit  de  la 
vitesse  angulaire  a>  par  la  somme  constante  2mr*,  qui  ne  dé- 
pend que  de  la  forme  du  corps  solide  et  de  la  distribution  des 
masses  entre  ses  différentes  parties  ;  on  donne  à  cette  somme 
le  nom  de  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  F  axe  OZ; 
nous  la  représenterons  par  la  lettre  I. 

Au  bout  du  temps  dt,  la  somme  des  moments  des  quantités 

de  mouvement  par  rapport  à  Taxe  sera  de  môme  I  («^  +  dtt). 

L'accroissement  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
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est  donc  égal  à  Idu),  et  c'est  cet  accroissement  que  nous  de- 
vons égaler  à  la  somme  des  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  extérieures  F,  ou  au  produit  par  dt 
de  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rap- 
port à  l'axe  OZ,  ou  enfin  à  dtZosMF;  nous  obtenons  Téqua- 
fion 

ou  bien 

-jT  est  Vaeeélération  angulaire  du  solide,  et  l'équation  précé- 
dente équivaut  en  langage  ordinaire  à  l'énoncé  suivant  : 

Vaeeélération  angulaire  d*un  solide  assujetti  à  tourner  autour 
étun  axe  fixe  est  à  chaque  instant  égale  à  la  somme  des  moments 
des  farces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe  divisée  par  le 
moment  d^inertie  du  corps. 

Cette  formule  est  homogène,  au  même  titre  que  la  formule 
F=mj  qui  sert  de  base  à  la  dynamique.  En  effet,  dans  celle- 
ci»  Taccélération  j  est  une  accélération  linéaire^  ou  le  rapport 
d'une  longueur  au  carré  d'un  temps  ;  la  force  F  est  égale  au 
produit  de  la  masse  par  une  longueur  divisé  par  le  carré 

d'un  temps.  Dans  la  nouvelle  formule  -rr  est  une  accéléra- 
tion angulaire  y  c'est-à-dire  le  rapport  d'un  nombre  au  carré 
d'un  temps;  le  facteur  I  est  le  produit  dune  masse  par  le 
carré  d'une  longueur;  enfin  le  numérateur  ZMqzF  représente 
le  produit  d'une  force  par  une  longueur.  Remplaçons  donc 
ZMocF  par  le  produit  ¥1  d'une  force  par  une  longueur,  I  par 
le  produit  m/'*  d'une  masse  par  le  carré  d'une  longueur,  enfin 

AtA 

-rr  par  un  nombre  k  divisé  par  le  carré  d'un  temps,  t*  ;  il 
viendra 


A_   FI 
I»  "■  ml'*' 


m.  ^  «f  C.  COLU(RIOIf 
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d'où  Ton  lire 

équation  de  même  forme  que  F=mj. 


APPLlCATIOIf  DU  THÉORÈME  DES  FORCES  TITES. 

236.  On  parvient  au  même  résultat  en  appliquant  le  thécF' 
rème  des  forces  vives. 

La  \ilesse  linéaire  du  point  H  est  égale  à  ur  ;  le  carré  de  cette 
vitesse  est  (oV\  la  force  vive  mwV,  et  la  somme  des  forces  vives 
à  un  même  instant  est  exprimée  par  2mwV=w*2mr*=W. 

Lorsque  le  point  M  est  parvenu  en  M^  la  vitesse  angulaire 
est  devenue  (i)+rf<i>9  et  Taccroissement  de  la  force  vive  totak 
est  par  conséquent  (1(I(i>*)=2Iu>(Icû. 

Il  faut  égaler  cet  accroissement  au  double  de  la  somme  dei 
travaux  des  forces  extérieures;  or  la  somme  des  travaux dei 
forces  appliquées  à  un  système  solide  qui  reçoit  un  déplace- 
ment angulaire  infiniment  petit  autour  d'un  axe,  s'obtient  eo 
multipliant  par  l'ongle  décrit  la  somme  des  moments  desfor- 
ccs  (1,  g  114).  Ici  le  déplacement  angulaire  subi  par  le  corps 
pendant  le  temps  dt  est  égal  à  iùdt. 

Donc  on  a  l'équation 

et  par  suite,  en  divisant  par  2I(dJ(, 

dt-—i — 

237.  Corollaires.  —  1*  Si  la  somme  MozF  est  consfammeal 

nulle,  Taccélération  -t-  est  aussi  constamment  nulle,  et  1^- 

vitesse  angulaire  du  solide  est  constante. 

2*  Si  la  somme  iMoiF,  sans  ôlre  constamment  nulle,  dcvieni 
égale  à  zéro  pour  une  certaine  position  du  solide,  raccflè-^ 
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dtA 

v^tion  ^  devient  nulle  en  même  temps,  et  en  général  elle 

change  de  signe  lorsque  le  solide  traverse  cette  position  : 

Vvlh  côté  -rr  est  positif  et  la  vitesse  angulaire  du  corps  aug. 

mente  ;  de  l'autre  ^  est  négatif,  et  la  vitesse  angulaire  di« 

minue.  Donc  la  position  du  solide  pour  laquelle  la  somme  des 
Mments  des  forces  est  nulle,  est  en  général  celle  qui  rend  U 
^esse  angulaire  maximum  ou  minimum  (Cf.,  g  177). 


DES  MOMENTS  d'inERTIE. 

238.  Le  moment  d^inertie,  I  =  Imr^,  d'un  corps  solide  par 
rapport  à  un  axe,  est  la  somme  des  produits  des  masses  de 
tous  les  points  matériels  qui  le  composent,  par  le  carré  de  la 
distance  de  chacun  d'eux  à  cet  axe. 

On  a  reconnu  dans  les  paragraphes  précédents  que  si 
il  est  la  vitesse  angulaire  du  corps  tournant  autour  de 
Taxe,  le  produit  Iw*  représente  la  force  vive  du  corps,  et  le 
produit  Isù  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  l'axe  de  rotation. 

On  appelle  rayon  de  giration  d'un  corps  par  rapport  à  un 
axe  la  longueur  k  dont  le  carré,  multiplié  par  la  masse  totale 
M  du  corps,  donne  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
à  Paxe.  On  a  en  vertu  de  celte  définition 

Si  toute  la  masse  était  concentrée  à  une  distance  k  de  Taxe, 
sur  la  surface  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  le  moment 
d'inertie  du  corps  par  rapport  à  Taxe  ne  serait  pas  modifié. 
On  peut  dire  aussi  que  le  carré  du  rayon  de  giration  est  U 
moyenne,  eu  égard  aux  masses,  des  carrés  des  distances  k 
l'axe  des  différents  points  du  solide. 

239.  Soit  I  le  moment  d'inertie.d'un  solide  par  rapport  à 


G 
Fig.  119. 
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un  aie  LL'  ;  par  le  centre  de  gravité  G  du  solide,  menons  une 
droite  XX'  parallèle  à  LL\  et  soita=GH  la  distance  de  ces 
deux  droites  ;  appelons  enfin  !«  le  moment  d^inertie  du  solide 
par  rapport  à  XX'  et  H  la  masse  totale  du  solide.  On  aura  entre 
ces  quatre  quantités  la  relation 

Nous  avons  déjà  démontré  ce  théorème  dans  le  g  226  de  la 
statique,  car  il  suffit  de  diviser  dans  Téquation  finale  tous 
les  poids  p^,  p^j  •••  Pm  par  Taccélération  g  due  à  la  pesanteur 

pour  passer  des  poids  aux  masses  et  pour 
>•'  ^'         obtenir  l'équation  cherchée. 

On  peut  en  donner  une  autre  démonstra- 
.    tion  fondée  sur  les  théorèmes  de  la  dyna- 
mique et  de  la  cinématique. 

Nous  nous  appuierons  sur  la  décomposi- 
tion de  la  force  vive  d'un  système  en  deux 
parts,  Tune  qui  correspond  au  mouvement 
du  centre  de  gravité  où  l'on  aurait  réuni  toute  la  masse,  et 
l'autre  au  mouvement  du  système  autour  de  son  centre  de 
gravité  (g  186). 

Imaginons  qu'on  imprime  au  solide  une  rotation  cû  autour 
de  Taxe  LL'.  La  force  vive  du  solide  sera  égale  à  Iw*. 

La  rotation  o)  autour  de  Taxe  LL'  peut  se  décomposer  en 
deux  mouvements,  l'un  de  rotation,  l'autre  de  translation 
(I,  g  167)  ;  il  suffit  pour  cela  que  le  nouvel  axe  de  rota- 
tion soit  parallèle  au  premier,  et  que  la  translation  soit  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  axes.  La  vitesse  de  rotation  » 
n'est  pas  changée,  et  la  vitesse  de  translation  est  égale  au 
produit  de  la  vitesse  (o  par  la  distance  des  deux  axes. 

Nous  décomposons  ainsi  le  mouvement  o)  autour  de  IL' 
en  une  rotation  a>  autour  de  XX',  et  une  translation  perpen- 
diculaire au  plan  des  deux  axes  avec  une  vitesse  égale  à  im. 
La  force  vive  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de 
gravité  est  due  à  cette  translation  :  elle  est  donc  égale  k 
Bloi>*a*  ;  la  force  vive  du  système  dans  son  mouvement  relatif 
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«utoiir  du  centre  de  gravité  est  I«u>*;  et  le  théorème  cité  nous 
donne  Téquaf  ion 

00,  en  divisant  par  «>*, 

La  décomposition  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment (§  167)  conduirait  à  la  même  concIusioïK. 

240.  Appelons  k  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rap- 
port à  Taxe  XX'  passant  par  le  centre  de  gravité  ;  nous  aurons 

Donc 


ce  qui  montre  que  ^If-ha*  est  le  rayon  de  giration  du  solide 
par  rapport  à  Taxe  LL",  mené  parallèlement  à  XX',  à  la  dis- 
tance a. 

Coupons  les  deux  axes  par  un  plan  perpendiculaire  mené 
par  le  centre  de  gravité  G,  et  soit  H  le  pied  de  l'axe  LL'.  Au 
point  6,  élevons  sur  HG  une  perpendicu-  g 
laire  G  A  ^  k.  Nous  aurons  HA = \^fc*H-a*  ;  "^^^ 
par  conséquent  le  point  A  est  un  point  où  ''"^«. 

Ton  peut  supposer  toute  la  masse  du  solide  ^ 

réunie,  sans  altérer  les  moments  d'inertie 
du  solide  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  XX'  mené  en  un 
point  quelconque  de  la  droite  indéfinie  GIl. 

Le  minimum  des  moments  d'inertie  autour  d'axes  paral- 
lèles correspond  à  Taxe  qui  passe  au  point  G  ;  les  moments 
d'inertie  croissent  indéfiniment  à  mesure  que  la  distance 
BG=a  augmente.  Lorsque  cette  distance  est  très  grande,  le 
rayon  de  giration  correspondant  IIA  est  sensiblement  égal 
iHG. 

241  •  Nous  comparerons  ensuite  les  moments  d*inertie  d'un 
même  solide  pris  par  rapport  à  différentes  droites  01  menées 
par  un  même  point  0. 

Par  ce  point,  menoiiii -a AltriBif emë»^  trois  axes  rectangu- 


Fig.  m. 
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laires  OX,  OT,  OZ  ;  nous  Gommencerons  par  déterminer  les 

moments  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  chacun  d*eux. 

Soient  A  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  OX,  B  le 

moment  d'inertie  par  rapport  à  OT, 
C  le  moment  d'inertie  par  rapport  k 
OZ.  Pour  le  calcul  de  ces  quantités, 
de  la  quantité  A  par  exemple,  ob- 
servons qu'elle  est  la  somme  des 
produits  m  X  HP  ,  où  m  est  la  masse 
d'un  point  H,  et  MP  sa  distance  à 
l'axe  OX.Dr,  si  l'on  abaisse  du  point 
M  une  perpendiculaire  MN  sur  le  plan 

XOY,  et  qu^on  joigne  NP,  MN  sera  la  coordonnée  s,  et  NT  la 

coordonnée  y  du  point  M  ;  on  aura  donc 

et  par  suite 

Par  la  même  raisoui  on  aurait 

c  =  IifMB^  +  2my*. 

La  recherche  des  moments  d'inertie  A,  B,  G  se  ramène 
donc  à  la  recherche  des  sommes  plus  simples  Imx*^  Imjf*» 
Imz^^  qu'on  peut  appeler  les  moments  d^nertie  du  solide  par 
rapport  aux  plans  coordonnés. 

RéciproquemenI,  connaissant  A,'B,  C,  on  peut  déduire  des 
équations  précédentes  les  sommes  Zmx*,  Imi/j  Zms*;  si,  par 
exemple,  on  ajoute  ensemble  les  deux  dernières  équations  et 
qu'on  en  retranche  la  première,  il  vient,  en  divisant  par  2, 

jma:«=|(B4-C  — A). 

On  trouverait  de  même 


Imy«=5(C  +  A  — B), 


£w;»«=cl(A  +  B-C). 
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d  comme  il  est  impossible  que  dans  un  sohde  à  trois  dimen- 
sions, aucune  des  sommes  Zmx*,  ^my^j  Iîhx*  soit  nulle, 
comme  elles  ne  peuvent  d'ailleurs  être  négatives,  on  en  dé- 
duit les  inégalités 

B  +  C>A, 
C-hA>B, 
A  +  B>C. 

En  d*autres  fermes,  avec  des  droites  finies  proportionnelles 
oux  moments  d^inertieA^  B,  C  d'un  même  solide  autour  de  trois 
Qxes  rectangulaires j  on  peut  toujours  construire  un  triangle. 

Si  Ton  ajoute  ensemble  les  trois  équations,  il  vient 


2m(««  +  y«-h»*)  =  5(A-hB  +  C). 


La  somme  2m  (x*  h- y*  h- »•)  peut  être  appelée  le  moment 
fbtertie  du  solide  par  rapport  au  point  0,  ou  encore  le  moment 
f  inertie  polaire  du  solide. 

SURFACE  REPRÉSENTATIVE  DES  MOMENTS  d'lNERTŒ. 

2  {2.  On  représente  à  l'aide  d'une  surface  les  moments 
d*inertie  d'un  solide  par  rapport  à  des  droilcs  qui  concourent 
en  xLïï  mc^me  point  0. 

Soit  OS  la  droite  par  rapport  à  laquelle  on  demande  le  mo- 
inent  d'inertie  d'un  solide  ;  elle  est  définie  par  les  angles  a, 
&>  *f  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes 
coordonnés.  Prenons  sur  cette  droite 
^ne  lon^'ueur  arbitraire,  OS=L,  et 
déterminons  les  trois  coordonnées 
^>  T,  Z  du  point  S.  Soit  M  un  point 
quelconque  du  solide,  m  sa  masse  ; 
«=:=:0R,  y  =  RN,  »  =  NM  ses  trois 
^oordonm'^es.  Abaissons  du  point  M  ^^ 

^Ur  la  droite  OS  une  perpendiculaire 
'^^,  et  formons  le  produit  mx  MP';  la  somme  de  tous  les 
Pï^oduits  semblables  sera  le  moment  d'inertie  1  cherché. 
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Joignons  OM.  Le  triangle  OPM,  rectangle  en  P,  nous  donne 

mP=5m*— 5P. 

UM'  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  coordonnées  da  point 
M,  ou  hs^-hy^-hz*.  La  droite  OP,  projection  sur  OS  du  con- 
tour polygonal  ORNM,  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
projections  sur  OS  des  trois  coordonnées  Xj  y,  %  du  point  M. 
On  a  donc 


et 


OP  =  «co8a-Hyco8|i4-«cosy=  — '^  ^'^ 


Multiplions  par  m  les  deux  membres  de  cette  équation  et  fai- 
sons la  somme  de  toutes  les  équations  semblables,  étendues 
à  tous  les  points  du  solide;  il  viendra 

Développons  le  carré  du  dernier  terme  de  la  quantité  entre 
crochets  ;  nous  aurons 

X«i:«  4-  Y«y*  -4-  Z«»»  -4-  n^xy  4-  nixz  H-  2YZyi . 

et  par  suite 

-»[(--S)-+(-P)^*(<-S)' 

2XY  SXZ  2YZ      1 

Celte  expression  peut  se  transformer  :  observons  que 
donc 

.       X«       Y'4-Z» 
.       T«       X«  -h  Z« 

*-!?=-[?— 
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de  plus  X,  Y,  Z  et  L  sont  des  facteurs  communs  aux  termes 
de  la  somme  Z,  de  sorte  qu'on  peut  les  faire  sortir  de  cette 
somme»  et  écrire 

— SXZSiNâ»  —  STZZmys]. 

Les  sommes  Znuc',  2my%  Smx*  sont  les  momentê  d'inertie 
du  solide  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés  ;  les  autres  som- 
mes Zmxyj  2tn|f2,  Zmxz  représentent  d'autres  quantités,  ho- 
mogènes aux  moments  d'inertie,  et  dans  lesquelles,  au  lieu 
du  carré  d'une  cordonnée,  on  fait  entrer  le  produit  de  deux 
coordonnées  distinctes. 

L'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 

—  STZSmys  —  SXZSmxs  —  TLÏïmxy. 

Or  Zmy*  +  Ims'  est  le  moment  d'inertie  A  par  rapport  à 
Taxe  OX,  Isns^  +  Zmz*  est  le  moment  d*inertie  B  par  rapport 
à  OT,  et  Inu? + Imjf  est  le  moment  d'inertie  C  par  rapport  à 
OZ.  Pofons  pour  abréger 

et  nous  aurons  pour  déterminer  î  l'équation  i 

(!)  a«  =  AX«4-BY«4-CY«  — 2PYZ  — 2QXZ  — 2RXY. 

Dans  cette  équation,  il  ne  faut  pas  oublier  que  L*  est  égal  à 
la  somme  X*  +  Y*+Z',  et  que  cette  somme  est  entièrement 
arbitraire. 

Divisons  par  L*,  et  réintroduisons  les  cosinus  des  angles 
airec  les  axes,  il  viendra 

1  =  AC0S*a+Bc08*^-f  CC0S*A  — 2PC08^C08>— 2QcOSaC08>  — 2Bc08aC08/l. 

On  peut  faire  sur  la  longueur  L  une  convention  telle,  que 
Inéquation  (1)  devienne  l'équation  d'une  surface  représenta- 
tive des  moments  d'inertie. 

Convenons,  par  exemple,  que  l'on  prendra  la  longueur 


504  ellipsoïde 

L  égale  au  rayon  de  giration  p  du  solide  par  rapport  à  Taxe 
OS.  Le  moment  d'inerlie  I  est  égal  au  produit  de  la  masse  H 
par  le  carré  de  ce  rayon,  ou  à  Mp*.  Si  Ton  fait  L=p,  il  en  ré- 
sulte 1L«=ML*  =  M{X*+Y«  +  Z«)S  et  Téquation  (1)  de- 
vient 

H  (x«  +  Y«  -h  Z«)«  =  ÀX«  +  BY«  4-  CZ«  —  2PYZ  —  2QXZ  —  2RXY, 

équation  d'une  surface  du  quatrième  degré,  donl  le  centre  est 
au  point  0,  et  dans  laquelle  chaque  rayon  vecteur  OS  est  ^I 
au  rayon  de  giration  du  solide  par  rapport  à  sa  propre  direc- 
tion. 


ellipsoïde  d*ikertie. 


243.  La  convention  qu'on  fait  ordinairement  conduit  à  des 
résultais  plus  simples.  Elle  consiste  à  prendre  la  longueur  L 
proportionnelle  à  l'inverse  de  p,  et  à  poser 


p 


\  étant  une  longueur  arbitraire. 

Moyennant  celte  convention,  le  premier  membre  IL*  de  Té- 
qualion  (  I  )  devient  une  quantité  constante,  MX*,  et  cette  équa- 
tion prend  la  forme 

(2)  m;*  =  AX«  -h  BY«  -h  BZ«  —  2PYZ  —  2QXZ  —  2RXY. 

Elle  représente  une  surface  du  second  dej^ré,  qu  on  dé- 
duirait de  la  surface  du  quatrième  degré  que  nous  avions 
trouvée  tout  à  Theure  au  moyen  d'une  tramformatim  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Un  solide  fini  a  un  moment  d'inertie  fini  et  difTérent  de 
zéro  par  rapfiorl  à  une  direction  quelconque  ;  p  n*élant  nul 
pour  aucune  des  droites  OS,  le  rayon  L  de  la  surface 
auxiliaire  n'est  jamais  infini;  la  surface  est  ainsi  limitée 
en  tous  sens,  et  Téquation  (2)  représente  un  dlipsoide.  On 
donne  à  cette  surface  le  nom  à^eUipsoide  d'inertie.  Elle  a  pour 
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centre  le  point  0.  Ses  dimensions  absolues  ne  sont  d'ail- 
leurs pas  fixées,  car  elles  dépendent  de  la  quantité  X  qui 
J'este  jusqu'ici  arbitraire;  mais  toutes  les  surfaces  que  Ton 
obtient  en  faisant  varier  cette  quantité  sont  semblables  et 
«emblablement  placées  par  rapport  au  point  0. 

n  est  remarquable  que,  quelles  que  soient  la  forme  exté- 
rieure du  solide  et  la  distribution  intérieure  des  masses,  on 
fiarvienne  toujours  à  un  ellipsoïde,  et  que  le  moment  d'iner- 
tie autour  d'une  droite  menée  par  le  point  0  dépende  seule- 
ment des  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  R,  et  des  quantités  X,  Y,  Z, 
ou  des  angles  a,  6,  Yi  <]ui  fixent  la  direction  de  la  di*oite. 

244.  L*cllipso!de  d'inertie  a,  en  général,  trois  plans  princi- 
faux  rectangulaires,  dont  les  intersections  mutuelles  sont  les 
Qxcê  principaux  de  la  surface  ou  les  axes  principaux  d'inertie 
du  solide.  11  y  a  symétrie  de  la  surface  par  rapport  à  chaque 
plan  principal.  Si  donc,  au  lieu  de  mener  au  hasard  trois 
plans  rectangulaires  par  le  point  0,  on  choisit  les  plans  prin- 
cipau  pour  plans  coordonnés,  tout  se  passera  comme  si  les 
points  matériels  du  solide  étaient  distribués  symétriquement 
par  rapport  à  ces  trois  plans  ;  alors  les  sommes  P,  Q,  R  seront 
nulles.  En  effet,  considérons  la  somme  P=Zmy%.  Tout  se 
passant  comme  s'il  y  avait  symétrie  des  masses  par  rapport 
au  plan  ZOX,  par  exemple,  on  peut  supposer  qu*à  la  masse  m, 
dont  les  coordonnées  sont  z  et  y,  correspond  de  l'autre  côté 
du  plan  ZOX  une  masse  égale,  m,  dont  les  coordonnées  seront 
s  et  — y;  la  somme  des  produits  myz  correspondants  à  ces 
deux  masses  sera  donc  égale  à  zéro. 

Rapporté  à  ses  axes  principaux,  Tellipsoide  d'inertie  a 
pour  équation 

On  sait  que  des  quantités  A,  B,  C,  chacune  est  moindre 
que  la  somme  des  deux  autres  ;  tout  ellipsoïde  donné  ne  peut 
donc  pas  être  regardé  comme  un  ellipsoïde  d'inertie. 

On  transformera  l'équation  (3)  eu  introduisant  les  démi- 
nes de  la  surface  ;  appelons  a  le  demi-axe  correspondant  au 
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moment  d*incrtie  A,  b  le  demi-axe  correspondant  à  B,  e  à  C  ^ 
nous  aurons,  en  nous  reportant  à  la  conyention, 

Résolvant,  par  rapport  A,  B,  C,  et  substituant,  il  vient 

X*    X*    X* 
Les  quantités  "  «  t  «  ~~  ^o^^t  les  rayons  de  giratian  prinàpm 

du  solide. 

245.  L'ellipsoïde  d'inertie  peut  être  une  surface  de  révolu- 
tion  ;  dans  ce  cas,  Taxe  de  révolution  est  un  des  axes  princi- 
paux du  solide.  Le  plan  de  Véquateur  de  Pellipsoîde  en  îA 
le  plan  principal  conjugué.  Si,  par  exemple,  Taxe  OZ  est  Tue 
de  révolution,  le  plan  XOY  sera  le  plan  de  Téquateur,  etPoD 
aura  A^B  et  a=b.  On  peut  prendre  alors  pour  les  àm 
autres  axes  principaux  deux  droites  rectangulaires  quelcon- 
ques menées  dans  le  plan  de  l'équateur. 

Enfin,  rellipsoïde  d'inertie  peut  se  réduire  à  une  sphère; 
on  a  dans  ce  cas  A=B=C,  et  a=b  =  c,  et  trois  droites 
rectangulaires  quelconques  menées  par  le  point  0  penvent 
être  considérées  comme  un  système  d*axes  principaux  con- 
jugués. 

GARACrÈRES  DES  AXES  PRINCIPAUX  d'iNERTIE. 

246.  La  discussion  de  l'équation  (2)  montre  à  quels  ca- 
ractères on  reconnaîtra  qu'un  des  axes  coordonna  est  on 
axe  principal  d'inertie.  L'axe  OZ  sera  principal  si  le  plan 
XOY  est  principal,  ou  si  l'ellipsoïde  est  symétrique  par  rap- 
port à  ce  plan  ;  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (i) 
ne  change  pas  quand  on  y  change  Z  en  —  Z,  ce  qui  suppose 
qu'elle  manque  des  termes  contenant  Z  au  premier  degré;  I^ 
condition  nécessaire  et  suffisante  est  donc  qu'on  ait  à  la  fo»^ 
Pi=OetQ=0,  oubien 

Smya  =  0       et       Z>iixs  =  0. 
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Si  à  ces  deux  équations  on  ajoute  la  condition  R  =Zmxy =0, 
les  trois  axes  coordonnés  seront  les  axes  principaux  de  l'ellip- 
oide. 

247.  Supposons  en  second  lieu  qu'on  ait  seulement  Tune 
es  trois  ^ïiiés  P=0,  Q=0,  R=:0, 
lais  que  le  centre  de  gravité  6  du  so- 
dé soit  contenu  dans  Tun  des  plans 
ordonnés;  qu'on  ait,  par  exemple, 
=  Smîf»=0  et  Zmy  =  Oi  Taxe  OZ 
n  alors  axe  principal  pour  un  certain 
lint  (K  de  sa  direction. 
Faisons  OC  =  fc,  et  transportons  le  '*•  **^ 

m  TOX  parallèlement  à  lui-même  en  T(yi';  prenons  OT, 
^9  OZ'  pour  nouveaux  axes  coordonnés.  Les  deux  coor- 
imèes  X  et  y  ne  varieront  pas  quand  on  passera  d'un 
Btème  d'axes  à  Fautre;  la  coordonnée  z  seule  variera,  et 
viendra  11^= s— ft. 
(hk  aura  donc 

Imyi  =  lmy(z'  +  A)  =  Imyz'  +  ïmyh 
^  2my%'  -H  hSmy  =  lmyz% 

par  conséquent  Imtp!  =  0. 
Hab  on  a  aussi 

Imxz  =:  lmx{z'  +  A)  =  Imxi'  +  Mmx. 

IX  est  ^1  au  produit  Ma;^  de  la  masse  totale  M  par  Tab- 
isse  x^  du  centre  de  gravité.  La  quantité  h  étant  arbitraire, 
peut  en  disposer  de  manière  que  la  diiïérence 

it  égale  à  zéro  ;  il  suffit  en  effet  de  prendre 

tte  valeur  de  h  détermine  un  point  O',  pour  lequel  on  aura 
ifois 

lmy%'  =  0,       Imzz'ssO, 
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et  pour  lequel  Taxe  OZ  sera  par  conséquent  un  axe  principe 
d'inertie  (§246). 

En  général,  la  condition  pour  que  Taxe  OZ  soit  prindp^ 
en  Tun  CK  de  ses  points,  est  qu'on  puisse  déterminer  X^ 
dislance  00'  =  ft,  de  manière  à  annuler  les  deux  somiiàes 
Zmx  {%  —  h)  et  Zmy  (% — ft)  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait  à  la  fois 

Sffu»  —  himx  =  0, 
Imyx  —  AStft3f  =  0; 

d^où  l'on  tire,  en  éliminant  ft, 

Quand  Taxe  OZ  est  principal  pour  le  point  0,  et  qu'il  eon- 
tient  le  centre  de  gravité  6  du  solide,  il  est  principal  pour 
l'un  quelconque  de  ses  points. 

En  effet,  on  a  alors  à  la  fois  les  équations 

Imyz  =:  0,       Zmxs  =:  0, 
Sfiiy  =  0,       ïmx  =  0; 

de  sorte  que  si  Ton  déplace  le  plan  YOX  d'une  quantité  Wsilk, 
ce  qui  n'allère  pas  les  coordonnées  x  et  y,  mais  ce  qui  change 
z  en  :sf=z  —  h,  les  sommes  Zmy^',  2mx/,  respectiTement 
égales  à 

Imy  [z  —  A)  Œ  Imyz  —  hlmy, 
Imx  [»  —  A)  =  ïmx*  -—  Mmx, 

seront  encore  nulles. 

Les  conditions  qui  font  de  OZ  un  axe  principal  au  point  V 
sont  donc  remplies  quel  que  soil  h,  c'est-à-dire  pour  tous  les 
points  de  la  direction  de  cet  axe.  On  dit  alors  que  OZ  est 
un  axe  naturel  d'inertie  :  dénomination  qui  sera  justifiée  plo* 
loin. 

L'ellipsoïde  d'inertie  construit  au  centre  de  gravité  preiW 
le  nom  d'ellipsoide  central. 
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DfiTERimiATlOIf  DES  MOMENTS  d'uVERTIE. 

248.«La  détermination  des  moments  dlnertie  des  solides  est 
ramenée  (§  242)  à  la  recherche  des  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  R, 
relatives  à  trois  axes  coordonnés.  On  a  vu  (g  239)  comment  on 
ramenait  la  recherche  du  moment  d*inertie  par  rapport  à  un 
lie  quelconque  à  la  recherche  analogue  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité.  Si  on  mène  trois 
axes  rectangulaires  par  le  centre  de  gravité,  et  quon  déter- 
mine les  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  R  correspondantes,  on  saura 
en  déduire  le  moment  d'inertie  pour  un  axe  quelconque. 

On  simplifiera  les  opérations  en  prenant  pour  axes  coordon- 
nés les  axes  principaux  du  solide  en  son  centre  de  gravité  ; 
mais  il  n'est  pas  toujours  aisé  de  les  déterminer  à  priori. 

Quand  il  y  a  symétrie  du  solide  par  rapport  à  un  plan,  ce 
plan  est  nécessairement  principal  dans  l'ellipsoïde  central 
d'inertie  ;  on  sait  d^ailleurs  qu'il  contient  le  centre  de  gravité 
du  solide.  Si  un  solide  est  symétrique  par  rapport  à  deux 
plans  qui  se  coupent  sous  un  angle  différent  de  l'angle  droit, 
on  peut  trouver  d*aulrcs  plans  de  symétrie  passant  tous  par 
rinterseclion  des  deux  premiers,  et  VelUpsoiile  central  eA  de 
révolution  autour  de  cette  intcrseclion.  Par  exemple,  un 
prisme  droit  homogène  ayant  pour  base  un  polygone  régulier, 
a  pour  ellipsoïde  central  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  Taxe 
est  parallèle  aux  faces  latérales  du  prisme.  Un  polyèdre  régu- 
lier homogène  a  pour  ellipsoïde  central  une  sphère. 
.  Les  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  R  se  déterminent  en  général  par 
les  méthodes  du  calcul  intogral. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  trouve  empiriquement 
les  moments  d'inertie  des  solides  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition des  machines  ;  enfin  nous  allons  donner  quelques  exem- 
ples simples  de  la  recherche  géométrique  de  ces  quantités. 
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DÉTEBMIIUTIOIf  GÉOMÉTRIQUE  DE  QUEIXilJES  MOMEUTB  D*IIfBBTIE. 

249.  Dans  les  exemples  qui  surent,  nous  appliquerons  à 
la  recherche  des  moments  d'inertie  des  corps  solides  homo- 
gènes le  principe  de  la  similittide  géométrique. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  lorsqu^on  altère  dans  m 
même  rapport  les  distances  à  Vaxe  de  rotation  de  tous  les  points 
matériels  qui  composent  un  système  solide^  sans  en  changer  la 
masses  j  le  rayon  de  giration  du  solide  correspondant  à  cet  axe 
est  augmenté  dans  ce  même  rapport.  L'application  de  cette  re- 
marque fournit  presque  immédiatement  un  certain  nombre 
de  moments  d'inertie. 

Prenons  pour  exemple  une  barre  droite  homogène  AB,  d'é- 
paisseur très  petite  ;  appelons  K  son  rayon  de  giration  par 
rappoità  un  axe  perpendiculaire  à  sa  direction,  mené  par  son 
centre  de  gravité,  C. 

Le  point  C  partage  la  droite  ÂB  en  deux  parties  égales; 
chaque  moitié  AC,  CB  peut  être  considérée  comme  la  droite 

entière  qu'on  aurait  comprimée  uni- 
^  ^  ?     fermement  dans  le  rapport  de  2  à  1. 

p.    ^2^  La  remarque  précédente  est  donc  ap- 

plicable à  chacune  de  ces  parties,  et 
le  rayon  de  giration  des  deux  tronçons  par  rapport  à  leurs 

milieux  respectifs,  D  et  E,  est  égal  à  5-. 

Soit  M  la  masse  entière  de  la  barre;  -^  sera  la  masse  de 

chaque  moitié.  Le  moment  d'inertie  total  sera  MK'  ;  le  mo- 
ment d'inertie  de  AC  par  rapport  à  son  centre  de  granité 

M      K* 
D  sera  «  X~t«  ^^  P^^  rapport  au  point  C  il  sera  égal  à 

2  (  T-+-BC*])  en  vertu  du  théorème  du  §  239;  il  en  est  de 
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^néme  du  moment  d^inerlie  de  CB  par  rapport  au  point  C,  et 
^Dn  aura  Téquation 

Donc 
<t 

4DC* 


K«;= 


VC  est  le  quart  de  la  longueur  L  de  la  barre  entière  ;  4DC   est 

L* 
ëgïd  à  j,  et  enfin 

ou  bien 

L 

Si  p  est  le  poids  de  la  barre  par  unité  de  longueur,  M  sera 
égal  à  —,  et  le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  une  normale 
passant  par  le  point  C  aura  pour  valeur 

g  12 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie  V  de    a  c  î» 

la  barre  par  rapport  à  un  axe  0  normal  à 
sa  direction,  mais  ne  passant  pas  par  son 
point  milieu,  on  appliquerait  encore  le  q/ 

théorème  du  §  239  et  on  aurait  Fig.  \Tj. 


iiL  —  lie.  •oumwi.  M 


4 
/ 

\ 

KOICBHT    D  tHERTIE  DU   PBISXB   RECTAnGUUIRB   MOIT    PAR   UmOT  ^ 
OHE  PABUJALB  aux  AHÈns  HEMÉB  PAB  Ll  CXHTRE  DE  QtAmf . 

250.  Soient  ABCD  la  base  du  prisme,  0  la  projection  de  l'axai 
j'nr  rapport  auquel  on  demande  le  moment  d'inertie  I. 

Par  la  droite  0  menons  deux  plans  UN,  PQ,  parallèlemoki 
aux  faces  AB,  BC.  Ces  plana  partagatLe 
prisme  en  quatre  prismes  rectangubiief 
égaux,  dont  chacun  peut  être  regardé  comme 
-  ^  dérivé  du  prisme  total  par  une  rédnclioo 
de  ses  dimensions  perpendiculaires  k  l'aie 
0,  dans  le  rapport  de  2  à  1.  Si  le.  rayon  de  ' 
giralion  du  prisme  tolal  est  K  par  rapport  ' 
h  l'axe  0,  le  rayon  de  giralion  de  chaque 

prisme  partiel  sera  k  pai*  rapport  à  l'axe  parallèle  passiol 

ijar  le  milieu  dé  sa  diagonale.  Soit  donc  M  la  masse  totale  du 

prisme  donné  ;  la  masse  de  chaque  prisme  partiel  sera  j  ;  le 

Lioment  d'inertie  de  l'un  de  ces  prismes ,  AMpP,  par  rapport 

à  l'axe  0",  sera  jX  (^^j  ,  cl  par  rapport  k  l'axe  0, 

Pour  passer  de  là  au  moment  d'inertie  cherché,  il  suffit  de 
quadrupler  ce  résultat;  on  obtient  l'équation 

HK'  =  HX  (^y  +  MxÛi)^, 


K'—çXOO-'. 
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Mais  0(y  ëlant  le  quart  de  la  diagonale  AC,  4(J(F  est  égal 
^  -j-,  et' par  suite 

4 

K«=§        et      K='^.. 

La  barre  que  nous  examinions  tout  à  l'heure  est  assimi- 
lable à  un  prisme  rectangulaire,  dont  on  réduirait  indéfini- 
ment l'épaisseur  AB  ;  à  la  limite  la  diagonale  AC  devient  égale 
à  la  longueur  BG,  et  Ton  retombe  sur  la  formule  déjà  trouvée. 

251.  Soient  a,  6,  c,  les  trois  arêtes  du  prisme  rectangu- 
laire, ou  du  parallélépipède  rectangle.  Le  rayon  de  giration. 
par  rapport  à  Taxe  mené  par  Je  centre  de  gravité  perpendicu- 
lairement à  la  face axb  sera 

2\/3 

par  rapport  à  Taxe  mené  perpendiculairement  à  la  face  axc, 
ce  «era  ^      -  ,  et  par  rapport  à  Taxe  perpendiculaire  à  la 

feice  bxcy  ^ 


.—    • 


2v/5 
Le  volume  du  solide  est  axbxc^  et  si  p  C3t  son  poids 

spécifique,  sa  masse  est  - — • 

Les  trois  moments  d'inertie  principaux  (§  244)  sont  donc 
respectivement 

fHibe  ^  (û*  +  b*)      pabc.  ^  6«  -h  c*      pabc  ^  a*  -f  c* 


MOXENT  d'iNEBTS  DU  PBISBŒ  DROIT  TRIANGULAIRE. 

252!  La  même  méthode  s'applique  au  prisme  droit  homo- 
gène à  base  triangulaire  ABC,  et  fait  connaître  le  moment 
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d'inertie  par  rapport  à  la  parallèle  aux  aréles  latérales  mente 

parieccnlredegravité,  G,  de  la  base. 
Le  point  G  est  l'interseclion  commune  des  trois  médianes, 
Afi,  B&,  Ce  du  triangle  ABC.  Les  plans 
menés  paratmement  aux  arêtes  laté- 
rales par  les  droites  cb,  ae,  ab,  parta- 
gent le  prisme  donné  en  quatre  pris* 
mes  Ac6,  Cab,  Bac,  abc,  égaux  entre 
eux,  et  qu'on  peut  regarder  comme 
dérivés  du  prisme  donné  par  une 
réduction  de  moitié  des  dimen- 
sions latérales.  Si  E  est  le  rayon 
de   giraUon  du  prisme   total  par 

rapport  à  l'aie  G,  -^  sera  le  rayon  de  giration  des  prismes 

partiels  par  rapport  aux  axes  g,  g*,  ^'  et  G.  Là  masse  H  do 
prisme  total  étant  partagée  également  entre  les  quatre  prismes 
partiels,  le  moment  d'inertie  de  l'un  de  ces  prismes  par  rap- 
port à  l'ase  mené  par  son  centre  do  gravité  est  tX-j- 

Les  moments  d'inertie  des  trois  prismes  kcb,  Q>a,  Bac, par 
rapport  à  l'axe  G,  sont  donc  égaux  rcspectivemeol  à 


Fit-  m. 


îx^  +  fxc?. 

Jx^'  +  îx5F'». 

"xÇ  +  JxG?. 

Les  centres  de  gravité  du  triangle  total  ABC  et  du  trian^'' 
central  abe  coïncidant  au  point  G,  il  n'y  a  qu'à  ajouter 
M      K* 
jX-T  i  la  somme  de  ces  trois  premiers  moments  pour 

avoir  le  moment  total  ME*. 
Donc 
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OU  bien 


et 


Mais  Gg  est  le  tiers  de  la  médiane  entière  Aa;  le  carré  G^'  est 
le  neuvième  du  carré  Âa  .  De  même  Gg' ,  G^^''  sont  égaux 
à  la  neuvième  partie  de  Bb*j  Ce*,  et  l'on  a  en  définitive 

K*  =  ^(Aa  -f-Bfr  H-Cc  ;,  et  comme  dans  un  triangle  la 
somme  des  carrés  des  médianes  est  égale  aux  ^  de  la  somme 

des  carrés  des  côtés,  on  a  aussi  K"  =  ^  (ÂF -i- BG* -h  ÏG*)  • 

On  pourra  calculer  à  Taide  de  cetle  formule  le  moment 
d'inertie  d*un  prisme  triangulaire  droit  par  rapport  à  l'axe 
qui  passe  par  les  centres  de  gravité  de  ses  bases.  Tout  prisme 
est  décomposablc  en  prismes  triangulaires  :  sachant  passer 
du  moment  d'inertie  autour  d'une  droite  au  moment  d'inertie 
autour  d'une  parallèle  à  cette  droite,  on  saura  calculer  le 
moment  d'inertie  de  tout  prisme  droit  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  mené  parallèlement  aux  arêtes  latérales. 


CYLINDRE   DROIT  A   BASE   ORGULAmE. 

253.  La  même  méthode  un  peu  modifiée  s'applique  encore 
à  la  recherche  du  moment  d'inertie  du  cy- 
lindre homogène  droit  à  base  circulaire  par 
rapport  à  son  axe  de  figure. 

Soit  OA=R  le  rayon  du  cylindre.  Nous 
pourrons  représenter  le  rayon  de  giration,  K, 
par  une  certaine  (raclion  du  rayon  R  et  poser 
R=Ra.  En  jeffet  si  l'on  augmente  ou  si  l'on         ^"^^  **• 
diminue  dans  un  certain  rapport  les  dimensions  du  cylindre 
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perpendiculaires  à  Taxe,  le  rayon  de  giration  augmente  oa 
diminue  dans  le  même  rapport;  il  y  a  donc  entre  le  rayon 
du  cylindre  et  le  rayon  de  giration  un  rapport  constant  que 
nous  pouvons  représenter  par  a.  f 

La  question  est  ramenée  à  déterminer  ce  nombre  a;  pour, 
cela  nous  examinerons  comment  varie  le  moment  d'inertie 
du  cylindre  lorsqu^on  y  qjoute  une  couche  cylindrique  infini- 
ment mince,  de  manière  à  porter  son  rayon  de  la  valeur 
OA=R  à  la  valeur  OA'=R+(fll,  sans  changer  ni  la  hauteur 
H,  ni  le  poids  spécifique  p  du  solide. 

Le  moment  d'inertie  I  du  cylindre  OA  est  égal  à 


ou  enfin  à 


9  9 


9 


Le  moment  d'inertie  I  +  cfl  du  cylindre  OA'  sera  de  même 
donné  par  la  formule 

I -f  cfl  =  2  « (R  +  dR)*H««  =  £  irR*H««  +  ^  icR»Ha«rfa. 
9  9  9 

La  différence  d\  représente  le  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  Taxe  0  de  la  couronne  cylindrique  annulaire  comprise 
entre  les  cercles  OA  et  OA'  ;  elle  a  pour  volume  2?cRIIc(R,  pour 

masse  -  x  SrRIIcfR,  et  tous  ses  points  sont  à  la  distance  R 

de  Taxe  0  ;  le  moment  d'inertie  de  cette  couche  est  ^à 

2?wR»HrfR, 
9 

et  on  a  pour  déterminer  gi  la  relation 


On  en  déduit 


9  9 


-î- 
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Le  rayon  de  giration  du  cylindre  est  donc  égal  au  pro* 

1 
duit  du  rayon  OA  par  --=,  et  le  moment  d'inertie  k 

2  g 

Le  moment  d'inertie  d'une  couche  annulaire  comprise  entre 
deux  surfaces  cylindriques  concenfriques,  dont  les  rayons 
sont  Rj  et  R,  est  la  difTérence  des  moments  d'inertie  des  cylin- 
dres pleins  limités  à  ces  deux  surfaces  : 

InrlSxitlR^-R**)!!. 

*    Ç    ' 


CÔNE  DROIT  A  BASE  CIRCUUlAS. 


254.  Soit  s  le  sommet,  SO  l'axe,  AB  la  base  d*un  cône 
droit  homogène  à  base  circulaire.  Coupons  le  solide  par  une 
infinité  de  plans  infiniment  voisins,  qui  le  partagent  en 
tranches  qu'on  peut  regarder  comme  cy- 
lindriques. Soit  cbb'c'  une  tranche;  le 
moment  d'inertie  de  celte  tranche  par 
rapport  à  l'axe  SO,  est,  d'après  la  formule 
du  cylindre,  égal  à 

a  g 

Le  moment  total  cherché  est  la  somme 
de  tous  ces  moments  partiels,  et  l'on  aura  par  conséquent 

I  =  5  "  X  «2(06*  X  aa*). 
*  9 

nh  ^#1 

Mais  les  triangles  Safr,  SOA  donnent  la  proportion  ât  =  ôq  ^ 

Appelons  R  le  rayon  OA  de  la  base,  H  la  hauteur,  x  ladistauce 
&<i  de  la  tranche  considérée  au  sommet  S,  et  x  +  dxlz.  dis* 
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lance  Sa',  Nous  pourrons  remplacer  ab  par  sa  valeur  -^ ,  (iof 
par  dx,  et  Téqualion  précédente  deviendra 


La  masse  totale 


M  =  1  ?  kR«H. 
.  3  9 


Le  rayon  de  giration  du  cône  par  rapport  à  son  axe  est 


K=i  /'^ — -i/p=R.v/5- 


MOBffEIS'T  d'iNEBUE  DE  LÀ  SPHÊnE  HOMOGÈKE  PAR  RAPPORT  À  UN  DÙHtTRC. 

255.  Le  moment  d*inertie  I  de  la  sphère  homogène  par  np* 
port  à  un  diamètre  est  le  même  quel  que  soit  le  diamètre  con- 
sidéré. Cette  remarque  permet  de  ramener  la  recherche  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre  à  celle  du  «o- 
ment  d'inertie  par  rapport  au  centre  (g  241). . 

Menons,  en  effet,  trois  axes  rectangulaires  par  le  centre  de 
la  sphère  ;  nous  aurons  les  égalités 

I  =  Im [x*  -f  y*)  =  Im  (y»  -h  s»)  =  2m(««  -f  a«). 

Donc  le  moment  d'inertie  I  est  le  tiers  de  la  somme  des  trois 
sommes  indiquées,  et  par  suite 

I  =  ^  2  [m  (a:« -f  y«) -f  m  (y« -h  »•)+ m  (x« -f  »«)J 

I 

■  •        a  •  * 

Celte  dernière  somme  est  ce  que  nous  avons  appelé  par  aaS' 
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logie  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  son  centre. 
Représentons-la  par  la  lettre  V.  Nous  aurons 

La  quantité  Y  ^st,  quel  que  soit  le  système  dont  il  s'agisse» 
homogène  aux  moments  d'inertie  proprement  dits,  et  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme  Mu'  du  produit  de  la  masse  entière 
du  système  par  le  carré  d^une  ligne  u,  qui  jouera  un  rôle  ana- 
logue à  celui  des  rayons  de  giration.  Si  Ton  nuilliplie  par  ua 
même  nombre  toutes  les  dimensions  du  système,  la  longueur  u 
sera  multipliée  par  ce  même  nombre.  Pour  la  sphère,  nous 
sommes  certains  d'avance  que  u  est  dans  un  rapport  con- 
stant avec  son  rayon  R,  et  nous  représenterons  la  longueuir 
m  par  le  produit  Ra,  a  étant  un  nombre  constant  à  détermi- 
ner, n  en  résuKe 

3  g 

Ajoutons  à  la  sphère  une  couche  sphérique  homogène,  in- 
finiment mince,  qui  porte  son  rayon  de  R  à  R  +  (iR;  la  nou- 
^.  Telle  quantité  V  +  (iV  sera  donnée  par  la  même  formule  : 

V  +  rfV  =  i^X  ?  X  «(R  +  (m)»««  =  5  f  7ra«(R»  +  5RMR). 

;    Setranchant,  il  vient 

iHf  =  ?  X  5  ic«*RVm. 

Mais  dV  n'est  autre  chose  que  le  produit  de  la  masse  de  la 
ccmche  additionnelle  par  le  carré  R*  de  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  ceatre  ;  on  a  donc 

inf  =  2x4icRVRxR*, 
9 


et  a  est  donné  par  l'équation 


3   ^  g 


5 

qui  se  réduit  à  a*  =- g. 


4i0 


M01EIIT8 


Donc 


et  enfin 


'=5f"'^*><i  =  5Î«'^' 


»=l'=è5"'^'- 


4  p 
La  masse  totale  de  la  sphère  M  =^  ^ cR'. 

o  g 

Le  rayon  de  giration  de  la  sphère  par  rapport  à  un  qnd- 

conque  de  ses  diamètres  est  par  conséquent 


S 


Viî 


9 

9 


=  RXY/|. 


HOHErfT  D'nnsRTiE  d'un  ELUPsobE  ncMùiâSÈ. 


256.  1*  Proposons-nous  d*abord  de  trouver  le  moment 
d*inertie  d'un  cylindre  homogène  d'une  hauteur  infiniment 

petite,  ayant  pour  base  une  ellipse 
NPK'F,  par  rapport  à  l'un  PP  do 
axes  principaux  de  la  base. 

Du  point  H  comme  centre,  avec  le 
demi  grand  axe  MN  pour  rayon,  décri- 
vons une  circonférence  NQN'Q',  et 
supposons  que  celte  circonférence 
serve  de  base  à  un  cylindre  homo- 
gène,, de  même  hauteur  et  de  même 
poids   que  le    cylindre   elliptiqne. 
Soit  MN  =  n,  MP  =  n',  les  demi-axes  de  Pellipse.  Le  rayon  du 
cylindre  circulaire  sera  n,  et  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  Taxe  M,  normal  au  plan  de  la  figure,  sera,  comme  nous 

l'avons  vu,  M  X  J  n«  (g  253). 

La  hauteur  du  cylindre  étant  infiniment  petitCi  toutes  les 


Fig.  130. 


pssesqui  le  composent  peuvent  filre  regardées  comme  s'i- 
■>  dans  le  plan  de  la  base,  et  le  moment  d'inerlie  par 
bport  à  l'axe  projeté  en  M  est  la  somme  des  moments 
^ertie  par  rapport  aux  droites  rectangulaires  MN,  MQ  ;  car 
Pron  considère  un  élément  de  masse  quelconque  m,  on  a 
|fx>îm'=m  xmL*-(-mx»nïï'.  La  môme  égaillé  s'étend 
aux  sommes  de  tous  ces  produits  élémentaires.  D'ailleurs,  le 
cercle  étant  sjmi  tilque  par  rapport  à  toute  droite  passant 
par  son  rentre,  le  moment  Im  x  tiïïï'  est  égal  au  moment 
Zm  X  mC-,  donc  les  moments  d'inertie  du  cylindre  circu- 
laire par  rapport  aux  droites  MQ,  MN  sont  égaux  tous  deux  à 

M  X  jj  m',  moitié  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  pro- 
jeté en  M. 

L'ellipse  massive  NPN'P'  se  déduit  du  cercle  NQN'Q'  sans  al- 
tération des  masses,  en  réduisant  dans  un  môme  rapport  les 
ordonnéi'S  parallé'cs  h  QQ'  sans  rien  changer  aux  abscisses, 
el,  par  suite,  sans  rien  changer  au  moment  d'inertie  pris  par 
rapport  à  l'axe  QQ*.  Le  moment  d'inerlie  de  l'ellipse  par  rap- 
port à  son  axe  PP'  est  donc  encore  égal  à  M  x  ^  n',  M  étant 
la  masse  du  cylindre  infiniment  mtnce  qui  a  cette  ellipse  pour 
base.  Par  analogie  M  x  s  »''  est  le  moment  d'inertie  du  sys- 
tème par  rapport  au  grand  axe  MN. 

2*  Soil  Alic  l'ellipsoïde  homogène  dont  on  cherche  le 
momenid'incitiepar  rapport  à  l'axe 
OZ;  appelons  a,  6,  c,  ses  demi* 
axes.  Coupons  l'ellipsoïde  par  une 
înfmilé  de  plans  parallèles  à  ZOY,  et 
soil  PM!S  l'ctlipse  obtenue  par  une 
de  ces  sections,  fjite  à  la  distance 
OM  =  a;  du  cenlre.  Considérons  le 
cylindre  elliptique  qui  a  pour  base 

celte  ellipse,  et  pour  hauteur  la  "' 

quantité  infiniment  petite  MM'=dx'.  Ce  sera  une  tranche 
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élémentaire  de  Fellipsoïde.  Prenons  son  moment  d*iQortie 
par  rapport  à  Taxe  MP  de  la  base.  Nous  aurons  à  appliquer 

la  formule  M  x  g  n*. 

Ici  n  =  MN;  quant  à  H,  on  Texprimcra  par  le  produit 

9 

n'  étant  le  petit  axe  NP  ;  car  izim'  est  la  base»  dx  la  hauteur,  et 
'  la  masse  spécifique  du  cylindre  élémentaire  ;  le  moment 
cherché  est  donc 

g      o 

par  rapport  à  la  droite  MP. 

Par  rapport  à  Taxe  parallèle  OC,  le  moment  d'inertie  do 
même  cylindre  est 

g    }S 

et  enfin,  le  moment  cherché  C  est  Tint égrale  de  tous  ces  mo- 
ments élémentaires,  entre  les  limites  «= — ael«=4-fl: 


c  =  r     ^1  nn^dx  («•  +  ««). 


L'ellipse  OAB  ayant  pour  équation 


«•   .  n* 


p  +  p  =  '• 

on  a 


"  =  *\/*-S» 


de  môme  on  a  dans  l'ellipse  OAC,  n'  =  c i/l  —  \ 
Substituant  dans  l'intégrale,  il  vient 

c.|xîx^jr'(,-„^)(..-^*.)* 
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La  quantité  sous  le  signe  /  est  un  polynôme  entier  dont 
rint^ration  se  fait  sans  difficulté.  On  trouve  en  définitive 

on  trouverait  de  même 

4  4p 

9XQbe  est  le  volume,  el  %  -  ''^àbc  la  masse  de  Tellipsoide  ;  les 

carrés  des  rayons  de  giration  sont  donc 

ai-H6«       6«  +  c«      6«  +  o* 

par  rapport  aux  axes 

oc»  OA,  OD. 


PtESSIOnS  EXCRCÉeS  PAR   m  CORPS  TOCRNAUT  sur  S02I  AXE  DE 
aOKATIOll.  —  DÉTERMINATIOn  DES  COMPOSANTES  DES  FORCES  D'i^ifiRTIE. 

257.  Le  théorème  de  d*Alembert  ramène  la  recherche  des 
pressions  exercées  par  un  corps  tournant  sur  son  axe  de  rota- 
tion au  problème  analogue  de  statique,  dans  lequel  on  se 
propose  de  déterminer  les  pressions  exercées  par  un  corps  en 
équilibre  sur  un  axe  fixe  autour  duquel  il  est  assujetti  à 
tourner.  (II,  g  89.)  Il  suffit  pour  le  résoudre  de  joindre  les 
forces  d'inertie  aux  forces  données  et  aux  réactions  incon- 
nues de  Taxé,  et  d'exprimer  qu'il  y  a  équilibre. 

La  première  partie  du  problème  est  donc  la  déteimination 
des  forces  d'inertie  et  des  moments  de  ces  forces  pour  un 
corps  qui  tourne. 

Soit  OZ  l'axe  de  rotation  (fig.  132);  nous  supposerons  que 
cet  axe  soit  fixé  en  deux  points  particuliers,  0  et  A«  à  une 
distance  OA=a 


z 

A 
B 


0 


Fig.  139. 
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Par  le  point  0,  menons  deux  axes  rectangulaires,  OX,  OT, 
perpendiculaires  à  l'axe  OZ.    . 
Soit  M  un  point  quelconque  du  corps  tournant  ;  appelons 

x^  If,  2,  les  coordonnées  de  ce  point,  m 
sa  masse. 

Le  mouvement  du  point  M  s'accom- 
plit  le  long  d'une  circonférence  de 
cercle  MC,  dont  le  centre  est  au  point  B, 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  da 
point  M  sur  Taxe  OZ ,  et  dont  le  plan 
est  parallèle  au  plan  XOY.  Projetons 
celte  circonférence  sur  le  plan  XOY, 
et  rabattons  ensuite  ce  plan  sur  le 
plan  du  papier  (fig.  133).  Appelons  <«  la  vitesse  angulaire  du 

solide  autour  de  Taxe  OZ;  -^  sera  l'accélération  angulaire; 

nous  supposerons  que  le  mouvement  s'opère  dans  le  sens 
positif  des  rotations,  c'est-à-dire  dans  le  sens  MC. 

La  vitesse  linéaire  du  point  M  sera  égale  à  rw,  en  appelant r 
la  distance  OM;  raccélération  tangenlielle,  ou  vitesse  delà 

vitesse,  sera  ^  jTi  ot  l'accélération  centripète  ^^^  ouwV. 

Donc  la  force  d'inertie  du  point  M  a  pour  composante  tan- 
gentielle  dans  le  sens  MD,  opposé  au  mouvement,  le  pra- 

duil  ^'^  ^1  cl  pour  composante  normale,   dans  le  sens 

ME,  le  produit  mt^^r.  Décomposons  chacune  de  ces  compo- 
santes parallèlement  aux  axes  OX  el 
OY,  ce  qui  nous  donnera,  parallèle- 
ment à  OX,  les  deux  forces  MF,MK, 
dirigées  dans  le  même  sens,  et  parallè- 
lement à  OY,  les  deux  forces  Mil,  Ml, 
dirigées  en  sens  contraires.  Ces  co/n- 
Fig.  ^33.  posantes  sont  faciles  à  calculer.  Us 

triangles  OPM,  MDF,  sont  semblables  comme  ayant  leurs  cis- 
tes respectivement  perpendiculaires,  et  les  triangles  OPM,  MKE, 
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sont  aussi  semblables  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles.  On 
a  donc  les  proportions  : 


MF       FD       MD 
MP~0P""0M' 

ou  bien 

A# 

d^ 
MF       FD       '^3?. 

y      *         *• . 

Ci 

MK       KE       ME 
5P  ~"MP~0M' 

OU 

MK       KE      m^*r 
X         y          r 

On  déduit  de  là 

• 

MF  =  my^, 

.    FD  =  MU  =  tna;^» 

MK  =  mw'ar. 

KE  =  ML  =  itiwV- 

Donc  la  force  d'inertie  du  point  M  a  pour,  composantes, 
parallèlement  à  OX,  la  somme 


MF  +  MK  =  ifiy  ^  4-  mtJx, 


et  parallèlement  à  OY,  la  différence 

ML  — Mfl  =  m««y-ma:^. 

La  composante  parallèle  à  Taxe  OZ  est  enfin  égale  à  0. 

DÉTERMINAnON   DES   MOMENTS   DES   FORCES   D*INERTIE. 

258.  Lorsqu'une  force  appliquée  au  point  dont  les  coor- 
données sont  Xy  y,  %y  est  décomposée  parallèlement  aux  trois 
axes,  et  que  X,  Y,  Z  sont  ses  composantes^  les  moments  L, 


4»  wttjniim 

1.  T-  àï  rtf^  farte  par  rapport  an  axes  sont  donnés  par 

1  I  =  ls  — Z*, 

!     >  =  ïx  — I,. 

ijctirwiï*  û??  f:rmiiles  à  la  force  d*inertie  dont  le  point 
:  t  jOL.ri  jm  1  yyzi  cocrionnèes  x,  y,  s,  et  dont  les  compo- 
-ixif!(  jimjAseï  au  axes  sont  respedÎTement 


::r:-:::  rirKi-tiî  d:u5  cîait  déjà  conni  :  car  le  ino- 
>  :-  -i  ::r:^  i'i^ertie  par  rapport  à  laie  OZ  est  le  pro- 

:  .1  : . r.  rvsj-nie  îùncentielle,  —mr-j-.  parladistanœr 

::  :  r.:  i  I  fix-:    quanî  à  la  composante  normale,  elle 
:'jr:  V:\:-  i\  elles  un  moment  nul. 


je::  t  >  :€-  r:#.i>  i«'i>tRTiE  a  nfE  roRCE  et  a  1:5  cocpu. 

î"  /.  Ar-\>  jToir  of^r'K*  de  même  pour  chaque  point  du  so- 

..ir.  r.  •::>  p  ::rr:»ns  rt\luiro  les  forces  d  merlie  au  moindre 

r.rr.rrv  rvfsiiîe,  cest-j-dire  à  une  force  et  à  un  couple.  On 

\  r.  r»i;:J:i  on  apj-IiquJEl  les  règles  posées  dans  la  statique 

;  1  r^   i<\iT  h  rLduction  des  forces  appliquées  à  un  solide,  ta 
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fsuUanle  de  translation  a  pour  composantes  parallèles  aux 

;  les  sommes   algébriques  des  composantes  des  forces 

innées;  de   même  le  couple  résultant   du   transport  des 

i  à  l'origine  0  a  pour  couples  composants  autour  de 

Ihaque  axe  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces 

lonaées  par  rapport  à  cet  aie.  Appliquons  ce  lliéordme  aux 

xs  d'inertie,  et  appelons  X',  Y',  Z',  L',  M',  N',  les  conipo- 

mtes  de  la  résultante  de  transtalion  et  du  couple  résullaiil; 

I  aura  pour   l'ensemble  du  système  solide  les  équations 

lisantes,  où  l'on  a  fait  sortir  des  signes  1  les  facteurs  com- 

buns  à  tous  les  termes  de  la  somme  : 


ï»  =  «  =  .«iBiy  —  ~  înw, 
I'  =  ïZ  =  0, 

1/  =  2L  =  -^  linxi  —  utiniji, 

«'  =  M  =  ^  Inijî  +  «'Sm*!, 


I  Les  sommes  indiquées  s'élendent  5  tous  les  points  malé- 
|els  du  corps;  elles  ont  toutes  des  signiticatîons  déjà  con- 
jbes. 

I  z  my  est  la  somme  des  moments  des  masses  par  rapport  au 
lan  ZOX;  c'est  le  produit  de  la  masse  entière  du  corps,  M, 
r  l'ordonnée  y,  du  centre  de  gravité.  On  pourra  poser 

tmH  =  My,. 


Zmx  =  Ht,. 

r  Les  sommes  Imxz,  'Zmys  s'introdaisenl  dans  la  théorie  des 
Ktments  d'inertie  (g  2i2).  .Vous  les  avons  représentées  alors 
r  les  lettres  Q  et  P. 
'  Enfin  £mr*=:I  est  le  moment  d'inertie  dti  solide  par  rap- 


à  Faae  fae  QL  latodaiMBs  en  ■otatioDS  datt  la  la 


X'-%ar  + 


Les  dnx  piemkigs  éqafion peirat  M  simplifier  en  hi- 
saiit  paser  k  plan  uUlnire  ZOI  par  le  centre  de  grtiritè 
en  soLde  ;  il  en  lésnlle  fi=Oy  et  par  suite 


:ii4lL  U  eondîti<«i  nécesaÎR  et  mffisante  pour  que  des 
:.  r>:s  i:rli;u->^e>  à  un  solide  aient  une  résultante  unique  est 
eipniB«e  IL  ^  67  >  par  réquatîon 

Pour  qu'il  on  soit  ainsi  des  forces  d'inerlie  du  corps  tour- 
!..•:.:.  il  rju:  a  n:.  on  supposant  que  le  plan  ZOX  contienne  le 
c-jr.::oce  ^ra\.u-,  «jue  Ion  aitTéquation 

OU  bien 
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M 


ee  qui  se  réduit  & 


(• 


"•*(-•+ g) 


du' 


Le  facteur  M  ne  peut  6tre  nul.  Le  facteur  «»^  -t-  :ri-  n*est 

nul  que  ai  on  a  constamment  <a=0|  car  alors  -^  est  aussi 

ai 

nul;  mais  dans  ce  cas  le  solide  reste  en  repos,  et  les  forces 
d'inertie  disparaissent.  La  condition  n'est  donc  satisfaite  que 
dans  deux  cas  :  1*  si  â?|=:0,  c'est-Â-dire  si  le  centre  de  gra- 
vité est  situé  sur  Taxe  de  rotation  ;  alors  les  composantes 
X'  et  T'  sont  nulles,  et  les  forces  d'inertie  se  réduisent  à  un 
couple  (n,  g  68). 

2*  Si  P=0  ;  dans  ce  cas  on  a  en  même  temps  P=0  et 
y^=0;  donc  (§  247)  Taxe  OZ  est  principal  en  un  point  O^, 
dont  la  distance  h  au  point  0  est  donnée  par  l'équation 

Les  composantes  et  les  moments  de  la  résultante  des  forces 
4'inertie  sont  alors 

M' =06.», 


«'  =  -1^. 


On  peut  déterminer  le  point  où  la 
résultante  des  forces  d'inertie  perce  le 
pbn  ZOX,  conduit  par  l'axe  et  le  centre 
de  gravité. 

Appelons  Ç  et  i;  les  coordonnées  de 
ce  point  dans  le  plan  ZOX.  Appliquant 
les  formules  des  moments  (A),  où  Ton 


!«r 


>^ 


-^Hf 


12^,^ 


«tHo  » 


Fig.  iri 


X: 

9". 

=  1%        Î==T\       Z  = 

€• 

re 

1  èfoitHos  s'accorde 

snt 

ç=^  =  â  =  OCK. 
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«fui  MB  Mfltre fK  le  point  chodié  S  est  sHué  qndqv 
pnrt  sor  li  dr:«ie  OT,  nenèe  pnnllëleaient  k  Taxe  01,  pa 
^  foàiA  0  pMi:  k^foel  Taxe  QZ  est  priocipaL 

la  trotàiae  ciqiatMB  éooM  rabsdsK  da  point  cherché  : 


I 

Le  zi.-'rreLi  c'iiertie  I  intonr  de  Taxe  OZ  peut  s'exprimer 
par  lET.  f  r.  2  x-îIll:  K  le  rayon  de  giralion  du  solide  par  rep- 
|w.  i  a^:  iif .  lier;L-«5  par  le  centre  de  gravité  G  une  paraUèk 
Ob'  i  Itii  .1.  :t  5»:i:  E'  le  raycm  de  giration  du  solide  par 
nppxi  i  «•::*  irziie.  X.>as  aonms  h  relation  (|  259) 

fC  ribfcisse  ;  in  poôct  S  sera  égale  â 


L  =  X|  -t-  — . 

Li  zr:  .le  bG'  iV*Dpe  en  on  certain  point  I  la  droite  OS,  e! 

'1 


BE3  FORCES  D'INERTIE.  m 

on  bien 

ISXI0'==K'«. 

Ce  point  S,  où  passe  la  résultante  des  forces  d'inertie  quand 
Taxe  OZ  est  principal  en  l'un  de  ses  points,  est  appelé  centre 
depercuuion  correspondant  à  cet  axe.  U  a  des  propriétés  mé- 
caniques que  nous  étudierons  plus  loin. 

La  résultante  des  forces  d'inertie  étant  contenue  dans  le  plan 
V(yY\  les  moments  de  cette  résultante  par  rapport  aux  nou- 
veaux axes  (yifjOY'  sont  nuls.  Il  en  est  ainsi  dès  que  Taxe 
tournant  O'Z  est  principal  au  point  <y.  Car  cette  hypothèse 
annule  les  moments  U  et  M',  puisqu'elle  rend  les  sommes 
lmx%j  Zmy%  égales  à  zéro. 


DES  PRESSIONS  EXERCÉES  PAR  LE  COKPB  TOURNANT  SUR 

L*AXE  PIXE. 

« 

S61.  Revenons  à  la  question  posée  dans  le  g  257.  Soient 
F  et  F  les  réactions  des  deux  points  fixes  0  et  A  ;  décomposons 
ces  deux  forces  parallèlement  aux  axes,  ce  qui  nous  donne 
les  composantes  X^  T^  Z^  pour  la  première,  et  X,,  T,,  Z^  pour 
la  seconde. 

Appelons  X,  T,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la 
résultante  de  translation  des  forces 
extérieures  appliquées  au  solide,  et 
L,  M,  N  les  moments  par  rapport  aux 
mêmes  axes  du  couple  résultant  que 
Pon  obtient  en  transportant  toutes  les 
forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au 
point  0.  Continuons  à  représenter  par 
1\  Tj  T  les  composantes  de  la  résul- 
tante de  translation  des  forces  d'iner- 
tie, et  par  L',  M',  N',  les  moments  du 
couple  résultant  de  ces  forces;  nous 
aurons,  en  vertu  du  théorème  de  d'Alèmbert,  les  six  équa- 
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lions  suivantes,  analogues  aux  six  équations  du  g  89  de  la  sta- 
tique, dont  elles  ne  diffèrent  que  par  radjonction  des  forces 
d'inertie  : 

X  +  X'  +  X|  +  X«  =  0. 

Z  +  Z'  +  Zi+ZbsO, 

L+I/  — Tsar^O, 

M  +  M'  +  X,a=:0. 

K  +  N'  =  0. 

Remplaçons  X',  Y',  Z\  V  M',  NS  par  leurs  valeurs  prises 
dans  le  tableau  (B)  du  g  259,  et  nous  aurons  pour  dèlerminer 
les  inconnues  le  groupe  des  six  équations 

W  X  +  Myi^  +  lto4»«+X4  +  X,«0, 

(2)  t+Myi«^-ll«|Jî  +  yi  +  Y,  =  0, 


(4)  L4-Qg-.p«t_Y^=0, 


(6)  R«I^=0. 

L'équation  (6)  ne  contient  pas  les  composantes  des  réactions 
inconnues,  et  ne  peut  servir  à  les  déterminer.  Elle  définit  le 
mouvement  du  solide,  en  faisant  connaître  son  accélératicm 

angulaire,  ^=y- 
C'est,  sous  une  autre  forme,  Téquation 

obtenue  au  g  235. 

Les  équations  (4)  et  (5)  font  connaître  les  composantes  X, 
et  Y|  de  la  réaction  du  point  A.  Substituant  les  valeurs  de  ces 
composantes  dans  (1)  et  (2),  on  en  déduira  les  composantes  X^ 
et  Vi  de  la  réaction  du  point  0.  Enfin  l'équation  (5)  donne  la 
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somme  Z,  +  Z,  des  composantes  des  deux  réactions  sumnt 
Taxe  OZ  sans  les  distinguer  l'une  de  Tautrc;  L'équilibre  du 
saliâe  présentait  la  môme  particularité.  (Il,  g  69.) 

3fi2.  Remarques.  —  i°  Supposons  que  le  corps  solide  ne 
Mil  sollicite  par  aucune  lorcc  donnée,  de  sorte  qu'on  ait 
I=Ï=:Z=  0,  L=M=:N=rO.  Dans  ce  cas  l'équolion  (6)  se 

rfiâuil  à  —  :=  0,  ce  qui  indique  que  la  vitesse  angulaire  u  est 

ooBstoQte.  Les  équations  qui  déterminent  X,,  X,,  Y,,  ¥.,  de- 
aaseot 

"ïi«'-1-l'i  +  T.  =  0. 
P^^  +  V^O, 
Q«*  +  T.n  =  0. 

13tes  donnent  les  réactions  de  Taxe  qui  Tonl  équilibre  aux 
fanet  centrifuges,  car  l'èqoation -t-=:iO  réduitàsérolcscom- 

posantes  tangenticllos  des  forces  d'inertie. 

2°  U's  deux  coiiiposanlcs  X,,  Y,  sont  nulles  quelle  que 
SMt  la  vitesse  angulaire  w,  si  l'on  a  à  la  lbisP  =  0,Q=0,c'e3t- 
idirc^tfax^OZ  est  principal  au  poinl  0  (^  *2tG). 

3*  Les  quatre  composuntes  X,,  ï^,  X,,  V,  sont  nulles  quelle 
que  Goit  la  vjte3).c  m,  &■  Toa  a  à  la  fois  E'=D,  Q=  0,  c,^0. 
|^=  0,  c'est-findire  si  iuxe  OZ  tst  un  axe  (iritin/xif,  cl  s'il  con- 
tient le  centre  de  gravité  du  solide;  on  sait  qu'alors  t'axe  OZ 
est  principal  eu  tous  ses  points  (g  '217). 

Dans  la  premiiTcas  (2"),  la  rotation  se  continuera  indèllni- 
ment  autour  de  Thsc  OZ  avec  une  vitesse  constante  u,  pourvu 
que  le  poinl  0  soit  (îxe;  on  peut,  en  cilct,  supprimer  la  fixité 
du  point  A,  puisifue  ce  point  n'a  à  supporter  aucune  pression. 
Dans  le  second  (5°),  la  rotation  se  continuera  indénnimcnt  au- 
tour de  l'axe  OZ  bien  que  eut  axe  n'ait  aucun  point  fixe.  C'est 
pour  cela  qu'on  appelle  axenatiirel  de  rotation  tout  axe  OZ  qui 
est  principal  en  tous  ses  points,  ou  tout  axe  principal  pas- 
sant par  le  ccn'rc  de  «ravité. 


LiS  ^ymoMSBStsk  1^1^  itmà  shb  itoos  Eût  absinctiai 
:  tiaœjsar  ssi  i  :s  i  iiift'rfi  Csr  p«sqii*oii  a  Z=0,  «i 
1  ^I^^'i  a  «3Ete  de  rë{«iliaa  >3i,  condition  alii- 
lueajM^acI  =  LI,=é.  IbbsL^  premier  os,  la  soppRi- 
Sbii  ni  MOtiad  laftSDBe  la  OAÛlâoB  Z^=0;doiicZ^cd 
m  flca.  !1^  jMa'gmggt  'BbfiarBe  de  idation  pourrait  dns 
£  ir"3iu=r  as  ir  s  irittioKr  haAriaimi  ni  autour  de  Fiif 
H  ins  m  ssaL  imaL  ±aA  0.  nakiê  FaciîoQ  d'une  force  niè- 
Tiar^  I  itfraaoc  ans  k  tfii  %  i  r  ■■■  de  cet  axe  :  le  point  iu 
liffirïiifniKrBC  2L  ds  mis  rsactîia  Z^,  égale  el  contraire  à  Z, 

£  ou  11!  TUHririlTllC  O.  CIB  b  ffltMâOB. 

Ibs  if  aflcuni  sa&.  je  fl  s  ;  a  sbcsb  point  fixe,  il  estaè- 
B9nr?  çne  InotmL  eilg  fiiMpii  ■■fin  Z^  et  Z^sontoulks 


t  fiionoB  fie  9BS  ai«ir  â  la  fob  P=0,  Q=0,  d 
sns  iaf  fuim  pnsC  fse  le  pnt  O,  on  Teoille  néanmoins 
airsisul  an  maK^mmai.  et  ralalion  nnifonne,  afec  vm 
laaam  m  ndur  it  Tmm^  QL  Om  anra  à  satisfaire  aux  caa* 

ÔQUIS 

^=4.      1.=^      ^^%      i;  =  f; 

ri  ru  piiniiiii  I  ijtiri  5=  v  :  jar  suite  le  couple  rvsullaal 
nt-^  ■.jri.irj  ;  iiîrjî'iTK  fîîi  janlltie  à  Taxc  OZ.  On  détenninen 
;.  *:>.ju: .:  iir  nrLs'jDx^  e4  le  couple  i^oltant  des  forces 

l-lr,.*  — X,=i, 

cri  r*:cm  fi;:*»  1  =  0,  T=0,  Z=0,  ce  qui  revient  à 
r.-«  r:  iK  ^:n.-es  iiîèrieures  à  un  couple,  qui  sera  situé  djns 
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un  flsn  parallèle  à  t'axe  de  rotation,  et  qui  aura  pour  pro- 
jections sur  les  plans  ZOY  et  ZOX  les  couples  dont  les  mo- 
ments sont  P(u'  et  — Ow*.  La  charge  du  point  Hxe  0  sera 
la  rÉsultante  des  forces  —  X,  =  MXjW*,  et  —  Y,  =  Mi/,u*  ; 
celle  charge  est  nulle  si  x,  =  0  et  !/,  =  0,  ou  si  le  soUde  est 
eentré. 

Par  conséquent,  on  peut,  en  appliquant  à  un  solide  un  couple 
convenaljle,  maintenir  indéfiniment,  sans  aucun  point  (i\p.  la 
rotation  uniforme  de  ce  solide  autour  d'un  axe  quelconque 
passant  par  son  centre  de  gravité. 


APPUCATtOK    AUX    MEULES  DE   HOCl-Ct. 


203.  La  meule  mobile  d'un  moulin  offre  l'exemple  d'un 
corps  solide  luuruant  autour  d'un  axe  auquel  il  n'est  rattaché 
que  par  un  point. 

Les  grains  de  blé  qu'il  s'agit  de  convertir  en  farine  pnsscnl 
entre  la  meule  tixe,  ou  meule  dormante,  et  la  meule  mobile; 
ils  s'engagent  à  la  fois  dans  les  stries  pratiquées  sur  les  deux 
surfaces,  et  le  mouvement  communiqué  à  l'une  d'elles  sul'lît 
pour  produire  l'écrasement.  Si  la  meule  mobile  était  liée  in- 
Tariablemcnlâ  l'axe  de  rotation,  le  travail  de  la  moulure  se- 
rait très  inégal;  les  grelins  de  petite  dimension  échapperaient 
i  l'écrasement  dans  l'inlervalle  unifoi  ine  des  deux  meules.  On 
obtient  un  meilleur  résultat  en  laissant  à  la  meule  mobile  la 
liberté  d'osciller  autour  de  son  point  d'attache;  maisl  o'^cilla- 
tlon  qu'elle  prend  doit  rester  très  faible.  Pour  cela,  on  fait  en 
sorte  que  1  axe  de  lotation  soit  un  axe  principal  au  point  d'at- 
lâche;  alors  la  rotation  uniforme  tend  à  persister  indélîni- 
ment  sans  interventum  de  forces  extérieures.  11  taut  donc 
qu'on  ait  ('=  0,  0  =  0,  par  rapport  aux  axes  passant  par  le 
centre  de  suspension.  La  meule  étant  centrée,  si  ces  condi- 
tions soni  remplies  pour  un  point  de  l'axe  de  rotation 
OZ,    elles    le  sonl   pour  tous  les  autr>s  points.   Comme 
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p  =  ltny% ,  Q  =  J^mxz ,  les  hauteurs  %  des  masses  m  ont 
une  influence  sur  les  valeurs  de  P  et  Q.  Pour  régler  ces 
valeurs  et  les  amener  à  zéro,  on  se  ménage  la  possibilité  de 
faire  varier  la  hauteur  z  pour  quelques  points  au  moins  de 
la  meule  ;  on  réserve  pour  cela  dans  1%  surface  supérieure  de 
la  meule,  aux  extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
quatre  cavités  cylindriques  où  s'engagent  des  masses  métal- 
liques mobiles  le  long  d'une  tige  verticale  filetée.  On  peut 
faire  monter  ou  descendre  ces  masses  sans  faire  sortir  k 
centre  de  gravité  général  de  Taxe  de  rotation,  et  de  manière 
à  rapprocher  de  zéro  les  sommes  P  et  Q  qui  varient  avec 
leurs  hauteurs.  On  est  averti  que  le  règlement  est  conve- 
nable par  la  stabilité  du  mouvement  de  la  meule  quand  on 
la  fait  tourner  à  vide.  C*est  une  question  de  tâtonnements. 


MOUVEBIENT  d'uN  SOUDE  ÂSSUJETH  A  TOURNER  AUTOUR  D*UN  AXE  FIXI 
sous  l'action  d'une  PERCUSSION   INSTANTANÉE. 


264.  Nous  supposerons  que  le  solide  soit  en  repos,  et  qu'il 
soit  assujetti  à  tourner  autour  de  Taxe  OZ,  dont  les  deux 
points  0  et  A  sont  fixes. 

Soient  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la  percussion  suivant  les 
axes,  et  Ç,  vj,  i;  les  coordonnées  de  son  point  d'application.  U 

théorème  de  d'Âlembert   étendu  aux 

forces  instantanées  (g  19i)  nous  montre 

qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  X,  Y,  Z, 

et  les  quantités  de  mouvement  finales, 

prises  en  sens  contraire  de  leur  direction 

_      et  assimilées  à  des  forces.  Les  quantités 

de   mouvement    initiales   sont   toutes 

nulles  puisque  le  solide  part  du  repos. 

^^^'  *^'  La  question  est  ramenée  à  composer 

les  quantités  de  mouvement  des  divers  points  matériels  du 

corps. 


sous  vkcn(m  d'urb  percussion.  4S7 

)  la  iritesse  angulaire  commune  à  tous  ces  points.  La 
I  de  mouvement  du  point  M  situé  à  la  distance  MP:=r 
,  sera  égale  à  miùr^  m  étant  la  masse  du  point,  et 
a  pour  direction  la  tangente  MT  au  cercle  lÂI  que  le 
décrit.  Elle  a  pour  composantes,  suivant  Taxe  OX, 
on  0,  0  étant  Tangle  HPN  du  rayon  PM  avec  le  plan 
t  suivant  OT, +fiiidrcos6;  sa  composante  suivant 
ulle.  D'ailleurs  rcosO  est  Tabscisse  x  du  point  M,  et 
t  sa  coordonnée  y.  Donc  les  sommes  des  composantes 
»  aux  axes  sont 

ut  remplacer  2my  par  Vb,  et  Imx  par  Ha,  a  et  ft  étant 

tonnées  du  centre  de  gravité. 

oments  de  la  quantité  de  mouvement  BIT  sont 

rapport  à  l'axe  OX,        —  m(ùr cosOxa(=— mcoâ»* 

rapport  à  Taxe  OT,        —  nuùr  sin  0  x  x  =  —  nuùyzj 

rapport  à  Taxe  OZ,        inwr  x  r = m^r*. 

it  la  somme  de  ces  moments,  on  aura 

^tY  ^i«  ^1'  1^  composantes  de  la  force  instan- 
veloppée  pendant  la  percussion  par  la  résistance  du 

X,,  Y,,  Z,,  les  composantes  de  la  force  analogue 
ée  par  le  point  A.  Faisons  OA=ft;  nous  aurons  en 
nt  le  théorème  de  d'Alemberl  les  six  équations 

Xt+ïi+«*^  =  0,  Zi)  —  Y;  —  Y,*  +  ft»2i»w3  =  0, 

-T|  +  Yt^wMa  =  0,  X;-- Z{-hXsA  +  M£«^i  =  0, 

* 

ï+Z|  +  Zi  =  0,  Y|  —  Xiï  —  «2ffir«  =  0. 

mière  équation  montre  que  la  vitesse  angulaire  a> 
le  la  percussion  est  égale  au  moment  de  la  perçus- 
se par  le  moment  d'inertie. 

ux  équations  précédentes  donnent  les  valeurs  de  X, 
s  deux  premières  font  connaître  X^  et  Y^  ;  et  enfin  la 


troisième  donne  la  somme,  Z^+Z,,  des  réactions  déreloppÀc^ 
dans  l'axe  OZ. 

Les  composantes  \  et  Ti  de  la  réaction  du  point  A  aoal 
nulles  quand  on  a  à  la  fois  Smxs  =0,  lmyi=:0,  Z^O  a 
1=0,  c'est-à-dire  lorsque  l'axe  OZ  est  principal  au  point  0, 
et  lorsque  la  percussion  est  située  dans  le  plan  XOï.  Alonh 
fixité  du  point  A  n'est  pas  nécessaire. 

Si  déplus  onaa=:0,  fr^O, aTecX=T^Oet{=:)i=», 
auquel  cas  le  corps  est  emlré,  et  la  percussion  est  changée  a 
un  couple  parallèle  au  plan  XOT,  la  fixité  du  point  0  ped 
aussi  être  supprimée  ;  le  corps  frappé  par  un  couple  de  força 
instantanées  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  01 
tournera  autour  de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe.  L'ue  OZ 
est  alors  un  axe  naturel  de  rotation. 


265.  Le  peitàde  composé  est  on  corps  solide  pesant,  »>- 
bile  autour  d'un  axe  horizontal  qu'on  nomme  axe  ie  POfik- 

non. 
Soit  0  lu  projection  de  l'axe  de  suspension  ; 
G  le  centre  de  gravité  du  corps  ; 
a  la  dislance  OG. 
Par  l'axe  de  suspension,   faisons  passer  un  plan  Terli- 
cal  AA',  et  un  second  plan  OG,  renfermaol 
le  centre  de  gravité  G  du  corps,  et  entraîné 
dans  son  mouvement.  Nous  définirons  la  po- 
sition du  corps  au  moyen  de  l'angle  ft  qiK 
fait  la  droite  OG  avec  h  verticale  mootinlt 
OA.  Cet  angle  fi  est  compté  positivement  dM 
le  sens  qui  amène  OA  vers  OG,  ou  daoi  k 
sens  de  la  flèche  f. 

L'accélération  angulaire  du  corps  est  n- 

Nous  l'égaleroiis  au  quotient  de  la  division  de  la  somme  dn 


momenls  des  Torccs  par  le  moment  d'inertie  I  du  corps  par 
rapport  ù  l'axe  0  : 

dH  _  ï  V 
■  df  ~     ï    ' 

Hus  forces  extérieures  données  se  réduisent  au  poids  P  dti 
mps  appliqué  en  son  centre  de  gravité  G.  Soit  M  la  massr 
totale  du  corps;  le  poids  sera  Jtg,  et  le  moment  du  poids  par 
rapporta  l'asc  0  sera  le  produit 

quantité  qui  porte  son  signe  avec  elle.  Elle  est  positive  en 
efTet  si  le  point  G  est  h  droite  de  la  verticale  AA';  en  mSme 
temps  le  poids  P  tend  à  augmenler  l'angle  0;  elle  devient  né- 
gative quand  le  point  G  passe  à  gauche  de  ÂA',  et  que  le  poids 
P  tend  à  réduire  l'angle  0. 

Le  moment  d'inertie  I  du  corps  par  rapport  à  l'axe  0  est 
égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  mené  par  le 
point  G  parallèlement  à  l'axe  0,  augmenté  du  produit  Mo*. 
Appelant  K  le  rayon  de  giralîon  du  corps  par  rapport  à 
an  axe  mené  par  le  point  G  parallèlement  à  l'axe  de  suspen- 
sion, on  aura 

|  =  ll[K>  +  o»). 

L'équation  du  mouvement  prend  la  Forme 


Réduisons  par  la  pensée  le  corps  entier  à  un  seul  point 
situé  sur  la  droite  OG  à  la  distance  /  du  point  0.  II  sulVira  pour 
cela  de  remplacer  dans  l'équation  a  par  l  et  K  par  zéro,  ce  qui 
donne 


En  laùme  temps  le  pendule  composé  devient  un  pendule 
simple. 
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Les  deux  pendnles  auront  des  nmnremnts  identiques  si, 

les  circonslances  initiales  étant  identiques,  on  a  I=:a-)--. 

De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Le  fnouvement  du  pendule  eomposi  est  identique  au  mom- 

ment  du  pendule  simple  de  longueur  l=a-i — ,  pourvu  qu  la 

drconstances  initiales  soient  les  mêmes  de  part  et  d:" autre;  on 
dit  alors  que  le  pendule  simple  et  le  pendule  composé  sont 
synchrones. 

26&.  Si  Ton  écarte  de  la  verticale  un  pendule  simple  de 
longueur  I»  la  durée  de  ses  oscillations  est  donnée  par  la  for- 
mule 

pourvu  que  Técart  soit  suffisamment  petit  (g  115).  La  même 
formule  s'applique  au  pendule  composé,  en  prenant  pour 

longueur  /  la  somme  a-i — .  Par  le  point  B,  pris  sor  06  pio- 

longéi  à  la  distance  OB = I,  menons  une  parallèle  à  Taie  de 
suspension  (fig.  138).  Les  points  du  corps  situés  sur  celte  pa- 
rallèle sont  tous  à  la  distance  l  de  Taxe  0;  le  déplacement 
du  solide  sous  l'action  de  la  pesanteur  leur  communique  le 
môme  mouvement  que  s'ils  étaient  suspendus  isolément  i 
l'extrémité  B  d'un  fil  sans  masse  OB  attaché  au  point  0.  Les 
points  du  corps  situés  au  delà  du  point  B  par  rapport  à  l'axe, 
isolés  de  môme,  prendraient  sous  l'action  de  la  pcsanleuron 
mouvement  plus  lent  :  la  liaison  avec  les  autres  points  aug- 
mente leurs  vitesses.  L'effet  contraire  se  produit  pour  les 
points  plus  rapprochés  de  Taxe.  Enfin  les  points  projetés  eo 
B  conservent  dans  le  mouvement  général  le  mouvement  qu'ils 
auraient  individuellement. 

La  ligne  droite  menée  par  le  point  B  parallèlement  àl'axeO 
prend  le  nom  d'axe  d* oscillation  du  pendule.  Si  l'axe  Oest 
principal  en  l'un  de  ses  points,  l'axe  d'oscillation  passe  par  te 
centre  de  percussion  correspondant  (§260). 
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267.  L'axe  de  suspension  et  l'axe  d'oscillation  sont  réci- 
froques^  c'est-à-dire  que  si  l'on  fait  osciller  le  pendule 
autour  de  Taxe  B»  Taxe  d'oscillation  correspondant  sera 
i*axe  0. 

En  eiret,  la  longueur  V  du  pendule  simple  synchrone  sera 
donnée  dans  ce  cas  par  la  formule 


on  appelant  af  la  longueur  B6  =—  * 
Remplaçant  a'  par  sa  valeur,  il  viendra 


l'=î?+  ^' 


(?) 


=  Ç  +  a«l, 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

268.  Il  existe  une  infinité  d'axes  de  suspension  parallèles 
entre  eux,  et  pour  lesquels  la  longueur  /  du  pendule  simple 
synchrone  est  la  même. 

Décrivons  du  point  G  comme  centre  deux  cercles  avec 

les  rayons  GO=:a  et  GB  =  a'=— ;  toute 

droite  qui  se  projette  sur  la  circonférence 
de  l'un  de  ces  cercles  satisfera  à  la  condi- 
tion. L'axe  de  suspension  0'  aura  pour  axe 
d'oscillation  correspondant  la  droite  pro- 
jetée en  B'  à  la  distance  0'B'=OB=/.  De  ^^--  «» 
même,  Taxe  de  suspension  B'  aura  pour  axe  d'oscillation 
conjugué  Taxe  projeté  en  0'. 

n  y  a  un  cas  particulier  où  les  deux  cercles  conju- 
gués BB\  0(y,  se  confondent  en  un  seul;  c'est  ce  qui  a 

lieu  quand  a  =  — ,  c'est-à-dire  quand  a=K.  Alors  la  lon- 
gueur l  du  pendule  synchrone  est  2K.  Cette  longueur  {  est 
le  minimum  de  celles  que  l'on  puisse  obtenir  en  faisant  os- 
ciller le  solide  autour  de  droites  parallèles  à  l'axe  de  suspen- 
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sion  projeté  en  0.  Le  minimum  de  la  somme  des  deux  noi^ 
bres  a  et  —,  dont  le  produit  K*  est  constant,  correspond  ^ 

effet  à  Tégalité  de  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire  à  a=K. 

K* 

Cette  somme  an —  n*a  d'ailleurs  pas  de  maximum  :  effe 

a 

grandit  indéfiniment  avec  a  quand  a  surpasse  K,  et  grandi! 
encore  indéfiniment  quand  a  diminue  à  partir  de  K  jusqu'à 
zéro. 

On  peut  donc,  en  faisant  osciller  un  solide  autour  de  droites 
parallèles  entre  elles,  rendre  la  durée  de  Toscillatioa  aussi 
grande  qu'on  veut,  en  suspendant  le  corps  à  un  axe  très 
éloigné  ou  très  rapproché  du  centre  de  gravité  ;  la  durée  mi- 
nimum de  Toscilldtion  correspond  aux  axes  de  suspension 
situés  à  une  distance  du  centre  de  gravité  égale  au  rayon  de 
giralion  K,  et  elle  est  donnée  par  la  formule 


La  durée  minimum  absolue  des  oscillations  d'un  solide  lo- 
tour  de  droites  quelconques  correspond  au  minimum  do 
rayon  de  giration  K  ;  les  axes  de  suspension  correspondants 
sont  parallèles  au  plus  grand  axe  principal  de  l'ellipsoïde 
central  d'inertie  (g  244). 


DÉTEIOimATION  EMPIRIQUE  DES  MOMENTS  d'uIERTIE  DES  SOLIDES. 

269.  On  se  propose  de  trouver  le  moment  d'inertie  d'un 
corps  solide  par  rapport  à  un  certain  axe.  On  commencera 

par  chercher  le  poids  P  du  corps;  divisant  par  le  nombre jt 

p 
on  aura  sa  masse  totale  M  =  -  •  On  déterminera  ensuite  b 

9 

position  du  centre  de  gravité.  Si  Taxe  donné  passait  par  k 
centre  de  gravité,  on  ferait  choix  d'un  axe  parallèle,  mené  i 
une  distance  connue  a. 
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On  réglera  la  position  du  corps  de  manière  que  l'axe 
donne  soit  horizontal,  et  on  le  fera  osciller  autour  de  cet 
axe  sous  l'action  de  la  p<  santeur,  en  Téiartant  très  peu  de  la 
position  d'équilibre  qu'il  a  prise.  On  comptera  le  nombre  n 
d'oscillations  simples  accomplies  dans  une  minute.  La  durée  t 

d'une  oscillation  simple  sera  égale  à  —  secondes,  et  la  lon- 
gueur /du  pendule  simple  synchrone  se  déduira  de  Téqua 
tîon 


"Vl- 


qui  donne  l=zgx^^=gx—^. 

Si  donc  on  appelle  a  la  distance  de  Taxe  de  rotation  au 
centre  de  gravité,  et  K  le  rayon  de  giration  du  corps  autour 
d'une  parallèle  à  l'axe  de  rotation  menée  par  le  centre  degra- 
Titë,  on  aura 

'    a 

équation  de  laquelle  on  tirera  K*;  le  moment  d'inertie  du 

p 
solide  sera  égal  à  -  K*  autour  de  la  parallèle  menée  par  le 

P 
centre  de  gravité»  et  à  -  (K*  +  a*)  autour  de  l'axe  de  rota- 
tion effectif •  ' 

270.  Remarque. — Si  Ton  veut  obtenir  un  résultat  très  exact, 
il  faut  tenir  compte  des  variations  de  la  pesanteur  en  divers 
points  de  la  surface  du  globe  terrestre.  Quand  on  fait  la  pesée 
du  corps  pour  déterminer  son  poids  P,  et  qu'on  se  sert  à  cet 
efiet  d'une  balance,  on  obtient  pour  le  poids  P  un  certain 
nombre  de  kilogrammes,  qui  sera  toujours  le  même  en 
quelque  lieu  qu'on  fasse  l'expérience.  Mais  pour  en  dé- 
duire la  masse  du  corps,  il  faut  diviser  la  force  P  par  l'accé- 
lération g  qu  elle  imprime  au  corps  pesant  ;  or  les  forces 
Mot  évaluées  en  unités  de  poids  valeur  de  Pam  (H,  g  155; 
DIf  213);  il  faudra  donc,  pour  avoir  la  masse  M^  diviser  le 

iif.  —  née,  coLLi6!iœi.  28 
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nombre  P  de  kilogrammes  par  Taccélération  9,8088 ,  qui 
correspond  à  la  latitude  de  Paris  et  à  raltilude  0.  Lors- 
que ensuite  on  fait  osciller  le  corps  à  la  façon  d'un  pen- 
dule, la  durée  t  de  Toscillation  simple  se  règle  d'après  l'ac- 
célération g  du  lieu  de  l'observation  ;  de  jsorte  que  la  lettre 
g  peut  représenter  deux  nombres  différents  dans  les  calculs 
que  nous  venons  d'indiquer.  Pour  éviter  toute  confusion,  r^ 
présentons  par  g'  l'accélération  au  lieu  où  se  fait  rexpérieoee, 
en  réservant  la  lettre  g  pour  désigner  l'accélération  du  liea 
où  est  censée  faite  l'évaluation  des  forces  ;  nous  aurons  à  ta 
fois 


et 


I=J-{K«+a«)  =  J«^ 


|k)nc 


i=Px8:   ^ 


Sous  cette  forme,  on  voit  bien  qu'on  trouvera  partout  h 
même  valeur  de  I  pour  le  même  corps  suspendu  de  la  méine 
manière  ;  car  P,  poids  du  corps,  est  constant  ;  g  est  un  nombre 
défini;  a  est  aussi  une  longueur  donnée,  et  le  produit^'x/ 
est  constant  en  quelque  lieu  qu'on  fasse  osciller  un  même 
pendule. 


EXPÉRIENCE   DE  CAVENDISH  POUR  DÉTERBIINER   LA  MASSE   DE  LA  TERRE. 

271.  Cavendish  a  déterminé  la  masse  de  la  terre  en  com- 
parant la  durée  des  oscillations  du  pendule  sous  l'action  de 
la  pesanteur  à  la  durée  des  oscillations  d'une  barre  boritti- 
tale  suspendue  au  fil  de  la  balance  de  Coulomb,  et  déviée  de  si 
position  naturelle  d*équilibre  par  l'attraction  de  deux  masses 
égales  connues. 

Soit  0  la  projection  horizontale  du  fil  ; 
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AA'  la  barre  suspendue  au  fil  en  son  milieu  ;  elle  porte  à 
ses  deux  extrémités  A  et  A'  deux  sphères  de  même  masse  m  ; 
la  longueur  AA'  sera  représentée  par  2r. 

On  place  à  proximité  de  ces  sphères  A  et  A',  symétrique- 
ment par  rapport  au  point  0,  deux  autres  sphères  M  et  M'  de 
mai^ses  égales.  L'attraction  exercée  par  ces  sphères  sur  les 
masses  A  et  A'  produit  une  torsion  du  fil  ;  la  barre  quitte  sa 
position  d'équilibre  AA',  et  vient  en  prendre  une  autre  BB', 
qui  fait  avec  la  première  un  angle  très  petit  BOA=a.  Rigou- 
reasement,  la  barre  A  A'  ne  s'ar- 
rête pas  dans  cette  nouvelle  posi- 
tion; elle  oscille  indéfiniment  de  u; 
chaque  côté,  et  c^est  la  durée  de 
ces  oscillations  qu'on  doit  évaluer 
dans  Texpérience.  Mais  nous  pou- 
vons supposer  qu'on  l'arrête  d*abord 
à  la  main  dans  la  position  d'équi- 
libre BB'  qu^elle  tend  à  prendre  sous 
Taction  attractive  des  sphères  M  et  M';  cela  nous  permettra 
de  régler  la  position  de  ces  sphères  de  manière  qu'elles  pro- 
duisent la  déviation  AOB  la  plus  grande  possible;  il  faut  pour 
cela  les  placer  à  une  très  petite  distance  des  points  B  et  B', 
sur  les  tangentes  BM»  B'M'  au  cercle  décrit  par  les  centres 
des  sphères  mobiles. 

L'expérience  ainsi  préparée,  on  écartera  très  peu  l'aiguille 
de  sa  position  BB'  ;  elle  se  mettra  à  osciller  autour  de  cette 
position,  et  on  peut  déterminer  à  /;non  la  durée  de  l'oscilla- 
tion simple  au  moyen  dû  calcul  suivant. 

Nous  admettrons  que  les  masses  M  et  m  sont  assez  grandes 
pour  qu'on  puisse  négliger  les  actions  attractives  qui  se  dé- 
ireloppcnt  entre  les  points  matériels  de  l'aiguille  et  leà  sphères 
fixes  M  et  H';  qu'en  outre  les  distances  BM,  B'iM'  sont  assez 
petites  par  rapport  au  diamètre  BB'  du  cercle,  pour  qu'on 
n'ait  pas  à  tenir  compte  de  Tattraclion  que  la  masse  M  exerce 
sur  la  sphère  B',  et  de  celle  que  la  masse  M'  exerce  sur  la 
sphère  B. 


i  coii>id*'Ter  le  mol^^ 

fa  pornt  0,  sons  l'ictkD 

à  lotîniner  dans  le  sens 

teod  i  h  nmeoa  en  sob 


M  sar  b  sphère  B  a  pour 


■:B  =  t  I  vaiteB  =  rlnfp.UBOiiieitde 
este  aliattiiia  irnoMrt  a  Ptiat  0  esl  diioc 


Xrs 


par  la  moitié  da  couple 
à  Tangle  i,  et  ([a*o& 
rêqfuatioQ 


de  I^xginUe;  iffe 
f  Im^  2III.  m»  aras  svpfiascnms  rrès  petit  par  np- 
nfT  t  -'b^u;  i  1  igniTim  >rjcrîs^:ti<idaj:4té  de  la  masse  I 


fa  nt^  nmmjOiBr^iSBtaL 


'  s  II   nt/in«c  MT  "nnMct  h  point  0  est  -: — ^^ — --I^ 

n>  ..:i-  m  vuatif  it;  i/rsajK  in  il  est  alors  ^le  à  P(2+9j' 
t.urt  (fii^  .  tt  ninneoc  luiertie  de  h  demi-aiguille  QB,  eo j 
.-jitiiTi^rjm  ij  msRsif  t?  pane  à  sm  eitrémilè.  L'équatiofl  do 


JZT  "**••'*"  ••• 
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L'angle  6  étant  très  petit  par  rapport  à  tang^,  on  peut  rem- 

placer  en  dénominateur  tang(p— 0)  par  tang^ j^,  en 

traitant  0  comme  une  différentielle.  Le  carré  de  cette  ex 
pression  est,  en  négligeant  le  terme  en  0% 

Substituons  cette  valeur,  multiplions  ensuite  haut  et  bas 
pur  1  +  -^—qâ^  ^^  ^'  viendra  pour  équation  définitivOi 

toi*      rung*^\   ^iinî^/  *  ^   ' 

en  effaçant  les  termes  constants  qui  se  détruisent,  et  en  fai- 

sant  ^^'^=^^'~ytang»a8in26*  ^'^*  l'équation  d'un  mouve- 
ment pendulaire.  Généralement  l'attraction  de  la  masse  M  sur 
la  sphère  B  sera  assez  faible  pour  qu'un  très  petit  excès  de 
torsion  du  fil  tende  à  ramener  l'aiguille  vers  la  position 
d'équilibre,  de  sorte  que  la  constante  K^  est  toujours  positive. 

La  durée  t  de  l'oscillation  simple  est  égale  à  x  ^,.  Si  Ton 

compte  le  nombre  n  d'oscillations  simples  effectuées  dans 

une  minute,  on  aura  f =— ,  et  de  Féquation  t='Kjpj  où  l'on 

connaît  I  et  ^  on  pourra  déduire  K'.  Ensuite  on  tirera  le 
coefficient  f  de  la  relation 

4/Tf  m K*  =  —  K** 


OÙ  Ton  connaît  M,  m,  r,  0,  K  et  K'. 
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L'oscillation  infiniment  petite  du  pendule  simple  de  lon- 
gueur X  sous  Faction  de  la  pesanteur  a  une  durée 


=.v/î. 
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équation  qui  détermine  g  quand  on  connatt  T  par  Fobser- 
vation. 

Si  (JL  est  la  masse  de  la  terre  et  R  son  rayon  moyen,  on  a, 
abstraction  faite  de  la  force  centrifuge, 

plus  rigoureusement  g  est  la  résultante  de  Tattraction  g|, 

dirigée  vers  le  centre  du  globe,  et  de  Taccélération  centrifuge 
co'RcosX,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  du  pa- 
rallèle. Mais  si  Ton  s*en  tient  à  la  première  approximation 
représentée  par  la  formule  précédente,  on  a  une  relation  dans 
laquelle  entrent  g,  R*,  et  /*,  quantités  connues,  et  dont  on 
tirera  [a,  masse  de  la  terre.  Divisant  par  le  volume  du  globe, 
on  aura  la  densité.  Cavendish  l'a  trouvée  égale  à  5,48.  Maske- 
line,  en  cherchant  à  mesurer  la  déviation  produite  sur  le&ià 
plomb  par  Tattraction  d'une  montagne,  l'avait  fixée  à  4,7. 

L'expérience,  telle  que  nous  l'avons  décrite,  a  pour  premier 
objet  de  déterminer  la  durée  t  de  Toscillation  simple.  En  réa- 
lité, cette  détermination  est  difficile  à  cause  de  la  petitesse 
des  oscillations,  et  il  est  préférable  de  déterminer  l'angle  d'écart 
initial  BOA  =  a,  produit  par  l'attraction  des  corps  M  et  M'. 

L'équation 

/*Mm 

r  laiig*  ^ 

fait  connaître  f  en  fonction  de  Tangle  «  observé,  et  de  l'an- 
gle i^,  qui  est  égal  à  l'angle  donné  MOA  diminué  du  même  an- 
gle a.  Connaissant  /*,  on  pourra  calculer  fx  par  Téquation 

MM.  Cornu  et  Baille,  qui  ont  repris  récemment  cette  expé- 
rience, paraissent  s'être  arrêtés  au  nombre  5,52. 
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«OUVCMCNT  D'UN  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT    FIKC 


S72.  Le  mouyement  d*un  corps  solide  assujetti  à  tourner 
tatour  d'un  point  fixe,  0,  constitue  dans  toute  sa  généralité 
un  problème  très  difficile  de  mécanique  analytique  ;  la  solu- 
tion ne  peut  s'achever  par  des  méthodes  élémentaires  que 
dans  certains  cas  particuliers.  Nous 
rexaminerons  au  point  de  vue  géo- 
métrique dans  ce  chapitre  «  et  au 
pmnt  de  vue  analytique  dans  le 
suivant. 

Par  le  point  0  menons  dans  Ves- 
face  trois  axes  fixes  rectangulaires 
01',  0Y\  OZ'. 

Par  le  même  point  menons  dans 
te  corps  solide  trois  axes  reclangulaires,  OX,  OY,  OZ  coïncidant 
avec  les  axes  principaux  de  Tellipsoide  d'inertie  construit  au 
point  0;  ces  axes,  fixes  dans  le  corps,  seront  mobiles  avec  lui. 

Le  problème  sera  résolu  si  l'on  parvient  à  définir  à  chaque 
instant  la  position  des  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  par  rapport  aux 
trois  axes  fixes,  OX',  OY',  OZ'.  Les  variables  que  l'on  adopte 
ordinairement  sont  les  suivantes .  v 

«^Le  plan  YOX  coupe  le  plan  fixe  Y'OX'  suivant  une  droite  ON, 
qui  forme  l'angle  NOX'  avec  la  droite  fixe  OX',  et  l'angle  NOX 
avec  l'axe  mobile  OX.  Le  mCme  plan  YOX  fait  avec  le  plan 


Fig.  140. 
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T'OX'  un  angle  dièdre  dontrarète  est  ON,  et  qui  est  mesuré 
par  Tangle  Z'OZ  des  droites  OZ,  OZ'  élevées  au  point  0  per- 
pendiculairement à  chacun  de  ces  plans.  On  appelle 

<f  l'angle  XON,  mesuré  positivement  à  partir  de  ON  dans  le 
sens  qui  ferait  tourner  ON  de  gauche  à  droite  autour  de  OZ  ; 

^,  l'angle  NOX',  mesuré  positivement  à  partir  de  OX'  dans 
le  sens  qui  ferait  tourner  OX'  de  gauche  à  droite  autour  de 
l'axe  OZ'  ; 

Enfin  6,  l'angle  Z'OZ,  pris  positivement  si  le  plan  YOX, 
supposé  couché  sur  le  plan  Y'OX',  tourne  de  gauche  à  droite 
autour  de  ON  pour  prendre  sa  position  véritable  ;  négative- 
ment s'il  tourne  de  droite  à  gauche. 

Étant  donnés  à  un  certain  instant  ces  trois  angles,  en  va- 
leur absolue  et  avec  leurs  signes,  on  pourra  construire  les 
positions  des  axes  mobiles.  En  effet,  il  sullGra  de  faire  dans  le 
plan  Y'OX'  l'angle NOX'  =^;  de  mener  par  le  côté  ON  de  cet 
angle  un  plan  faisant  avec  le  plan  Y'OX'  Tangle  Z'0Z=6,  et 
dans  ce  plan,  de  mener  Taxe  OX,  faisant  avec  ON  un  angle 
X0N=9;   on  mènera  ensuite  l'axe  OY  qui  fait  avec  ON 

l'angle  ?  +  ô  >  ^"^^  ^^  élèvera  au  point  0  sur  le  pUn  YOX 

une  perpendiculaire  OZ,  dans  le  sens  où  il  faudrait  qu'un 
observateur  se  plaçât  pour  voir  l'axe  OX  à  gauche  et  l'axe  OY 
à  droite. 

Le  mouvement  sera  donc  entièrement  défini  si  l'on  (ait  con- 
naître à  chaque  instant  f^,  9,  0  en  fonction  du  temps  t. 

273.  La  figure  contient  trois  axes  0Z\  ON  et  OZ,  autour 
desquels  s'opèrent,  pour  le  corps  solide,  les  rotations  qui 
produisent  les  variations  des  angles  ^,  9  et  0.  En  effet,  un 
petit  accroissement  de  l'angle  ^  peut  ètro  altribué  à  une  ro- 
tation du  solide  autour  de  Taxe  OZ';  un  petit  accroissement 
de  Tangle  dièdre  6  peut  être  attribué  à  une  rotation  du  so- 
lide autour  de  la  ligne  ON  qui  sert  d'arèle  à  ce  dièdre  ;  enfin 
un  petit  accroissement  de  l'angle  9  peut  être  regardé  comme 
provenant  d'une  rotation  du  solide  autour  de  Taxe  OZ.  Par 
analogie  avec  les  mouvements  de  rolvition  do  la  terre  et  de 


AUTOUR  Vm  POINT.  411 

la  lune,  on  appellera  rotation  propre  du  solide  celle  qui 
s'opère  autour  de  son  axe  principal  OZ;  précession  y  \si  rota- 
tion qui  s'effectue  autour  de  l'axe  OZ',  et  qui  produit  le 
déplacement  de  la  ligne  ON,  appelée  ligne  des  nœuds  ;  enûjn 
nutatUm^  la  rotation  autour  de  ON,  qui  fait  varier  l'angle 
Z'OZ,  compris  entre  les  axes  de  la  rotation  propre  et  de  la 
précession.  Tout  mouvement  élémentaire  du  corps  autour 
du  point  0  est  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  instan- 
tané 01  (1,  §  151),  et  peut  être  considéré  comme  la  résul- 
tante de  trois  rotations  composantes  OR,  OP,  OS,  autour  des 
axes  OZ,  OZ',  ON. 
Pour  abréger,  nous  représenterons  par  les  grandes  lettres 

d'b 

W,  6,  et  ^,  lesvitesses  des  angles  <|;,  6  et  9  ;  de  sorte  que  W:=  -^ 

sera  la  vitesse  angulaire  de  précession^  ou  simplement  la  pré- 

do 
eessiaHy  6  =  -^  la  vitesse  angulaire  de  nutation  ou  simple- 
ment la  nutationy  et  ^=-^  la  rotation  propre  du  solide  au- 
tour de  son  axe  principal  OZ.  La  résultante  des  trois  vitesses 
angulaires  W,  6  et  O  sera  en  grandeur  et  en  direction  Taxe  01 
de  la  rotation  instantanée  b>  du  solide. 

274.  Au  lieu  de  décomposer  la  rotation  instantanée  b>  en  ses 
trois  composantes  W,  6  et  <t>,  on  peut  la  décomposer  suivant 
les  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ;  appelons  p,  9,  r  les 
nouvelles  composantes  ainsi  déterminées.  Si  nous  parvenons  à 
exprimer  en  fonction  du  temps  les  vitesses  angulaires  p,  q  et  r, 
il  sera  aisé  de  passer  de  ces  vitesses  à  leur  résultante  o),  et  en- 
suite de  décomposer  ù>  en  ses  trois  composantes  W,  6,  ^, 
qu'il  est  utile  de  connaître  pour  trouver  les  variations  des 
angles  4^,  0  et  f.  La  question  est  ainsi  ramenée  à  détermi- 
ner Pi  9,  r  en  fonction  du  temps  t.  On  trouvera  les  équations 
qui  lient  entre  elles  ces  variables  en  appliquant  au  mouve- 
ment du  corps  les  théorèmes  généraux,  et  notamment  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement  autour  des 
axes  OX,  OT,  OZ. 
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Mais  ces  axes  sont  liés  au  solide  et  mobiles  avec  lui,  et  le 
théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  exige  que 
Taxe  par  rapport  auquel  on  prend  les  moments  reste  fixe  dans 
l'espace.  Il  fondra  donc  prendre  les  moments  par  rapport  à 
des  droites  fixes,  coïncidant  avec  les  positions  des  axes  0X| 
OY,  OZ,  au  commencement  de  l'intervalle  auquel  on  veut 
appliquer  Tëquation  des  moments. 


RECHEBCOE  DES  MOMENTS  DES  QUAlimÉB  DB  MOUVEMENT  D^ON  80UDI  PAK 
RAPPORT  A  SES  AXES  PRINCIPAUX  D*INEBTIE. 

275.  Soient  OX,  OT,  OZ  les  trois  axes  principaux  d'un  so- 
lide au  point  0  ;  on  demande  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  du  solide  par  rapport  à  Tun  d'eux  OX, 
sachant  que  le  mouvement  instantané  du  solide  est  la  rota- 
tion résultante  des  rotations  p,  9,  r  autour  des  mêmes  axes. 

En  général  (II,  §  50) ,  le  moment  par  rapport  à  l'axe  OX  d'une 
force  F  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  X,  T, 
Z,  et  qui  sollicite  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  %% 
est  donné  par  la  formule 

Mox(F)  =  Z|r-Ya. 

Pour  appliquer  celte  formule  aux  quantités  de  mouvement, 
il  suffit  de  remplacer  F  par  mv,  Z  par  m  ^  et  Y  par  m  -j,  en 

appelant  v  la  vitesse  linéaire  du  point  de  masse  m,  et  —,  -z 

ses  composantes  parallèles  aux  axes  OY  et  OZ.  La  question 

est  ramenée  à  déterminer  les  composantes  ^,  ~,  37^^'^ 

vitesse  linéaire  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  *' 
connaissant  les  composantes  p,  q^  r,  de  la  rotation  instan- 
tanée. 
Or  c'est  un  problème  que  nous  avons  résolu  en  Cinéio*' 
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tique  (I,  §§173  et  202);  nous  avons  trouvé  pour  l'expression 
éês  vitesses 

dx 

^  d% 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  des  moments  ; 
il  mndra 

Moj(iw)  =  m  (py  —  qx)  y  —  m(ra;  —  pi)  x 

=jpXm(y«  +  »*)  —  yxifwy  — rxma», 

et  de  même 

UQj{n»]=sqXm[z*  +  x*)^rXfnyi—pXmyx, 
^aii^  =  ^X  m  («•  4-  y")  —  p  X  mzx  —  y  X  »«y. 

Faisons  ensuite  la  somme  des  moments  autour  d'un  même 
axe,  en  l'étendant  à  tous  les  points  du  solide;  nous  Tex- 
primerons  au  moyen  du  signe  2.  Les  rotations  p,  9,  r  sont  à 
un  même  instant  des  facteurs  communs  à  tous  les  termes 
de  ces  diiTérentcs  sommes  :  on  pourra  les  mettre  en  dehors 
des  signes  Z  ;  il  vient  alors 

2MQj^(mt>)  =  />  X  2m  (y*  -H  2')  —  qlmxy  —  tïmxz^ 
ZMqy  [mv]  ==  ^  X  2»»  (2*  -H  a:')  —  rlmyz  —  plmyx^ 
£fiiQ2(fno]  =  r  X  2»»  (^'  +  y')  — plmzx  —  qlmzy. 

0r2m(y'+2*)  est  le  moment  d'inertie  A  du  solide  par  rap- 
port à  Taxe  OX.  De  même  2m  (a*+x')=B,  et 2m  (x*  H-  y')  =C. 
Les  sommes  Imxijj  Zmyz,  2mzx  ont  été  représentées  dans 
le  g  242  par  les  lettres  R,  P,  Q  ;  on  a  donc  en  définitive 

2MQj^(mr]  =  Ap  —  Rg  —  Qr, 
2Moy  [mv]  =  Bç  —  Pr  —  R;?, 
îMqz  (mv)  =  Cr  —  Qp  —  P^. 

Ces  formules  sont  générales,  car  nous  n'avons  pas  supposé 
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jusqu'ici  que  les  axes  OX,  OT,  OZ  fussent  les  axes  principaux 
du  corps  au  point  0.  Si  nous  introduisons  maintenant  cette 
hypothèse,  il  faudra  faire  P=Q=R=0  @  244),  ce  qui  don- 
nera pour  les  sommes  cherchées  les  expressions  très  simples 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  momement  par  raf^ 
port  i  Vun  des  axes  prindpaux  passant  par  le  point  fixe  0  s^ok- 
tient  en  multipHant  le  moment  éFinertie  du  corps  solide  autaur 
de  cet  axe  par  la  composante  de  la  vitesse  anguUdre  estimée  sm- 
vont  le  mime  axe.  En  d'autres  termes,  on  peut,  dans  le  cakiil 
de  la  somme  des  moments  par  rapport  h  l'axe  principal  01, 
faire  abstraction  des  rotations  composantes  autour  des  deux 
autres  axes  OT  et  OZ  ;  tout  se  passe  à  regard  de  cette  somme 
comme  si  la  rotation  p  exisUùt  seule  (g  235). 

276.  Sur  les  trois  axes  principaux,  OX,  OT,  OZ,  portons  i 
partir  du  point  0  dçs  quantités 

ODssAj», 
OEsB^, 
OF  =  Cr, 

respeclivement  égales  aux  sommes  des 
moments  des  quantités  de  mouvement; 
A       71  P^'^  composons  ces  trois  droites  à  la  ma- 

nière des  forces.  La  résultante  OG  sen 


/o     \7i 


|/o    ,  /D      X     ^»^^^  j^  couple  résultant  des  moments  des 

h       ■*"  (fAontiXés  de  mouvement  transportées  pa- 

"^  rallèlement  à  elles-mêmes  au  point  0; 

'^'  ^^  '  le  plan  du  maximum  des  aires  à  TinstaDl 

considéré  sera  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  OG. 
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APPUCàTIOH  du  TBÉORÈMB  DBS  MOMENTS  DES  QUâNTITCs  DE  MOUVEMENT. 

277.  Les  équations  du  mouvement  du  solide  sont  au  nombre 
de  trois,  puisqu'il  y  a  trois  variables  à  exprimer  en  fonction 
du  temps,  et  elles  nous  sont  fournies  par  Tapplication  du 
théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  pris  autour  de  trois 
axes  distincts.  Nous  devons  exprimer 
qu'au  bout  d'un  certain  intervalle  de 
temps,  dty  que  nous  pouvons  sup- 
poser infiniment  petit,  Taccroisse- 
ment  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  par  rapport 
à  vn  axe  qui  reste  fixe  pendant  cet  ^'  ^^ 

intervalle  de  temps ,  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures  par  rapport 
ta  même  axe. 

Soient  p,  9,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
autour  des  axes  principaux  OX,  OT,  OZ,  au  commencement 
du  temps  dt. 

Au  bout  du  temps  dt^  les  axes  principaux  du  solide  sont 
venus  en  OXp  OY^  et  OZ^  en  vertu  de  ces  rotations  p,  9,  r  ; 
en  même  temps  les  rotations  du  solide  autour  de  ces  axes  ont 
pris  des  valeurs  p  +  dp^q  +  dq  et  r-hdr^  infiniment  peu  dif- 
férentes de  p,  9,  r.  11  en  résulte  qu'au  commencement  du 
temps  dt  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment  sont 

Ai>,        Bç,        Qr, 

autour  de 

0X«        0\,        OZ; 

et  que  les  mêmes  sommes  deviennent  au  bout  du  temps  dt 
autour  des  axes 

0X|,  OTp  0Z|. 
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Ce  que  nous  cherchons,  c'est  raccroîssement  de  la  somme 
des  momrnts  autour  des  axes  OX,  OX,  OZ.  Perlons  sur  OXj 
0Y„  OZ,  des  longueurs  OD,  =  A  (p  +dp),  OE,  =B  {q  -4-  dq\ 
OF,  =  C(r-+-dr),puis  composons  ces  longueurs,  ce  qui  nous 
donnera  pour  résullanle  l'axe  OG  du  couple  résultant  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement;  enfin  décomposons  la 
résultante  OG  suivant  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ;  les  compo- 
santes OD',  OE',  OF'  seront  les  moments  cherchés  au  bout  du 
temps  dt. 

La  projection  OD'  de  la  résultante  OG,  est  la  somme  algé- 
brique des  projections  sur  OX  des  composantes  0D„  OE^ 
etOF,. 

La  droite  OD,  =  A  (p  +dp),  qui  fait  avec  OX  un  angle  infi- 
niment petit,  se  projette  sur  OX  en  vraie  grandeur,  aux  infi- 
niment petits  d'ordre  supérieur  près, 

La  droite  OE,  fait  avec  OX  un  angle  E,OX  égal  à  s'^rdt; 

car  cet  angle  résulte  de  la  rotation  r  du  solide  autour  de  Taie 
^  OZ,  et  les  rotations  pet  9  autour  desdcoi 

autres  axes  ne  peuvent  l'altérer  que  de 
quantités  infiniment  pelites.  Tout  se  passe 
donc  comme  si  Ton  menait  dans  le  plan 
YOX  une  droite  OE,  =  B  (q-+-dq),  faisant 
un  angle  rdt  avec  Taxe  OX.  La  projec- 
tion Oe  de  OEj  sur  OX  est  égale  à  la  dis- 
"*^'  tance  EJI,  qui  a  pour  mesure  le  produit 

B(q-hdq)xrdt;  elle  doit  être  prise  négativement. 

Il  reste  à  projeter  OF^=Cr  (r  -{-  dr)  sur  OX  ;  on  reconnaî- 
tra, par  une  méthode  toute  semblable,  que  Z^OX  fait  avecOX 

un  angle  égal  à  ^  —  qdt^  que  la  projection  de  OF^  sur  OX  doit 

être  prise  positivement,  el  qu'elle  est  égale  à  C  (r-f-  dr)  x  qd^* 
Ajoutant  algébriquement  les  trois  projections,  il  vient  pour 
la  projection  de  OG  surOX 

A  (p  +  «//>)  —  B  (9  4-  dq]  rdt  +  C(r  -+-  dr) qdt. 

Retranchant  Ap,  on  obtient  pour  accroissement  de  la  somme 
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des  moments  des  quantités  de  mouvements  autour  de  la 
droite  fixe  OX  pendant  le  temps  d/, 

Kdp^îi{q  +  dq)  rcf<-f  C(r-|-  drjçrff, 

et  c^est  cette  quantité  qu'il  faut  égaler  à  la  somme  des  mo- 
ments des  impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures. 
Appelons  L  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
OX;  Ldt  sera  la  somme  des  moments  de  leurs  impulsions,  et 
on  aura  Téquation 

Kdp^B{q  +  dq)rdt'\-C(r'^dr)çdtr=:ldt. 

Divisons  par  dt^  développons  les  opérations  indiquées  et  suppri- 
mons les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Le  produit  rq 
devient  facteur  commun  aux  deux  derniers  fermes  du  pre- 
mier membre,  et  Téquation  prend  la  forme 

Les  deux  autres  équations  s'en  déduisent  par  une  permuta- 
tion tournante,  et  si  Ton  appelle  M  et  N  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  aux  axes  OT  et  OZ, 
on  aura 

W  B(j?)-(C-A)rp  =  M, 

P)  c(JQ-(A-B)w  =  N. 

Ces  trois  formules  donnent  les  accélérations  angulaires  au- 
tour des  trois  axes  en  fonction  des  moments  des  forces  et  des 
vitesses  angulaires.  Le  problème  du  mouvement  du  corps 
est  ramené  à  une  question  d'analyse  :  déduire  des  équa- 
tions (1),  (2)  9  (3)  les  valeurs  générales  dep^q^r^  en  fonction  dn 
temps  t. 

278.  Nous  examinerons  spécialement  un  cas  particulier 
remarquable,  celui  où  les  moments  des  forces  par  rapport 
aux  axes  sont  constamment  nuls.  Faisons  L=0,  M=0,  N=0 
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dans  les  équations  (1),  (2)  et  (5);  elles  prendront  la  forme 

A(g)=(B-C)çr, 

Elles  monti  cnt  que  raccélération  autour  d'un  axe  principal 
est  égale  au  produit  des  vitesses  angulaires  du  solide  autour* 
des  deux  autres  axes,  multiplié  par  un  des  trois  rapports^ 
B— C  C  — A  A— B 
"T"'     B    '     C    • 

Si  Tellipsoïde  d'inertie  au  point  0  se  réduit  à  une  sphèrCt 
on  a  A  =  6=C,  et  les  accélérations  angulaires  autour  des 
trois  axes  sont  séparément  nulles;  les  vitesses  angulaires 
autour  des  axes  sont  alors  constantes;  le  corps  tourne  indé- 
finiment avec  une  vitesse  uniforme  autour  de  Taxe  résultant, 
dont  la  direction  reste  fixe  dans  l'espace  ;  cet  axe  est  en  effet 
principal  dans  la  sphère  d'inertie  au  point  0,  et  la  rotatioo 
une  fois  commencée  autour  de  sa  direction  persiste  indéfini- 
ment (g  262, 2"";  bien  que  le  solide  n'ait  qu'un  seul  point  fixe. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  0  est  une  surface  de  rëvo- 
lulion,  deux  des  moments  d^nertie  principaux  sont  ^ux; 
on  a  par  exemple  A:=B  quand  OZ  est  Taxe  de  la  surface.  La 
troisième  équation  montre  que  l'accélération  angulaire  au- 
tour de  cet  axe  est  nulle,  et  que  la  composante  r  de  la  vitesse 
angulaire  du  corps  est  constante. 

En  général,  lorsque  les  forces  extérieures  sont  nulles,  oa 
lorsqu'elles  se  composent  en  une  force  passant  par  le  point 
fixe,  l'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
a  une  longueur  constante  et  une  direction  fixe  dans  Tespace 
(§  161);  lia  pour  composantes  suivant  les  axes  coordonnés 
mobiles  Ap,  Bq  et  Cr  (§  276);  on  en  déduit  la  relation 

(4)  AV*  +  BV-+-CV  =  G«. 

oïl  G  désigne  la  longueur  constante  de  l'axe  résultant. 
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Le  théorème  des  forces  vives  montre  d'un  autre  cAtè  que  la 

Sorce  vive  du  système  solide  est  constante.  Appelons-la  H. 

Soit  »  la  vitesse  angulaire  du  corps  autour  de  Taxe  instantané 

die  rotation,  I  le  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe;  la  force 

TiveestIu)'(g236).Donc 

(5)  I«*  =  H, 

n  étant  une  nouvelle  constante. 

Cette  dernière  équation  se  transforme  au  moyen  do  Téqua- 
tion  de  Tellipsoîde  d'inertie.  Nous  avons  donné  à  cette  équa- 
tion la  forme 

X  étant  une  longueur  arbitraire,  qui  influe  seulement  sur  la 
grandeur  de  l'ellipsoïde.  Le  moment  d'inertie  du  solide  autour 
delà  droite  qui  joint  le  point  0  au  point 

(X,  T,  Z),  pris  sur  la  surface,  est  Hr-, 

m  désignant  par  L  la  distance  comprise 
entre  ces  deux  points  (g  243) . 

Supposons  que  P  soit  le  pôle  de  la 
rotatkm  instantanée  sur  l'ellipsoïde; 
aoU  W=L;  soient  X,  Y,  Z  les  coor- 
données du  point  P,  ou  les  projections 
aar  les  axes  de  la  longueur  L.  La  vitesse 
angulaire  »  autour  de  OP  a  de  môme  pour  projections  sur 
les  axes  les  vitesses  angulaires  p,  9,  r,  et  par  suite  on  a  les 
proportions 

£=-.     2.=  ï.     -  =  £; 
fti       L       Ci       L      «i       L 

ce  qui  donne,  en  résolvant  par  rapport  à  X,  Y  et  Z, 


'■MM. 


m.  —  Mto  oQLLiaos. 


S9 
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Substituant  dans  l'ëquation  de  l'ellipsoïde,  il  yient 

••■  ••■  •»■ 

OU  bien 
L'ëquation  (5)  prend  donc  la  forme 

(6)  Aj^-|-B9«  +  0*a9H. 

Ces  équations  (4)  et  (6)  peuvent  être  facilement  déduites 
d'une  combinaison  des  équations  (1),  (2)  et  (3),  après  qn'onj 
afaitL=0,M=0,N=0. 

En  effet,  multiplions  Téquation  (1)  par  Ap,  Fèquation  (S) 
par  Bf,  et  l'équation  (3)  par  Cr  ;  il  vient  en  ajoutant 

^J^ ^ =0. 

0U|  en  intégrant, 

c*est-à-dire  Téquation  (4). 

Pour  avoir  l'équation  (6),  multiplions  Téquation  (1)  par  p, 
l'équation  (2)  par  ç,  l'équation  (3)  par  r,  et  ajoutons.  Noos 
aurons 

ou 

Ap«  +  Bç»  +  Cr» = constante  =  n. 


PASSAGE  DES  VARUBLES  p,   Ç,  f  AUX  VARUBLCS  9,   d»,  0. 

279.  Les  équations  (1),  (2)  et  (5)  suffisent  pour  délenniner 
analyliquement,  à  trois  constantes  près,  les  variablesp,  ç,  r  en 
fonction  du  temps  t.  Le  probl 'me  n'est  pas  résolu  entiôremenl 
par  celle  détermination,  car  il  faut  encore  exprimer  en  fonc- 
tion du  temps  les  angles  9, 4;  et  0,  qui  fixent  à  chaque  inslanl 
la  position  exacte  du  solide. 
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I      Pour  cela  nous  eiprimerons  p,  q,  r  en  fonclion  des  angles 

,      .  d^  dà  d^  .j 

:,  f,  4>  et  0,  et  des  vitesses  ^,^,-^1  * 

de  ces  angles. 
^      Les  rotations  p,  9,  r,  s'opèrent 
autour  de  OX,  OY,  OZ,  tandis 
que    la    rotation    instantanée, 
décomposée    suivant    les    axes  j 
OZ%ON,  01 J  a  pour  composantes 

»  Jv  di'  ''''  '*^ 

Pour  obtenir  p,  il  suffit  donc  de  projeter  sur  OX  les  trois 

...       dd/   do  ({9  .  , 

rotations  -j^,  wj»  w#  »  ^®  V^^  °^^^  donnera 

|,  =  ^cosZ'0X  -h  ^cosNOX  -f  ^  cosZOX. 

De  même,  en  projetant  les  trois  rotations  sur  OT,  puis  sur  OZ, 
nous  aurons  les  deux  nouvelles  équations  : 

ç=  ^coaZ'OY  +  1?-cosN0Y  +  ^cosZOY, 
a«  ai  a( 

r  =  ^  cos rOZ  +  ^  cos  NOZ  4-  ^cosZOZ. 

Les  angles  ZOX,  ZOY,  NOZ  sont  droits,  et  leurs  cosinus  sont 
nuls.  La  rotation  ^  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  Taxe  OZ. 
Achevant  les  réductions  résultantes,  et  remplaçant  Z'OZ  par 
•,  NOX  par  9,  et  NOY  par  9  +  L  il  vient 

«=^cosZ'0V-^8iD^ 

Il  reste  à  calculer  les  cosinus  des  angles  Z'OX,  Z'OY. 
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Du  point  0  comme  centre,  décrivons  une  sphère,  qui  est 
coupée  par  les  plans  Z'OÎ,  Z'ON,  YON,  suivant  les  arcs  de 
grand  cercle  QM,  QP,  PM. 

Le  triangle  sphérique  HPQ  donne  Téquation 

cosQM  i=  cosQP  008  PH  +  sinQP  sinPH  cosQPH, 

ou  bien,  en  observant  que  QPH=5 —  0,  et  que  Tare  QP  est 
égal  au  quadrant, 

008QM  =  006  2^01  =  siof  sine. 

Pour  en  déduire  cos  Z'OT,  il  suffit  d'augmenter  l'angle  ç  d'un 
angle  droit,  ce  qui  donnera 

cosrOTsssm  (f -H  s  j  8m9  =  G08f  sina. 

En  résumé  on  a,  pour  passer  des  variables  p,  9,  r  aux  va- 
riables r,  4»  et  0,  les  trois  équations 

d^  .      .  ^  ,  d9 


(7)  I  ç=  Jcosfsina- Jsînf, 


1*:=  ?  0088  4-  -r^« 

di  ^  di 


RÉDUCTION    DU    PROBLÈME    À    ÏHES    QUADRATURES   DAK8   LB    CAS   OU  LES 
FORCES  EXTÉRIEURES  SOKT  TOUTES  NULLES. 

280.  Les  six  équations  (1),  (2),  (3)  et  (7)  contiennent  la 
solution  générale  du  problème.  Nous  allons  l'achever  dans  le 
C1S  particulier  où  l'on  a  à  la  fois  L=0,  H  =  0,  N=0,  ce  qui 
réduit  les  trois  premières  équations  à  celles-ci  : 

A*-(B-C)^  =  0. 
B§-(C-A)i7i  =  0. 
C^^-(A-B)p9  =  0. 
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Nous  en  avons  déduit  d'abord 

AV-HBVH-CM  =  G«, 
Apt  +  B^t  4.  Cr« -=  H. 

Ces  deux  équations  nous  permettent  d'exprimer  p  et  9  en 
fonction  de  r.  Elles  donnent 

AV  +  BV  =  G«  — CM, 

puis 

,_  rG«  — C»r«)B-»(H-Cr*)B«_  G«B  — HB«  +  BC(B  — C)r« 
'  ■"  A<B— B«A  AB(A  — B) 

G«  — nB-fC(B  — C)r« 
**  A(A-B)  ' 

.      G*  — HAH.C(A  — C)r« 
^= È(B-A) 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  troisième  du  premier  groupe  ; 
nous  aurons  pour  déterminer  r  Téquation  difTérentielle 

r^'-fA      ,>.4/G«-HB-|-CtB-C)yi_,/G^-HA-HC(A-:n3P 
C^-(A-B)y A(A-B) Xy Blir=n[) • 

équation  où  les  variables  se  séparent,  et  qui  prend  la  forme 

dr 


Vifl  +  ^fKa'-fd'r») 


=  /». 


a,  bj  fi^  Vf  ft  étant  des  coefficients  connus. 

Celte  équation  s'intègre  par  quadrature;  le  radical  por- 
tant sur  un  polynôme  du  4*  degré  en  r,  la  solution  ne  peut 
s'obtenir  en  général  qu'à  Taide  des  fonctions  elliptiques. 

Quand  r  est  connu  en  fonction  du  temps,  p  et  9  s'expri- 
ment au  moyen  de  r,  et  on  peut  regarder  les  trois  rotations 
comme  connues  en  fonction  de  t. 

Pour  achever  la  solution,  nous  ferons  une  hypothèse  sur 
la  position  des  axes  fixes  OX',  OY^  OZ'.  Nous  admettrons  que 
Taxe  OZ'  coïncide  à  Torigine  du  mouvement  avec  Taxe  du 
couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement; 
cet  axe  étant  immobile,  la  coïncidence  aura  constamment 


4B4  IBÊOft&IE 

litTL.  •>  Vii/t  da  couple  résultant  a  pour  composantes  suinol 
Iti  u«  OL  OT,  OZ,  les  quantités  Ap,  Bq^  ùr.  Oa  aura  donc 


V 

=  6flHZ'0I  = 

GxfÎD? 

sin9. 

% 

=  €C9MrOT:= 

(XOQtf 

sînf. 

Cr 

déduit 

tMffS 

CQlf  = 

Cr 

ÛGSiîssut  p.  f ,  r,  en  fonction  du  temps,  on  en  de- 

dsira  s  et  4.  Reste  k  déterminer  ^  ;  pour  cela  une  nouTeUe 

dé 
ÎBÉésntion  est  nécessaire.  Éliminons  -^  entre  les  deux  p^^ 

Ae$  équations  (7)  ;  Q  viendra 


ri-i::-  r.  :-i  s'inîê'çrera  par  une  quadrature,  puisque  p.î,: 
t:  '  ^.7.:  itf  f>r.cîion5  connues  du  temps.  Il  sullil  en  résumé 
ii  1:  *x  quiiraîiires  pour  résoudre  toute  la  question. 


fnhwiw,  M  pocQOT. 

Î>J.  Poinst  2  rCussi.  en  s'aidant  de  considérations  géomé- 
îri::  s.  i  JLhe\':r  h  solution  lorsque  les  moaienls  L,  M, N 
5'  ;.:  Î..J5  les  II  ois  nuls.  Pour  exposer  sa  théorie,  nous  côm- 
mor.oorons  par  attribuer  une  valeur  particulière  au  coeffi- 
li'ï.t  jrL'itraire  a,  qui  déGnit  la  grandeur  de  rellipsoide 
d'ir.or'ie  ctu  point  0.  Nous  choisirons  celle  valeur  de  maaière 
que  le  pro Juit  M)/  soit  numériquement  égal  à  l'unité.  L'équa- 
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tion  de  Tellipsoide  particulier  qui  correspond  à  cette  déter- 
mination est 

(8)  AX«-fBI«H-CZ«  =  l. 

et  le  moment  d'inertie  autour  d*un  rayon  de  longueur  L  sera 
^;al  à  Ht  au  lieu  de  -rj. 

282.  La  démonstration  du  théorème  de  Poinsot  suppose 
connus  certains  principes  élémentaires  de  géométrie  analy- 
tique à  trois  dimensions,  que  nous  résumerons  comme  il  suit  : 

1*  Sur  les  axes  coordonnés  rectangulaires  (fig.  146),  por- 
tons à  partir  de  Torigine  les  longueurs  OD::=Ap,  0E=:B9, 
OF=Cr,  et  composons  ces  trois  longueurs  à  la  manière  des 
forces  ;  soit  06  leur  résultante  ;  l'équation  d'un  plan  mené 
par  l'origine  perpendiculairement  à  la  droite  OG,  sera 

2*  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 
m  point  défini  par  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  a  pour  équation 

AX«  +  BTy  +  CZ2si, 

1 

et  sa  distance  8  à  l'origine  0  est  égale  à  --========. 

283.  Ces  préliminaires  posés,  nous  pouvons  passer  à  la  dé- 
monstration du  théorème. 

Soit,  à  un  instant  donné,  OL  la  di- 
rection de  l'axe  instantané  de  rotation  ; 
soient  X,  T,  Z,  les  coordonnées  du 
point  L  dans  l'ellipsofde  d'inertie  dé- 
fini par  l'équation  (8).  Appelons  (o  la 
ntesse  angulaire  du  solide  autour 
de  OL.  "'  ** 

Au  point  L,  menons  un  plan  tangent  à  l'ellipsoïde;  son  équa- 
tion sera 

(0)  AXx  +  BTy  +  CZssl. 
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Appelons  L  la  longueur  OL.  Nous  ayons  (§  278)  la  suile  de 
rapporls  égaux 


^*"'  LXYZ       AX       BÏCZ 

On  en  déduit 


ï-      ^A«X«  +  B»Y«4-C*Z«* 


Mais  v'A*p*H-BYh-C*'^  est  égal  à  la  quantité  constante  6, 
axe  du  couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement (g  278,  équation  4);  le  radical  V^^M^MT+l??  est 

{ 
égal  à  Pin  verse  -r  de  la  distance  de  Torigine  0  au  plan  tangent 

à  rellipsoide  (g  282).  L'équation  (11)  prend  donc  la  forme 


(iî)  E  =  T  =  ^^• 


i 
Or  1^  est  égal  au  moment  d'inertie  du  solide  autour  de 

Taxe  de  rotation  OL  (g  281)  ;  donc 

II  étant  la  force  vive  constante  du  solide. 
Donc  enfin 

113)  G*S*  =  H. 

et  comme  G  et  II  sont  constants,  la  distance  i  est  aussi  con- 
stante. 

Des  égalités  (10)  on  déduit,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur 

Vît, 

^a  )fS  ^ 
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et  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (9),  on  la  trans- 
forme  en  la  suivante  : 

OU  bien 

(15)  ApxH-B^  +  Crss^. 

Le  plan  tangent  à  relUpscide  au  point  L  est  donc  parallèle  au 
plan  Apx  4-  Bqy  -+-  Crz =0  mené  au  point  0 perpendiculairement 
à  la  droite  OG  (§  282, 1*)  ;  or  ce  plan  est  le  plan  du  maximum 
des  aires  (§  278),  et  conserve  dans  Tespace  une  fixilé  absolue. 

Par  conséquent,  le  plan  tangent  à  rellipsoïde  mené  au  point  L, 
pôle  instantané  de  rotation  du  solide ^  a  une  direction  constante 

dans  r espace;  il  est  de  plus  à  une  distance  invariable ^  8=^» 

G 

dupakU  0  qiU  reste  fixe;  donc  enfin  il  est  fixe  dans  F  espace;  le 

momement  du  corps  s'effectue  de  telle  sorte  que  Pellipsoide  (f  i- 

nertie  soit  constamment  tangent  à  ce  plan  fixe;  la  rotation  m- 

stmiianée  a  lieu  à  chaque  instant  autour  durayon  mené  du  pointO 

au  point  de  contact j  et  la  vitesse  angulaire,  a)=L  v^U,  est  pro- 
pin'tiannelle  à  la  longueur  Ldece  rayon. 

La  projection  de  OL  sur  la  direction  de  l'axe  06  est  une 
droite  OP  constante;  il  en  est  de  même  de  la  projection  sur  06 
de  la  vitesse  angulaire  &>,  qui  est  proportionnelle  à  OL,  et  par 
conséquent  la  vitesse  angulaire  du  solide  estimée  autour  de  Vaxe 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  est  constante. 


IMAGE  DU  MOUVEMENT  DU  CORPS. 

284.  Soit  (fig.  147)  0  le  point  fixe; 
OL,  Taxe  instantané  de  rotation  à  une  époque  donnée; 
»,  la  vitesse  angulaire  du  solide  à  cette  époque. 
An  point  L  où  Taxe  instantané  perce  la  surface  de  Tellip- 
soîde 

AX«  +  BY«  +  CZ«  =  1. 

menons  un  plan  tangent  MN  à  cette  surface. 
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Du  pobt  0  abaissons  sur  ce  plan  une  perpendiculaire  OG  ; 

ce  sera  la  direction  constante  de  Taxe 
résultant  des  moments  des  quantités 
de  mouvement. 

On  déduira  de  ces  données  la  force 
yive  H  du  corps,  et  la  grandeur  6  de 
Taxe  du  couple  résultant. 

On  a  en  eCTet,  en  appelant  L  le 
rayon  OL, 

Fîg.  147  ' 

et 

2  étant  la  distance  OP  du  point  0  au  plan  tangent 
On  a  doncG=-r-. 

Le  plan  MN  et  le  point  0  sont  fixes  dans  Tespace,  et  Tellip- 
soîde  se  meut  autour  de  son  centre  de  manière  à  rester 
langent  au  plan  MN.  Le  mouvement  relatif  de  l'ellipsoide 
par  rapport  au  plan  ne  sera  pas  modifié  si  on  laisse  l'd- 
lipsoïde  fixe,  et  qu'on  fasse  rouler  sur  sa  surface  le  plan 
MN,  sous  la  condition  qu'il  demeure  constamment  à  la 
distance  §=0P  du  centre  0.  Dans  ce  mouvement,  le  point 
de  contact  du  plan  et  de  Tellipsoïde  trace  sur  la  surface 
de  rellipsoïde  une  courbe  LL',  que  Poinsot  a  nommée  la 
polodlCj  c'est-à-dire  la  route  du  pôle  instantané  de  rotati<m; 
sur  le  plan,  le  môme  point  trace  une  seconde  courbe,  Vher- 
polodiey  sur  laquelle  la  polodie  vient  rouler  dans  le  mou- 
vement relatif.  La  polodie  est  donc  la  base  d'un  cône  OLL', 
ayant  son  sommet  au  point  0  et  faisant  corps  avec  le  solide,  et 
rherpôlodie  est  la  base  d'un  second  cône,  de  même  sommet, 
mais  fixe  dans  Tespace;  le  mouvement  du  solide  se  résume 
dans  le  roulement  du  cône  mobile  sur  le  cône  fixe;  on  sait 
que  ce  roulement  est  le  mouvement  le  plus  général  que  puisse 
recevoir  un  solide  qui  a  un  point  fixe  (1,  g  151). 

285.  Lorsque  l'ellipsoide  est  de  révolution,  la  polodie  de- 
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Tient  un  des  parallèles  de  la  surface,  les  deux  cônes  sont  des 
cônes  droits  à  base  circulaire,  et  la  vitesse  angulaire  du  solide 
autour  de  son  axe  instantané  est  constante.  Dans  le  cas 
général,  la  polodie  est  une  courbe  fermée  qui  entoure  sur 
reilipsfiîde  l'extrémité  du  plus  grand  axe,  ou  l'extrémité  du 
plus  petit;  elle  peut  se  réduire  exceptionnellement  au  sys- 
tème de  deux  ellipses  lorsqu'elle  passe  par  le  sommet  de 
l'axe  moyen. 

286.  Sur  le  plan,  Therpolodie  est  en  général  une  courbe  si- 
nueuse dont  la  figure  moyenne  est  un  aTcle  ayant  pour  centre 
le  point  P;  les  sinuosités  de  la  courbe  la  font  rentrer  dans  ce 
cercle  et  l'en  font  sortir  alternativement  par  périodes  égales  ; 
la  courbe  peut  d'ailleurs  se  fermer  au  bout  d'un  certain  nombre 
de  spires,  ou,  dans  d'autres  cas,  se  prolonger  indéfiniment 
sans  jamais  repasser  par  son  point  de  départ.  Ces  sinuosités 
ne  s'effacent  que  lorsque  l'ellipsoïde  est  de  révolution  ;  alors 
rberpolodie  se  réduit  à  son  cercle  moyen.  Un  autre  cas  re- 
marquable est  celui  où  la  polodie  passe  par  les  extrémités  de 
l'axe  moyen.  Alors  l'herpolodie  se  transforme  en  une  spirale 
indéfinie,  qui  Ait  une  infinité  de  fois  le  tour  du  point  P,  et 
dont  la  longueur  totale  est  néanmoins  finie.  Supposons  que  le 
solide  ait  commencé  à  tourner  autour  de  l'axe  moyen;  si  on 
le  dérange  légèrement  de  cette  position,  où  la  rotation  pourrait 
indéfiniment  persister  (g  262,  2°),  et  qu'on  ait  soin  de  porter 
dans  le  sens  convenable  l'axe  de  la  nouvelle  rotation  instan- 
tanée en  un  point  de  l'une  des  ellipses  constituant  la  polo- 
die correspondante,  le  pôle  instantané  prendra  un  mouve- 
ment indéfini,  et  il  pourra  avoir  pour  position  limite  le 
sommet  opposé  de  l'axe  moyen,  après  le  renversement  com- 
plet du  corps;  Taxe  moyen  tend  à  repiendre  son  orientation 
en  se  renversant  bout  pour  bout.  Mais  ce  renversement  de- 
manderait un  temps  infini  pour  s'achever. 
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287.  Nous  mettrons  l'équation  de  Tellipsolde  d'ineitie  sous 
la  forme 

La  polodie  est  le  lieu  des  points  de  cette  surface  où  le  plan 
tangent  est  à  une  distance  constante,  8,  de  Torigine. 

L'ëqiiation  du  plan  tangent  au  point  x,  y,  a  de  la  surface 
est 

et  sa  distance  i  à  Torigine  est  égale  à 

1 


Égalant  cette  fonction  à  la  constante  8,  on  aura  pour  se- 
conde équation  de  la  polodie 

La  polodie  est  Tintersection  des  surfaces  (1)  et  (2),  qui  sont 
toutes  deux  des  ellipsoïdes  ayant  les  mômes  plans  principaux. 
L'intersection  se  projette  donc  sur  les  plans  coordonnés  sui- 
vant des  courbes  du  second  ordre.  Éliminant  successivement 
^,  X  et  y,  on  obtient  pour  équations  des  projections  : 

Sur  le  plan  des  xt/, 

^  '  a*  \c*       a*/  "^  b*  \c*       b*J  ""  c«  ■"  ««" 

Sur  le  plan  des  yxj 

^'  b^\a*       6V"^c*U*       W"«*       «*' 
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Et  sur  le  plan  des  xx, 

f^         ?  (p  ""  ?)  "*•  5  (j5  ""  ?)  =  65  "  y«" 

Soita<&<c. 

La  distance  i  devra  être  comprise  entre  a  et  e.  Elle  peut 

d*ailleurs  élre  <  fr  ou  >  b. 

Puisqu'on  a  a  <  c  et  que  8  est  compris  entre  a  et  c,  on  a 

111111 
aussi  ^  <  r-,.  -î>  :î»  et  rr  >  -3.  Donc  les  trois  coefficients  de 

l'équation  (3)  sont  négatifs  ;  changeant  les  signes,  on  les  rend 
tous  positifs  ;  Téquatian  (3)  devient 

et  représente  une  ellipse. 

1      1 
L'équation  (4)  représente  aussi  une  ellipse,  car  -^>  - , 

1^1    .1^1 

Quant  à  l'équation  (5),  elle  représente  une  hyperbole,  car 

1111 
les  coefficients  r| — 3^*  G i  ^^^  ^®s  signes  contraires. 

Elle  représente  deux  droites  dans  le  cas  particulier  où  8=fr; 
alors  la  polodie  se  réduit  au  système  de  deux  ellipses,  inter- 
section de  la  surface  de  l'ellipsoïde  d'inertie  avec  les  deux 
plans  définis  par  l'équation  (5). 

Les  hyperboles  représentées  par  l'équation  (5)  dans  le  cas 
général  sont  situées  dans  l'un  ou  l'autre  des  angles  formés 
par  les  droites 

11  11 

fuiTant qu'on 2in>TîOu  m<s;  ^^  polodie  est  donc  sur 

l'ellipsoïde  une  courbe  fermée  qui  entoure  le  sommet  du  petit 
axe  ou  le  sommet  du  grand  axe,  suivant  que  8  est  inférieur 
ou  supérieur  à  b. 


tn  TBtoRin 

Si  l'ellipsoïde  est  de  rèvolulion,  et  qa'on  ait  par  exemple 
(t:=b,  la  polodie  se  réduit  à  uo  cercle  autour  du  sommet  de 
t'axe  c. 


pqr,   iffi',   p'q'r'q .   projeeUoM 


MESURE  DE  Ll   ffTABILITÉ  DE   LA  ROTAnON  AGTODK  d'dH  AU  nOOPU.. 


288.  Soit  OA  l'aie  mineur,  OB  l'axe  moyen,  OC  l'axe  ma- 
jeur de  l'ellipsoïde  d'inertie  (fig.  149). 

La  rotation  du  solide,  une  fois  commencée  autour  de  l'un 
de  ces  trois  axes,  se  continue  indôRniment  s'il  n'internent 
aucune  force  étrangère.  Cependant  la  stabilité  de  la  rotation 
n'est  pas  la  même  autour  des  trois. 

Menons  par  l'axe  moyen  ItR'  les  deux  plans  GF,  DE,  qui 
coupent  la  suiTuce  suivant  les  ellipses  le  long  desquelles 
le  plan  tangent  est  à  la  distance  OB  du  centre.  Tous  les  points 
de  ces  ellipses  pourront  servir  successivement  de  pAles  à  b 
rotation  instantanée,  de  sorte  que  le  mouvement  du  solide 
pourra  consister  dan:  l'application  successive  des  arcs  de  l'cl- 
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i_c  r 


Flg.  14». 


lipse  6GB  sur  le  plan  invariable.  II  n'en  est  pas  de  même  de 
Taxe  majeur  et  de  Taxe  mineur,  car  les  distances  OC,  OA,  for- 
ment le  maximum  et  le  minimum  du 
rayon  vecteur  mené  du  point  0  à  la  sur- 
face, et  de  la  distance  du  plan  tangent  au 

centre. 

Si,  pendant  que  le  corps  tourne  au- 
tour de  Taxe  OC,  on  fait  intervenir  une 
force  qui  porte  le  pôle  instantané  en  un 
point  I  peu  éloigné  du  point  G,  le  corps 
prendra  pour  polodie,  à  partir  de  cet 
instant,  une  courbe  fermée  ir  entou- 
rant le  sommet  G  de  la  surface  ;  il  en  sera  ainsi  tant  que 
le  point  1  ne  sera  pas  jeté  par  une  nouvelle  force  en  dehors 
du  fuseau  compris  entre  les  deux  demi-ellipses  BEB',  BGB'. 

De  même  si  la  rotation  s'opère  autour  de  OA,  et  qu'on  la 
dérange  un  tant  soit  peu,  la  polodie  deviendra  une  courbe  KK' 
entourant  le  point  A,  et  cette  allération  se  conservera  tant 
que  le  pAle  instantané  ne  sera  pas  porté  en  dehors  du  fuseau 
ellipsoïdal  EBFB'. 

En  quelque  point  qu*on  place  le  pôle  instantané  de  la  ro- 
tation, pourvu  qu'il  ne  tombe  pas  sur  les  ellipses  limites  DE,  FG, 
la  polodie  sera  une  courbe  fermée  entourant  le  sommet  G  ou 
le  sommet  A,  suivant  que  le  pôle  initial  tombe  dans  le  fuseau 
GBB'E,  ou  dans  le  fuseau  EBBT. 

On  peut  donc  prendre  pour  mesure  de  la  stabilité  de  la 
rotation  autour  de  Taxe  majeur  ou  autour  de  Taxe  mineur  la 
surface  des  fuseaux  qui  contiennent  les  sommets  de  ces  axes, 
de  sorte  que  la  stabilité  du  grand  axe  est  mesurée  par  la  sur- 
face GBB'E,  et  celle  du  petit  par  la  surface  EBB'F. 

La  stabilité  de  la  rotation  autour  de  Taxe  moyen  est  nulle. 
En  effet,  si  la  rotation  autour  de  l'axe  OB  commence,  et  qu'on 
b dérange  un  peu  en  déplaçant  l'axe  instantané  de  rotation,  le 
pôle  instantané  sera  porté  soit  dans  le  fuseau  GBB'E,  soit  dans 
le  fuseau  adjacent  EBB'F  ;  dans  le  premier  cas,  la  nouvelle 
polodie  entourera  le  point  G,  sommet  de  Taxe  majeur  ;  dans 
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le  second,  die  cnlouren  le  point  A,  sommet  de  Taxe  mi- 
neor.  La  rotatioa  altérée  s*enectaera  donc  autour  de  Tuii 
des  axt:s  extrêmes,  en  abandonnant  Taxe  moyen.  0  y  a  un 
cas  exceptionnel  :  celui  où  le  dérangement  de  Taxe  instantané 
porterait  le  pôle  de  la  rotation  sur  l'une  des  ellipses-limites. 
Car  alors  b  polodie  deriendrait  cette  ellipse  même  ;  le  corps 
se  déplacerait  donc,  soit  de  manière  à  ramener  le  pôle  instan- 
tané au  sommet  B  qu'il  Tient  de  quitter,  soit  de  manière  â 
récarter  de  plus  en  plus  de  ce  point,  le  long  de  rellipse-limile, 
et  à  ramener  de  plus  en  plus  prés  du  sommet  opposé  B^. 


HACÉ  DÉ  L*BEV0U>MB. 

289.  Soit  0  le  centre  de  l'ellipsoide  ; 

P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le 
plan  invariable  CD  ; 

H  le  point  de  contact  à  un  instant  donné  de  TeUipsoîde  avec 
ce  plan. 

la  rotation  de  Fellipsoîde  s'opérera  à  cet  instant  autour  de 
la  droite  OM,  de  manière  à  appliquer  surcessivement  les  arcs 
de  la  polodie  MN  sur  le  plan  CD.  Lerésullat  de  cette  application 

successive  sera  une  courI)eMQ, 
entourant  le  point  P,  et  dans 
laquelle  les  rayons  PM  varieront 
généralement  entre  deux  li- 
mites; de  sorte  que  Fherpolo- 
die  est  en  général  une  courbe 
sinueuse,  qui  tourne  autour  do 
point  P,  en  s*cn  rapprochant  et 
en  s'en  éloignant  à  intervalles 
égaux,  et  pouvant  d'ailleurs  ne  pas  se  fermer,  si  l'angle  aa 
centre  qui  correspond  à  Tapplication  du  périmètre  entier  de 
la  polodie  n*est  pas  commensurable  avec  l'angle  droit. 
U  y  a  exception  lorsque  la  polodie  est  une  des  ellipses- 
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limites  passant  par  les  sommets  de  Taxe  moyen.  Dans  ce  cas 
l'herpolodie,  au  lieu  d'être  une  courbe  ondulée,  se  tenant  à 
une  distance  moyenne  constante  du 
point  P ,  est  une  spirale  MP,  qui  se 
rapproche  de  plus  en  plus  de  ce  point 
sans  jamais  Tatleindre.   Bien  que 
oette  courbe  se  prolonge  indéfini- 
ment, sa  longueur  est  finie;  car,  ^^   ^^^ 
comme  elle  résulte  de  l'application 
sur  le  plan  des  arcs  successifs  de  Fellipse-limite,  elle  a  pour 
longueur  totale  la  longueur  même  de  cette  ellipse. 

Enfin,  lorsque  la  polodie  se  réduit  à  un  parallèle  de  l'ellip- 
soide  de  révolution,  l'herpolodie  se  réduit  à  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  P,  et  le  mouvement  du  solide  consiste 
dans  le  roulement  d^un  cône  droit  à  base  circulaire  lié  au  corps 
sur  un  cône  droit  à  base  circulaire  fixe  dans  l'espace. 


BMOI  D*inf  TRIAZIGLI  PUIl  POUR  REPRÉSENTER  IXS  MOMENTS  d'iNERTIE 

D^ON  SOLDE. 

S90.  Le  moment  d'inertie  I  d'un  solide  par  rapport  à  un 
axe  OP  mené  par  un  point  fixe  0  est  donné  par  l'équation 

I  =s  Âcos*a  +  Bcos*^  +  C  C08*y, 

A,  B,  C,  désignant  les  moments  d'inertie  du  solide  par  rap- 
port à  ses  axes  principaux  au  point  0,  et  a,  p,  Y)  '^^  angles  de 
la  direclion  OP  avec  les  trois  axes.  L'ellipsoïde  d'inertie  est  le 
lieu  des  points  M  que  l'on  obtient  en  prenant  sur  chaque 

1 
droite  OP  une  longueur  OH=-y|;  il  a  pour  demi-axes  prin« 

"        1     H    1 
cipaux  Tr  »  "Ht  "^j  ^t  ï^  valeur  du  moment  d'inertie  I,  cor- 

V^   ^B   yC 

1 

respondant  à  l'axe  OM,  est  représentée  par  la  fraction  r-p, 

m,  — -  lie.  OQUiOMW.  50 
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OU  par  ^ — -2 — ^,s,y,sétaiitla8eoordoiiii6esdapoiBtlL 

Nous  atons  observé  d  S41)  qa'awc  trou  ofttès  pnp» 
tionnels  aux  moments  principaux  A,  B,  G,  on  peut  eoostnin 
un  triangle  ABC,  dans  lequel  on  aura  BG^  A»  CA=B,  AB=:C. 

Cela  posé,  à  chaque  point  M  de  b  snito 
de  rèUipaoIde  correspondim  sur  lefbiii 
triangle  un  point  If,  défini  par  ses  dis* 
tances  M'ose,  ir»r=ft,  M'e=o  aux  im 
côtés.  • 
Pour  déterminer  k  poeition  de  ce  fùli 
^'^  il  suffit  de  chercher  les  dittanoee  iî  i,  i^  ie 

manière  à  satisbire  aux  équations 

m       k       e 

Le  point  M' sera  nnteirsecf  ion  des  droites,  Ikox  géoMlB- 
ques  des  points  dont  les  dislances  aux  cAtés  eont  proportioa- 
nclles  aux  quantités  données  e^,  y*,  sP.  Multiplions  les  èsfn 
termes  du  premier  rapport  par  A,  les  deoz  lennes  du  ssertdf 
par  B,  les  deux  termes  du  troisième  par  G,  pois  qoilM 
terme  à  terme,  il  viendra  la  suite  d'égalités 

a  _  J^._£_    Afl4-B6-f  Ce        n 
i?  "■  y«  ~  a«  "  Ax«+By«+Ci«""T' 

T  désignant  la  surrace  du  triangle.  On  a,  en  effet, 
kx^  -h  By*  -h  C»* = 1  pour  tous  les  points  H  de  rellipswde»  et 
Aa  +  Bfr  +  Ce  est  le  double  de  la  surface  du  triante  ABC 

Donc 

a  =  «T*«, 

formules  très  simples  de  transformation. 
On  en  déduit 

2T 
et  par  suite  I=- 
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Donc  le  moment  éCinertie  correspondant  à  taxe  OM,  ou  au 
potnt  M' qtà  représente  cet  axe  sur  le  plan  ^  est  égal  au  double  de 
la  surface  du  triangle  ABC  divisé  par  la  somme  des  distances  du 
point  W  aux  trois  côtés. 

La  surface  du  triangle  s'exprime  en  fonction  des  moments 
d'inertie  du  solide  par  rapport  aux  plans  principaux  et  par  rap- 
port au  point  0  (g  241).  On  a,  en  effet, 

î=V — 1 — ^ — i — ^ — î — -*■ 2 

Or 5 est  la  somme,  2m(Ç*4-iQ*-l-P),  des  masses  du  so- 
lide par  le  carré  de  leurs  distances  au  point  0  ;  ~ 

est  le  moment  d'inertie  Imt^  du  solide  par  rapport  au  plan 
des  xy. 

On  passe  ainsi  des  coordonnées  x,  y,  %  de  la  surface  ellip- 
soïdale aux  coordonnées  a,  b,  c,  prises  sur  le  plan  du  triangle, 
par  une  transformation  dans  laquelle,  à  un  facteur  constant 
près,  on  change  x*  en  a,  y'  en  b,  2*  en  c.  Toute  fonction  li- 
néaire de  x%  y*  et  %*  devient  une  fonction  linéaire  de  a,fr,  c, 
et  cette  fonction  égalée  à  zéro  représente  une  droite  sur  le 
plan  du  triangle.  Par  suite,  l'intersection  de  Tellipsoîde 
d'inertie  avec  une  autre  surface  du  second  degré  ayant  les 
mêmes  plans  principaux  se  transformera  sur  le  plan  en  une 
droite.  La  polodie  satisfait  à  cette  condition. 

Nous  nous  servirons  de  cette  transformation  fort  simple 
pour  achever  l'étude  du  mouvement  du  corps  solide  autour  du 
point  0,  dans  le  cas  où  il  n'est  sollicité  par  aucune  force  ex- 
térieure. 

291.  Cherchons  d'abord  l'équation  en  a,  bj  c,  de  la  trans- 
formée de  la  polodie. 

Soit  (i>la  vitesse  angulaire  du  solide  à  un  instant  donné  au- 
tour du  rayon  OM  ;  soient  a,  p,  y  les  angles  de  ce  rayon  avec 
les  axes  principaux;  p,  g,  r,  les  composantes  de  la  vitesse  an- 
lour  de  ces  axes  ;  soient  enfin  a,  b,  c,  les  coordonnées  planes 
du  point  W  correspondant  au  point  M. 


408  TRUNGLE 

Les  quantités  a,  bj  c,  sont  proportionnelles  aux  carrés  x% 
jf*,  %*  des  coordonnées  du  point  M  dans  l'espace,  et  par  suite 
proportionnelles  aux  carrés  des  cosinus,  cos*a,  cos*^,  cos*^ 
des  angles  de  la  direction  OM  avec  les  axes.  On  a  donc  la 
suite  de  rapports  égaux  : 


g     b     e     g-t-5-4-c 

COS*flt        COS*^        CO»*y  î  * 


COS'flC 

2T 
Mais  a  4-fr  +c=  y,  I  étant  le  moment  d'inertie  autour  de 


OM.  Donc 


Multiplions  haut  et  bas  les  seconds  membres  de  ces  égalités 
par  (D*,  et  observons  que  co  cosa=p,  cocos ^=9,  cacos  Y^^t 
et  enfin  I(i>*  ••=  H,  force  vive  du  corps,  quantité  constante  puis- 
que le  corps  n'est  soumis  à  aucun  travail  capable  de  l'altérer. 

Nous  en  déduisons 


2T  , 


H 

2T 
U 


-q\ 


Si  Ton  multipliait  la  première  par  A,  la  seconde  par 
B,  la  troisième  par  C,  et  qu'on  ajoutât,  on  en  tirerait,  en 
observant  que  Aa  -I-  Bft  -h  Ce  =:  2T ,  la  relation  connue 
H=A|)'4-Bg«4-Cr*(g278). 

292.  L'axe  G  du  couple  résultant  des  moments  des  quanti- 
tés de  mouvement  est  une  quantité  constante,  et  il  a  pour 
composantes  suivant  les  axes  les  produits  Ap,  Bq^  Cr.  On  a 
donc 

G«  =  A  V*  4-  B  V  H-  CM. 
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Remplaçant  dans  cette  équation  p*,  9*,  r*,  par  leurs 
valeurs  5^,  sm,  s??,  on  parvient  à  Téquation 

relation  linéaire  entre  les  trois  coordonnées  a,  b^  c,  et  qui 
représente  par  conséquent  une  droite  sur  le  plan  du  triangle. 
C'est  la  transformée  de  la  polodie.  On  voit  que  son  orientation 
ne  dépend  que  des  coefficients  A,  B  et  C  (Cf.  II,  g  119). 

L'axe  résultant,  6,  est  fixe  dans  l'espace;  mais  Tellipsoîde 
étant  mobile,  il  a  par  rapport  à  Tellipsoîde  un  mouvement 
relatif,  en  vertu  duquel  il  perce  successivement  la  surface 
en  divers  points  d'un  certain  lieu  géométrique.  Cherchons 
Téquation  de  la  transformée  plane  de  ce  lieu. 

Appelons  R  le  point  où  l'axe  OG  perce  à  un  instant  donné 
l'ellipsoïde,  et  soit  R'  le  point  correspondant  du  plan  du 
triangle.  Soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  du  point  R  dans  Tes- 
pace,  et  a\  h\  d  les  coordonnées  planes  du  point  R',  ou  les 
distances  de  ce  point  aux  côtés  du  triangle.  Nous  aurons 
d'abord  la  série  de  rapports  égaux  : 

X«  V«  Z«  AX« -f- BY» -f- CZ»  1 


AV       BV       C*r*.      AV4-BV-+-CV*       AV -H  B  ^ -h  C^r* 

En  effet  AX«-f-BY'  +  CZ*  =  i,  puisque  le  point  R  apparlienî 
à  l'ellipsoïde. 
On  en  déduit 


x«  = 


AV A«g 

AV»  +  B3g«  -+-  es*  ""  k^a  -h  B*6  -f  C*c' 


Y,^      BV B«6 

Z«  = 


A  V»  +  B^y»  4-  CV«        A»a  -f  Vfib  +  C»c  ' 
C»r«  CV 


AV«  4-  B5^*  4-  C^r*  —  k^a  -f  B»6  -h  C*c' 

a,  ft,  c  représentant  ici  les  coordonnées  planes  du  point  M\ 
coiTespondant  au  pôle  instantané  M  de  la  rotation. 
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Les  coordonnées  d^  V^  €^  du  point  R'  s'obtiennent  au 
moyen  des  formules  de  transformation 


et  par  suite 


_  OTA«a 

8TC«c 


formules  qui  permettent  de  passer  du  point  M'  au  point  R'. 
Pour  obtenir  Téquation  du  lieu  du  point  R%  il  faut  éliminer 
a,  fr,  centre  ces  trois  équations  et  l'équation  Aa+Rfr+Cc=2T. 
Pour  cela,  nous  les  résoudrons  par  rapport  à  o,  (,  e.  D  tient 
en  les  ajoutant 


or 


donc 


A\i  +  B^  +  <A:b^; 


et 


4T*G* 
a' H- 6' 4- c' =  g^j5j-j--pj-j-^j. 


4T*G* 
A'a  +  B»6  4- C»c  = 


U(a'4-6'  +  C) 


Substituons  dans  les  équations  qui  donnent  a\  h\  €^  en  foD^ 
tion  de  a,  fr,  c,  et  résolvons  par  rapport  ka^h^c\ 

(A»a  +  E»fr  4-  CV)  X  g^  _         4T«G«x  a> 
"  ^  2T A«  ■"  2TA«H  (a*  H-  6^  +  c') 


2TG«  <i' 


.       2TG« 


B«fl  ^  tf'4-6'-hC 


2TG« 
c=  T^rn-  X 


C^U        a'-i-6'-f  c' 
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Multiplions  la  première  par  A,  la  seconde  par  fi,  la  troL 
sième  par  C,  et  ajoutons;  il  vient 

ou  bien 
ou  enfin 

équation  linéaire,  qui  représente  encore  une  droite. 

293.  Cherchons  en  dernier  lieu  la  vitesse  du  mouve- 
ment du  point  M\  transformé  du  pdie  instantané  de  rota- 
tion, le  long  de  la  droite  qu'il  parcourt  sur  le  triangle.  Il 

An    Ah 

suffira  pour  cela  de  déterminer  l'une  des  dérivées      ,  -37, 
J-;  car  chacune  exprime  la  projection  de  cette  vitesse  sur 

ai 

la  direction  de  la  coordonnée  correspondante.  Les  équations 
du  mouvement  du  solide  sont 

B^-(C-A)pr  =  0, 
cJ-(A-B)|»,=0. 

D'un  autre  cdté  nous  avons  les  relations 

Dans  ces  équations,  le  radical  i/^  est  pris  en  valeur  absolue, 
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et  les  radicaux^)  s/b^^^  sont  seuls  susceptibles  der€C6 
voir  le  signe  -I-  ou  le  signe  — . 
DifTérentioas  les  trois  dernières  équations.  Nous  aurons 

Substituons  ces  diverses  valeurs  dans  les  équations  da 
mouvement.  Il  vient,  eu  multipliant  par  yfi^  et  en  divisant 


Ces  équations  présentent  une  ambiguïté  de  signes,  car  on 
n'est  pas  sûr  à  priori  qu'il  faille  prendre  la  même  détermi- 
nation du  radical  à  la  fois  dans  les  trois  équations.  Pour  faire 
disparaître  cttle  ambiguïté,  remarquons  que,  lorsque  le  point 
M'  atteint  Tun  des  trois  côtés  du  triangle,  Tune  des  trois 
coordonnées  a,  b,  c  devenant  nulle,  les  trois  projections  des 
vitesses  s'annulent  à  la  fois;  ce  qui  correspond  au  change- 
ment de  sens  du  mouvement.  Le  mouvement  du  point  M' est 
donc  une  oscillation  entre  les  deux  côtés  du  triangle  ren- 
contrés par  la  droite  qui  lui  sert  de  trajectoire.  Les  vitesses 
changeant  de  signe  à  chaque  extrémité  de  cette  droite,  on  voit 
que  dans  chaque  équation  la  détermination  positive  du  ra- 
dical ^abc  correspond  au  mouvement  du  pomt  M'  dans  uo 
sens,  et  la  détermination  négative  au  mouvement  en  sens 
contraire.  Reste  à  savoir  comment  on  doit  grouper  les  signes 
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des  radicaux  dans  les  (rois  équations  prises  simultanément. 
Or  on  a  identiquement . 

Donc 
Ajoutant  les  trois  équations,  nous  devrons  avoir 

ce  qui  exige  que  le  radical  ^âbê  soit  pris  dans  les  trois  équa- 
tions avec  le  même  signe. 

Les  équations  qui  donnent  les  vitesses  ne  conservent  plus 
alors  aucune  ambiguïté,  sauf  celle  qui  correspond  au  dépla- 
cement allernatif  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire,  dans  un 
sens,  puis  dans  le  sens  opposé. 

Si  deux  moments  d'inertie  principaux  sont  égaux,  par 
exemple  si  A  =  B,  le  triangle  devient  isocèle.  La  troisième 

de 
équation  donne  alors  ^=0,  ce  qui  montre  que  c  est  con- 
stant. La  polodie  a  donc  pour  transformée  une  parallèle  à  la 
base  du  triangle,  transformée  du  parallèle  que  le  pôle  décrit 
sur  la  surface  de  révolution. 

294.  A  un  instant  donné,  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  M' sur  des  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle  sont 
proportionnelles  aux  quantités 


T~r-v«^'   Vt~b-v«^'   y^-jr-v^. 


La  vilesse  elle-même  est  donc  proportionnelle  à  ^ abc  ^  ou  au 
produit  pqr.  Elle  est  nulle  aux  extrémités  de  la  droite,  et 
atteint  le  maximum  de  sa  valeur  en  un  point  intermédiaire 
qu'il  est  facile  de  déterminer,  et  dont  les  coordonnées  a,  fr,  e^ 
sont  définies  par  les  trois  équations  : 


AaH-Bfr-f  Cc=2T, 

H 
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et 

A— B       B— C , C— A_^ 

• 

295.  Examinons  en  particulier  ce  qui  arrivequand  la  trans* 

formée  plane  de  la  polodie  passe  par  le  point  B,  sommet  dr/ 

triangle.  Ce  cas  correspond  à  celui  où  la  polodie  se  conFiind 

sur  Tellipsoîde  avec  Tune  des  ellipses  limites.  Pour  qu'il  en 

soit  ainsi,  il  faut  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  a  =  0«  c=0,  et 

2T 
par  suite  b^-^.  Substituant  ces  valeurs  dans  Téqùation 

de  la  trajectoire  du  point  M%  on  trouve  la  condition 

G<=:BH. 

On  observera  que  B  est  le  moment  éTinertie  principal  moyen. 
Supposons  cette  condition  remplie.  Le  point  M'  se  mou- 
vra le  long  de  la  droite  BB^  soit  dans  un  sens,  soit  dans 
Fautre. 

Supposons  d'abord  qu'il  se  rapproche  du  point  B^  ;  la  vi- 
tesse, proportionnelle  à  y^ôi&c»  changera  de  signe  en  passant 

par  zéro  au  point  B.;  aux  environs 
>5^f«  de  ce  point,  le  produit  ^abc  est  sen- 

*uC         ^  sîblement  proporiionnel  à  la  racine 

y^j'^^'v^^^^        carrée  de  la  distance  s  du  point 
X       i         "^"""^^     mobile  au  point  B^ ,  car  a  et  c  ont 
^\  ^  sensiblement  les  valeurs  B^a^,  B/,, 

'^'  tandis  que  b  est  proportionnel  à  la 

distance  s  qtie  décrit  le  point  mobile.  L'équation  du  mouve- 
ment au  passage  du  point  B^  est  donc  de  la  forme  ^  =  ±Kv^> 

+  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  sens,  —  quand  it  a 
lieu  dans  l'autre,  et  K  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

vî 
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et 

Celle  équation  montre  que  le  point  mobile  atteint  le  point  B^ 
dans  un  temps  fini.  Après  quoi,  le  mouvement  change  de 
sens,  et  le  mobile  se  rapproche  du  point  B. 

Pour  savoir  ce  qui  se  passe  aux  environs  du  point  B,  appe- 
lons de  même  s  la  distance  mB  qui  reste  à  parcourir.  Ici  la 
coordonnée  b  est  sensiblement  égale  à  la  hauteur  BK  du 
triangle,  tandis  que  les  coordonnées  a  et  c  sont  toules  deux 
proportionnelles  à  la  distance  «,  de  sorle  que  ^ae  sera  propor- 
tionnel à  s.  Appelant  donc  K'  un  nouveau  coefficient  constant, 
nous  aurons  pour  Fëqualion  du  mouvement  à  l'approche  du 
point  B, 


OU 


de 

ê 


et 

équation  qui  pour  «=0  donne  pour  t  une  valeur  infiniment 
grande. 

Le  point  H'  mettra  donc  un  temps  infini  à  arriver  au  point 
B,  ce  qui  démontre  le  fait  annoncé  (g  286)  :  lorsque  le  pôle 
instantané  parcourt  une  des  ellipses-limites,  il  s'approche 
indéfiniment,  sans  jamais  Fatleindre,  du  sommet  de  l'ellip- 
soïde situé  à  l'extrémité  de  l'axe  moyen. 

EFFET  d'uH  couple  raSTANTAMÉ  SUR  UN  SOLIDE  ATART  UN  POINt  nXE. 

296.  Ce  qu^on  appelle  force  instantanée  est  l'impulsion 
totale,  P=  I  Fdl,  d'une  force  F,  variable  et  trésgrandc« 
agissant  pendant  un  temps  t^t^  très  court  (g  190).  Un  couple 
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instantané  est  un  couple  formé  de  deux  forces  instantanées 
(P,  —  P),  ou  de  deux  impulsions  totales,  égales,  parallèles  et 
contraires,  agissant  pendant  un  temps  très  petit. 

Supposons  qu'un  corps  solide,  ayant  un  point  ûxe  0,  soit 
en  repos,  et  qu'on  applique  à  ce  corps  un  couple  instantané 
(P, — P)  ;  on  demande  quel  mouvement  va  prendre  le  corps. 

Nous  pouvons  décomposer  ce  couple  suivant  les  trois 
plans  principaux  du  solide  au  point  0 ;  appelons  L%  M-,  If, 
les  trois  couples  composants.  Nous  appliquerons  le  théorème 
ded'Alembcrt  étendu  aux  forces  instantanées  (g  191)  :  il  ja 
équilibre  entre  les  percussions,  les  quantités  de  mouveinent 
initiales,  et  les  quantités  de  mouvement  finales  changées  de 
sens.  Appliquons  le  théorème  des  moments.  Si  p\  q^y  r'  sont 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  autour  des  axes 
principaux  à  la  fin  de  la  percussion,  Ap\  Jiq\  CK  sont  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  ces  aies, 
et  Téquilibre  entraine  par  conséquent  les  trois  équations  : 

A/>'  =  I/, 
Cr's=R'; 

c'est-à-dire  que  chaque  couple  instantané  composant  se  com- 
porte comme  s'il  était  seul.  11  suffit  en- 
suite de  composer  les  vitesses  p\  q\  r', 
pour  avoir  en  direction  et  en  grandeurb 
vitesse  angulaire  w'. 

Soit  01  l'axe  instantané,  I  le  point  où 

cet  axe  perce  l'ellipsoïde  d'inertie.  Les 

Fi    154  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  I  seront 

proportionnelles  aux  composantes  p',  q'j 

de  la  vitesse  angulaire.  Donc  le  plan  langeiit  à  l'ellipsoïde  au 

point  1 ,  plan  qui  a  pour  équation  (g  282,  2**) 

AXx-f  BYy-f  CZî  =  l. 

est  parallèle  au  plan 

V* -H  Bç'y -f- Cr'*  =  0, 
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on  enfin  au  plan 

L'4;  +  Hly  +  R'2  =  0, 

lequel,  étant  perpendiculaire  à  la  direction  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  L%  M\  N'  (g  282,  l""),  est  paral- 
lèle au  plan  du  couple  donné. 

En  d'autres  tennes,  taxe  de  rotation  autour  duquel  le  solide 
emnmence  à  tourner  sous  Faction  du  couple  instantané  (P»—  P)» 
gsl  dans  VeUipsoide  d'inertie  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce 
miÊflle. 

Le  couple  cessant  alors  d'agir,  le  corps  redevient  libre,  et 
eomme  il  possède  une  vitesse  tù'  autour  de  l'axe  instantané  01^ 
0  suit  à  partir  de  cet  instant  le  mouvement  défini  par  le  théo- 
lème  de  Poinsot.  La  rotation  ne  persiste  autour  de  la  direo 
tion  (M  que  si  cette  direction  est  celle  d'un  axe  principal. 
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397.  Supposons  qu'on  fasse  agir  sur  le  solide  un  couple 
(F, — F),  formé  de  deux  forces  finies  F,  don- 
nées à  chaque  instant  en  grandeur  et  en 
position. 

Soit  OL  Taxe  de  rotation  du  corps  à  un 
eertain  instant,  en  vertu  de  son  mouvement 
ant&rieur. 

Si  Ton  supprimait  à  cet  instant  le  couple 
(F,  —F)  pendant  un  temps  dt  très  court,  le  ^* 

corps  suivrait  pendant  ce  temps  la  loi  de  Poinsot,  et  au  bout 
da  temps  dt  il  aurait  pour  axe  de  rotation  une  droite  0L\ 
distincte  de  OL,  et  aboutissant  sur  Tellipsoîde  en  un  point  L' 
de  la  polodie,  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  L. 

A  cet  instant,  supposons  qu'on  fasse  agir  sur  le  solide  le 
couple  instantané  (F(i(,  —  ïdl)  ;  si  le  solide  était  en  repos,  il 
en  résulterait  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  01,  dia- 
mètre conjugué  du  plan  du  couple  dans  l'ellipsoïde  (g  296)» 
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En  vertu  du  principe  de  l'indépendance  de  Telfet  des  forces 
(§  li  2'')«  ^^  obtiendra  le  mouvement  effectif  du  solide  en 
composant  ensemble  la  rotation  autour  de  0L\  due  au  mou- 
vement antérieurement  acquis,  avec  la  rotation  01  due  I 
l'effet  des  forces  extérieures. 

L'axe  de  la  rotation  résultante  sera  donc  une  droite  OE 
comprise  dans  le  plan  L'OI,  et  TefTet  du  couple  aura  été  de 
déplacer  le  pôle  instantané  sur  Tellipsoîde  d'inertie  d'uae 
certaine  quantité  L'K.  la  polodie  LL'  du  théorème  de  Poinsot 
sera  remplacée  par  une  autre  route  LK  du  p6le  instantané, 
qui  sera  due  aux  effets  combinés  de  Tinertie  et  des  forces 
extérieures. 

298.  Lorsque  Tellipsoîde  d'inertie  est  une  surface  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  OZ,  la  polodie  de  Poinsot  est  un  paral- 
lèle LL' de  la  surface,  et  le  simple  jeu  de  l'inertie  assure  au 
corps  un  mouvement  uniforme  de  précessionj  sans  nutation 
(g  227).  Prenons  en  effet  pour  axe  fixe  OZ'  l'axe  OG  du  cou- 
ple des  quantités  de  mouvement;  soient  MN  le  plan  fixe  sur 
lequel  roule-  l'ellipsoïde,  et  LL'  la  polodie.  Le  mouvement  da 
corps  sera  un  roulement  uniforme  du  cdne  droit  OLL'  sur  le 

cône  droit  OXX',  et  dans  ce  mou- 
vement la  ligne  des  nœuds  ON 
sera  animée  dans  le  plan  Ï'OÏ' 
d'une  vitesse  angulaire  con- 
stante. 

L'arête  de  contact  OL  des  deux 
cônes  est  à  chaque  instant  dans 
un  même  plan  avec  les  axes  OP, 
OF  des  deux  surfaces,  et  la  ligne 
des  nœuds  ON  est  perpendicu- 
laire à  ce  plan  ;  le  plan  LON  est 
le  plan  tangent  aux  deux  cônes  suivant  la  génératrice  OL. 

299.  L'ellip^oïdc  étant  toujours  de  révolution,  l'effet  d'un 
couple  peut  encore  être  un  mouvement  de  précession  uni- 
forme. 

Soit  OZ  Taxe  de  révolution  de  Tellipsoïde;  Véquateur  de  la 


Fig.  158. 
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surface  sera  le  cercle  EE'.  Supposons  que  le  mouvement  du 
corps  soit  le  résultat  du  roulement  du  cane  droit  OLL',  alta- 
cfië  à  IVUipsoîde,  sur  le  oAne  droit  fixe  OXX'.  Dans  ce  cas  la 
ligne  des  nctud»,  ON,  intersection  du  plan  de  l'équateur  avec 
le  plan  Y'OX'  pcqiendiculaire  à  l'axe  OZ'  du  cftne  fixe,  sera 
aoimée  d'un  mouvement  de 
rotation  unirorme  autour  du 
point  0.  Elle  est  normiile  au 
plan  POF  conduit  par  les  axes 
des  deux  cdnes,  et  à  l'arâte 
de  contact  OL. 

Soit  u  la  vitesse  angulaire 
du  Bolîdeautourde  l'arëteOL. 
Cherchons  l'axe  des  moments 
des  quantités  de  mouvement. 
Décomposons  pour  cela  la 
vitesse  u  suivant  trois  axes 
principaux  de  l'ellipsoïde  d'înerlîe  au  point  0.  L'ellipsoide 
étant  de  révoluUon  autour  de  OZ,  on  peut  prendre  arbi- 
trairement pour  axes  principaux  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  le  point  0  dans  le  plan  de  l'équateur.  Nous 
choisirons. la  droite  ON,  et  une  autre  droite  OK,  menée  dans 
ce  plan  perpcadiculairemenl  k  ON  et  coolenue  dans  le 
plan  POP.  Soit  A  le  moment  d'inertie  du  solide  autour 
de  OX;  A.  sera  aussi  le  moment  d'inertie  autour  de  ON;  ap- 
pelons C  le  moment  d'inertie  autour  de  OZ.  La  vitesse  an- 
gulaire cd  nous  donnera  une  composante  p  suivant  OX,  cl 
une  composante  r  suivant  OZ;  la  troisième  composante  sui- 
vant ON  sera  nulle,  puisque  ON  est  perpendiculaire  à  l'axe 
OL  de  la  rotation  u.  On  obtiendra  donc  les  composantes 
de  l'ne  des  moments  en  prenant  sur  OX  une  longueur 
OA^  Ap,  et  sur  OZ  une  longueur  OC  ^  Cr  ;  l'axe  cherché  OG 
sera  ta  résultante  de  ces  deux  longueurs  (g  276).  On  voit  que 
cet  axe  est  contenu  dans  le  plan  POt'  ;  que  de  plus  la  rotation 
u  étant  constante,  et  Taisant  toujours  les  mêmes  angles  avec 
les  directions  OX  et  OZ,  OG  aura  une  longueur  constante,  et 
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fera  un  angle  constant  avec  l'axe  OZ'  ;  en  d'autres  termes,  06 
décrira  autour  de  OZ'  un  cône  droit,  avec  la  même  vitesse  an- 
gulaire que  l'axe  OZ  de  l'ellipsoïde  mobile.  L'extrémité  G  décrit 
dans  ce  mouvement  une  circonférence  GC  avec  une  vitesse 
constante,  normale  au  plan  Z'OG,  et  par  conséquent  paral- 
lèle à  la  ligne  ON.  Or  la  vitesse  de  rextrëmité  de  Taxe  du 
couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
est  à  chaque  instant  égale  et  parallèle  à  l'axe  du  couple  résul* 
tant  des  moments  des  forces  extérieures  (§  160).  Donc  enSûf 
pour  imprimer  au  solide  le  mouvement  de  préeession  uniforme 
défini  par  le  roulement  du  cône  OLV  sur  le  cône  /ix4  0XX%  avec 
une  vitesse  angulaire  co,  il  faut  appliquer  au  solide  un  couple 
dont  Vaxe  soit  à  cliaque  instant  parallèle  à  la  Upie  des  ncoÊds 
ON ,  el  qui  ait  pour  mesure  la  vitesse  linéaire  constante  du  point  G. 
300.  Pour  calculer  la  valeur  de  ce  couple,  appelons  a 
l'angle  LOZ,   p  l'angle  LOZ';   on  en   déduit  r =«10080, 
p=:(i>sina.  Soit  4  la  vitesse  angulaire  de  la  préeession;  h 
vitesse  4  sera  la  composante  autour  de  OZ'  de  la  rotation  m» 
décomposée  suivant  les  axes  02',  OZ.  On  aura  donc 

OOSlOA  81D/I 

La  longueur  OG  est  égale  à 

V/AV*  +  C*r«  =  »VA«sin««-hC«cos««. 

Elle  fait  avec  OZ'  un  angle  GOP  égal  à  la  différence  AOG  —  AO?. 
Or  Tangle  AOG  est  donné  par  sa  tangente 

Cr  __  Ccosg_  G 

et  l'angle  AOZ'  est  égal  à  |  —  p. 
Donc 

ftinGOI  =  sin  AOG  cosAOZ'  —  cosAOG  sinAOZ' 

Ccosa  .    ^  Asina 

sin  ^  —  .        COS|L 


VC«cob«a  4-  A*sia«a  V^C*CO;>*«  +  A<8iD<a 

Ccosa  sJD/i  — Asingcos|i 
VC<cos*a-f  A«sin*« 
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La  distance  du  point  G  à  l'axe  OZ'  est  égale  à 

M  (Ccosa  sin^  ^  A  sin  «  cosji), 

et  la  vitesse  linéaire  du  point  G  dans  le  mouvement  de 
préoession  est  le  produit  de  cette  distance  par  ^,  ou  par 

— r-T^  C'est  la  valeur  du  couple  cherché,  dirigé  suivant  la 

ligne  des  nœuds  : 


N 


^^^  (Ceot  «  lin  ^  -  A  8in  a  cosjl). 


APPI ICATIOR  AU  MOUVEMENT   DE  LA   TOUPIE. 


301.  Le  mouvement  conique  uniforme  de  la  toupie  con- 
firme la  théorie  qui  vient  d'être  exposée. 

La  toupie  est  un  solide  de  révolution  autour  de  l'axe 
OZ,  et  terminé  à  sa  partie  inférieure  par  une  pointe  en  fer 
0,  qui  repose  sur  un  plan  ho- 
rizontal Y'OX'.  L'ellipsoïde  d'iner- 
tie de  la  toupie  au  point  0  est 
aussi  de  révolution  autour  de 
l'axe  OZ. 

Supposons  que  le  mouvement 
conique  de  la  toupie  soit  réalisé  ; 
elle  tourne  alors  autour  de  son 
axe  OZ  avec  une  certaine  vitesse 
angulaire  6,  et  en  même  temps 
l'axe  OZ  tourne  autour  de  la  ver* 
ticule  OZ'  avec  une  vitesse  angu- 
laire ^y  que  nous  avons  appelée 
la  vitesse  de  précession.  Pour  trouver  l'axe  instantané  de 
rotation,  composons  la  rotation  <I>  autour  de  OZ'  avec  la 
rotation  6  autour  de  OZ.  La  résultante  Oco  sera,  en  grandeur 
et  en  direction,  l'axe  de  la  rotation  instantanée;  la  direc- 
tion Oîù  sera  l'arête  de  contact  des  deux  cônes  circulaires 


Fig.  1S8. 
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dont  Tun  roule  sur  l'autre  dans  le  mouvement  du  solide» 
Examinons  ce  qui  se  passe  à  Tinslant  où  Taxe  OZ  de  la 
toupie  traverse  le  plan  Z'Or.  Au  point  0  élevons  dans  ce 
plan  la  droite  OX  perpendiculaire  à  OZ  ;  ce  sera  un  axe  pria* 
cipal  de  rellipsoïde  d'inertie.  Décomposons  la  rotation  instan* 
tanée  Oco  suivant  les  deux  directions  rectangulaires  OZ  et  OX^ 
ce  qui  nous  donne  les  composantes  p=Op  autour  de  OX,  éi 
r=zOr  autour  deOZ;  puis  formons  les  produits 

Axp  =  OA,      GXrssOG; 

la  résultante  OG  des  deux  droites  OA,  OC,  sera  l'axe  des  mo- 
ments, qui  suivra  le  mouvement  du  plan  Z'OZ.  La  vitesse 
linéaire  du  point  G  autour  de  l'axe  OZ'  sera  égale  au  produit 
GIlx<>;  c'est  la  mesure  du  couple  qui  doit  être  appliqué 
au  solide,  et  dont  l'axe  doit  être  à  chaque  instant  parallèle  i 
la  ligne  des  nœuds.  Or  la  seule  force  qui  sollicite  le  corps 
(abstraction  faite  de  la  réaction  du  point  0,  dont  le  moment 
est  nul),  est  le  poids  P  de  la  toupie,  appliqué  en  son  œntre 
de  gravité  I  ;  le  plan  du  couple  formé  par  les  forces^  exté- 
rieures transportées  au  point  0  est  donc  le  plan  Z'OZ,  et 
l'axe  du  couple  est  bien  dirigé  suivant  la  ligne  des  nœuds, 
OY'.  Le  moment  du  couple  est  d'ailleurs  égal  à  P  x  Oî.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  précession 
uniforme  est  donc 

p  X  Ci  =  GH  X  ♦. 

Nous  avons  négligé  le  couple  dû  au  frottement  de  la  pointe 
0  sur  le  plan  fixe  :  ce  couple  n'est  pas  sans  influence^  puis- 
qu'on observe  une  réduction  graduelle  de  la  vitesse  de 
rotation  propre,  6,  de  la  toupie,  réduction  due  au  travail 
négatif  du  frottement  sur  le  plan  dappui.  Les  réactions 
du  plan  Y'OX'  sur  la  toupie  comprennent  en  réalité  une 
force  et  un  couple;  le  couple  est  dû  au  frottement  du  pivot. 
La  force  peut  se  décomposer  en  deux  :  Tune  verticale  et  égale 
au  poids  P;  l'autre  horizontale,  et  qui  fait  équilibre  aux  forces 
contriluges  développées  parla  rotation  ^de  la  toupie  autour 
de  Taxe  OZ'. 


DE  U  TOUPIE.  «3 


6TB0600PE  DE  FOUCAULT. 

303.  On  donne  le  nom  de  gyroscope  à  deux  appareils  diffé- 
rents :  Tun  sert  à  montrer  rinfluence  de  la  rotation  de  la  terre 
sur  un  corps  solide  auquel  on  communique  un  mouyement 
rapide  de  rotation  autour  d'un  axe  libre  de  prendre  dans  l'es- 
pace telle  orientation  qu'on  voudra,  sans  cesser  de  passer  par 
le  centre  de  gravité  du  corps  mobile.  L'autre  appareil  consiste 
aussi  en  un  corps  solide  monté  sur  un  arbre  auquel  on  im- 
prime un  mouvement  rapide  de  rotation,  mais  il  a  pour  objet 
de  faire  voir  le  mouvement  de  précession  uniforme  qui  ac- 
compagne le  mouvement  de  ro-  ^| 
tation  propre,  lorsqu'on  sup- 
prime l'un  des  deux  appuis  fixes  kr-J^- î"^^>^-..       P 
de  l'arbre  tournant.                              aJ-      'JL^^^^    N   ' 

La  théorie  de  ces  deux  appa-         A'^     e^i i  )  ^^^^^^:ry." 
«ils  exige  une  analyse  délicate,     "'^  _  '  ..\i^  - -^^ 

que  nous  remettrons  à  un  pro-  | 

chain  chapitre;  nous  en  donne-  '*  ^ 

rons  ici  un  simple  aperçu.  Oc-  ^^^'  ^^* 

cupons-nous  d'abord  du  second  gyroscope,  qui  a  une  com- 
plète analogie  avec  la  toupie. 

L'appareil  consiste  en  une  sorte  de  tore  massif,  C,  tra- 
versé par  son  axe  de  révolution  AB,  que,  pour  fixer  les 
idées,  nous  supposerons  horizontal  ;  les  deux  extrémités  de 
l'axe  reposent  sur  des  paliers  a  et  fr,  dont  on  réduit  le 
plus  possible  le  frottement  par  un  bon  graissage.  Le  pa- 
lier a  est  monté  sur  une  suspension  à  la  Cardan  (I, 
§  293)  qui  laisse  à  l'axe  Âfi  toute  liberté  de  prendre  dans 
l'espace  une  orientation  quelconque.  La  fixité  de  Taxe  est 
assurée  au  commencement  de  l'expérience  par  le  second 
palier  by  suspendu  par  un  fil  à  un  point  fixe  D,  ou  simple- 
ment porté  à  la  main  par  l'observateur.  On  approche  le  tore 
de  la  jante  d'une  roue  mise  en  mouvement  par  un  équipage  de 
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rouesdcntécs.  Lp  gyroscope  se  met  àlourncraulourderascAB, 
avec  une  vitesse  angulaire  qu'on  peut  rendre  très  grande,  d 
il  conserve  celle  vile^se  qnand  la  roue  motrice  a  Hè  écartôo. 
Alors  on  supiirime  brusquement  l'appui  b,  soit  en  brûlant  le 
fll,  soit  en  abandonnant  le  palier  tenu  à  la  main.  L'cxtrèmîti 
B  do  l'axe  tend  aussilAt  à  tomber,  mais  l'axe  ne  s'abaisse  <i 
réalité  que  d'une  quantité  imperceptible,  et  l'appareil  prt'iiJ 
sur-le-champ  un  mouvemeni  de  précession,  en  vertu  duquel 
l'axe  AB  parcourt  le  plan  horizunlul  avec  une  vitesse  an- 
gulaire conslanle  autour  du  point  A.  Cette  unirurmîté  dn 
mouvement  n'est,  du  reste,  qu'apparente,  et  l'analyse  montre 
que  lu  prèccs^^ion  uniforme  du  plan  vertical  Z'ABest  accoia- 
pagnéc  d'une  nutalion  très  petite,  c'est-à-dire  d'une  vat  ïalioR 
périodique  ilo  l'angle  Z'AB. 

Bornons-nous  à  considérer  la  précession  uniforme,  el  cher- 
chons quel  est  le  couple  qui  proiluit  ce  mouvement. 

Soit  6  la  vitesse  angulaire  du  tore  autour  de  son  axe,  et  4 
la  vitesse  anguluiic  de  l'axe  autour  de  AZ.  Si  la  première 
est  dirigée  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  la  seconde  sera  dirî^'ée 
dans  le  sens  de  la  fléclie  f,  comme  si  le  tore  roulait  contre  un  plat 
horizontal  placé  au-dessus  de  lui.  Prenons  donc  AE^6  .'ur 
l'axe  AB,  et  AF^*!' sur  l'axe  AZ'.  Composons  ces  deux  droites: 
la  résullanle  AUseracn  grandeur  el  en  diiection  l'axe  inst.iii- 
lané  de  rolation,  c'est-à-dire  la  généraliice  de  coolact  des 
cônes  directeurs  du  mouvement  de  Tapparpil.  Nous  devons 
décomposer  la  résultante  suivant  les  axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïile  d'inertie  du  gyroscope  au  puint  A  ;  mais  le  gyroscope 
étant  un  solide  de  révolution,  el  l'angle  Z'Ali  étant  suppini 
droit,  ces  axes  sont  les  droites  AB  cl  AZ'  elli  s-mémes  :  les 
composunles  p  et  r  sont  respectivement  éf;ales  à  0  el  à  1^. 
Formons  les  produits  Ap  ^A<I>  el  Cr  =  C8,  puis  coraposon^- 
les;  nous  aurons  pour  résultante  l'axe  AG  des  moments  lîcs 
quantités  de'mouvtnient.  La  i'if^«se  du  point  G  sera  dirigL-C 
perpendiculaiiemcnt  au  plan  Z'AB,  et  en  av^mt  de  ce  plan; 
elle  est  égale  à  GKx*.  Ti;lle  est  la  mesure  du  couple  qui 
produit  la  précession.  L'axe  de  ce  couple  est  parallèle  i  la 
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vitesse  du  point  G,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  Z'AB. 
CVst  donc  une  droite  AN,  perpendiculaire  au  plan  Z'AB;  celle 
droite  est  rtn'ersection  du  plan  fixe  normal  à  Taxe  AZ'  avec 
le  plan  mobile  Z'AN,  qui  est  Véquateur  de  TeUipsoîde  d*iner(ie 
du  gyroscope  an  point.  A;  c'est,  en  d'autres  termes,  la  ligne 
des  nœuds  du  mouvement  que  nous  étudions. 

Les  forces  extérieures  doivent  produire  un  couple  dont 
Taxe  soit  la  droite  AN,  et  dont  le  moment  soit  égal  à  GK  X4>. 
'Or  les  forces  extérieures,  abstraction  faite  de  celles  qui 
sont  ap'^^'quées  au  point  A  et  dont  le  moment  est  nul,  se  ré- 
duisent a  la  pesanteur;  le  poids  P  du  gyroscope,  appliqué 
en  son  centre  de  gravité  I,  donne  naissance,  quand  on  le 
transporte  au  point  A,  à  un  couple  dont  le  moment  est 
PxAI  et  dont  Taxe  est  la  droite  AN,  perpeudiculuiie  à  son 
plan.  Toutes  les  conditions  seront  donc  remplies  si  Ton  a 
l'égalité  :  PxAI=GKx4>,  relation  qui  ré^le  la  vitesse 
angulaire  4>. 

La  nufation  provient  de  ce  qu'au  moment  où  Ton  supprime 
Fappui  bj  l'axe  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est 
dirigé  suivant  la  droite  Afi  elle-même.  Pour  supprimer  la  nu- 
fation, il  faudrait  amener  tout  d*un  coup  Taxe  des  moments  à 
la  position  AG  qui  convient  à  la  précession  uniforme.  Il  suffi- 
rait, pour  cela,  d'imprimer  à  Taxe  A6,  à  Tinstant  où  la  main 
abandonne  l'appui,  la  vitesse  <>  qu^il  tend  à  conserver  une  fois 
le  mouvement  établi. 

30«3.  Ldiprécessiondes  ^i9timox^5,pbénoméne  que  nous  avons 
décrit  dans  la  Cinématique  (?  177),  déplace  d'environ  SO*'  par 
an,  en  sens  inverse  du  mouvement  apparent  du  soleil,  la 
droite  d'intersection  de  Téquateur  terrestre  avec  réclipti<|ue. 
En  combinant  ce  mouvement  avec  le  mouvement  de  rotation 
de  la  terre,  on  reconnaît  que  l'axe  instantané  du  globe  ter- 
restre n'est  pas  rigoureusement  fixe  dans  notre  globe  :  le  mou- 
vement réel  de  la  terre  consiste  dans  le  roulement  d'un  cône 
droit  très  peu  ouvert,  faisant  corps  avec  elle,  au  dedans  d'un 
cône  droit  fixe,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  l'écliptique,  et 
dont  le  demi-angle  au  centre  est  égal  à  l'inclinaison  de  l'é- 
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cliptique  sur  l'équateur.  Appliquant  la  théorie  précédente,  on 
reconnaît  que  la  précession  uniforme  du  gbbe  est  due  à  un 
couple  dont  l'aie  coïncide  avec  la  ligne  des  nœuds»  c'est-à-dire 
avec  l'intersection  de  l'équateur  et  de  Tédiptique.  Le  moment 
de  ce  couple  est  d'ailleurs  très  faible.  La  théorie  de  la  gra- 
vitation conduit,  en  efTet,  à  reconnaître  l'existence  d'un  tel 
couple.  Il  est  dû  à  laction  du  soleil  sur  le  renflement  équato- 
rial  de  la  surface  terrestre.  Si  la  terre  était  parfaitement  sphé- 
rique,  la  résultante  des  actions  du  soleil  sur  tous  les  points 
matériels  qui  la  composent  serait  une  force  passant  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité  du  globe,  et  cette  force  ne  con- 
tribuerait pas  à  lui  imprimer  une  rotation  autour  de  ce  points 
Mais  le  globe  terrestre  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion légèrement  aplati  aux  pôles  et  légèrement  renflé  dans  la 
région  équatoriale.  De  là  une  petite  déviation  de  la  résultante 
des  actions  solaires  :  cette  force,  transportée  au  centre  de 
gravité  du  globe,  donne  naissance  au  couple  qui  produit  la 
précession  observée. 

La  gravitation  explique  aussi  le  phénomène  de  la  iiu^a/ûm, 
et  le  rattache  à  lattraction  de  la  lune.  Mais  cette  partie  du 
problème  est  beaucoup  plus  compliquée. 

304.  Passons  au  premier  gyroscope  de  Foucault,  c'est-à-dire 
à  Tappareil  destiné  à  mettre  en  évidence  la  rotation  du  globe 
terrestre  (g  302).  Il  est  représente  dans  la  figure  160. 

Test  le  corps  tournant.  C'est  un  tore  métallique,  plein,  bien 
centié  sur  son  axe  dé  rotation.  Il  est  monté  sur  un  arbre  en 
acier,  dont  les  deux  bouts,  dressés  en  pointes,  viennent  s'en- 
gager dans  deux  crapaudines  fixées  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  de  l'anneau  circulaire  AaA'.  Cet  anneau  s'articule 
aux  points  A  et  A',  extrémités  du  diamètre  normal  à  l'axe  du 
tore,  avec  un  second  anneau  ABA'B'  vertical,  mobile  autour 
du  diamètre  LB',  vertical  et  normal  au  diamètre  AA'.  Les  ar- 
ticulations A,  A'  sont  analogues  à  celles  de  la  balance  ordi- 
naire ;  ce  sont  des  couteaux  d'acier  dont  le  tranchant  pose  sur 

*  On  verra  plus  loin  que  le  centre  de  gra\ité  d'un  corps  libre  peut  être  regirdé 
«omme  lixe  dans  la  rotation  du  corps. 
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ijes  plans  d'agale.  Le  diamètre  6B'  est  monté  sur  pointes 
prises  dans  des  crapnudincs;  mais  pour  réduire  le  frotle- 
ment  qui  se  développerait  dans  la  crapaudine  inférieure  si 
l'appareil  reposait  sur  le  pivot  B',  on  attache  le  point  B  à 
un  fil  suspendu  à  la  \is  V,  qui  permet  de  soulever  le  cer- 
cle ABA'B' d'une  petite  quan- 
tité, de  manière  à  empê- 
cher le  contact  de  la  pointe 
B*  avec  !c  fond  de  la  crapau- 
dine; l'assemblage  B'  ne 
sert  plus  alors  qu'à  assurer 
la  direction  de  l'aie  vertical 
BB'.  Le  pied  S  esl  monté  sur 
trois  vis  calant&s,  au  moyen 
desquelles  on  peut  amener 
l'axe  CB'  à  Cire  vei'lic;il,  et 
par  suite  l'axe  AA' a  être  ho- 
rizontal. 

Dans  ces  conditions,  t'axe 
du  tore  peut  prendre  dans 
l'espace,  sans  déplacement 
du  centre  de  la  partie  mo- 
bile, une  orientation  quel-  f 
conque.  On  peut,  en  effet,  _.-' 

en  faisant  tourner  le  cercle  ~,        '," 

BAB'  autour  de  la  verticale 

BB',  amener  l'axe  du  tore  dans  tel  azimut  qn'on  voudra. 
Faisant  ensuite  tourner  le  cercle  AaA'  autour  de  l'horizon- 
tale AA',  on  lui  fera  faire  un  angle  quelconque  avec  l'hori- 
100.  C'est  encore  une  suspension  à  la  Cardan.  Et  pour  opérer 
CCS  mouvements,  on  n'éprouvera  d'autre  résistance  que  les 
frottements  des  articulations;  car  la  pesanteur  ne  produit 
aucun  travail,  puisque  le  centre  de  gravité  de  l'appareil 
reste  immobile.  Les  frottements  sont  d'ailleurs  exlri'mement 
faihics,  par  suite  des  précautions  prises  dans  la  construction, 
et  du  faible  poids  des  parties  mobiles,  d'où  résulte  la  peli- 


488  GYROSCOPE 

lessc  des  pressions  mutuelles.  Le  tore  est  donc  à  très  peu 
près  dans  la  condition  d'un  corps  solide  parfaitement  libre 
de  tourner  autour  de  son  centre  de  granité. 

On  imprime  au  tore,  au  moyen  d'un  système  de  roues  den- 
tées, une  rotation  rapide,  de  200  à  250  tours  par  seconde  par 
exemple.  Ce  mouvement  donne  naissance  aux  forces  appa- 
rcnles  dues  à  la  rotation  de  la  terre,  c'est-à-dire  aux  farea 
centrifuges  composées;  le  corps  solide  mobile  autour  d'un 
point  fixe  cède  à  Faction  de  ces  forces,  et  prend  par 
'^apport  au  globe  terrestre  un  certain  mouvement  que  Ton 
pourra  observer,  et  qui  sera,  comme  dans  l'expérience  da 
pendule,  une  preuve  de  la  rotation  de  la  terre.  Foucault  i 
indiqué  deux  expériences  au  moyen  desquelles  le  gyroscope 
permet  de  trouver,  en  un  lieu  donné,  la  direction  du  méridien 
et  la  latitude. 

505.  L'expérience  qui  donne  la  direction  du  méridien  con- 
siste à  supprimer  l'articulation  ÂA',  ou,  ce  qui  revient  ta 
môme,  à  suspendre  l'anneau  ÂaA'  dans  le  cercle  vertical  par 
les  prolongements  de  l'axe  du  tore.  Il  résulte  de  cette  dispo- 
sition que  Taxe  du  tore  perd  la  faculté  de  s'incliner  à  Tho- 
rizon,  fout  en  conservant  sa  mobilité  dans  le  plan  horizontaL 
On  observe  alors  que  l'axe  du  tore  tenil  à  se  placer  dans  le 
plan  du  méridien,  el  de  telle  manière  que  la  rotation  du 
gyroscope  s'effccluc  dans  le  môme  sens  que  la  rotation  du 
gltjbe  Si  Taxe  du  tore  part  d'une  position  initiale  peu  diffé- 
rente du  méridien,  il  s'en  rapprochera,  puis  la  dépassera,  et 
y  reviendra  après  une  série  d'oscillations  de  part  et  d'autre  de 
sa  position  d'équilibre,  comme  l'aiguille  aimantée  oscille 
avant  de  s'arrêter  dans  la  direction  du  méridien  magnéti- 
que. On  déduit  de  cette  expérience  la  proposition  suivante  : 
Quand  un  corps  tounie  autour  (Pun  axe  libre  d'osciller  dans 
le  plan  horizontal,  la  rotation  de  la  terre  développe  une  force 
directrice  (iippaiente)  qui  sollicite  Taxe  du  corps  à  se  rapprocher 
du  méridien  y  et  dispose  ce  corps  à  tourner  dans  le  même  sens 
que  le  (jlobe, 

500.  La  seconde  expérience,   qui  donne  la   latitude,  se 
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fait  en  rendant  la  mobilité  à  Taxe  AA',  après  avoir  orienté  à 
demeure  le  cercle  fiAB'A  dans  le  plan  verlical  qui  va  de  TE^t 
à  l'Ouest,  de  manière  que  Taxe  du  tore  soit  contenu  dans  le 
méridien.  On  met  le  tore  en  mouvement  autour  de  cet  axe» 
que  nous  supposerons  horizontal  au  commencement  de  Tex- 
périence.  La  rotation  du  tore  doit  être  de  même  sens  que  celle 
de  la  terre. 

Alors  on  voit  Taxe  du  tore  se  déplacer  dans  le  plan  du 
méridien,  et  osciller  jusqu'à  ce  qu'il  se  soit  dirigé  parallèle- 
ment à  l'axe  de  la  terre;  dans  cette  poh^ition  tu  il  reste  en 
équilibre,  son  inclinaison  sur  l'horizon  est  égale  à  la  latitude 
du  lieu  de  l'observation.  On  en  déduit  cette  autre  proposition  : 
Tout  corps  tournant  autour  d'un  axe  libre  de  se  diriger  sans  sortir 
du  méridien  tend  à  s* orienter  de  manière  à  rendre  son  axe  pa- 
rallèle à  Vaxe  de  la  terre^  et  à  tourner  dans  le  même  sens  quelle. 

Ces  deux  principes  constatés,  le  gyroscope  fournit  un  moyen 
mécanique  de  déterminer,  sans  aucune  opération  astrono- 
mique, la  direction  du  méridien  et  la  latitude  pour  un  point 
qu(*Iconque  du  globe. 

307.  Nous  nous  bornerons  dans  ce  chapitre  à  donner  une 
démonstration  sommaire  des  deux  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer. 

Nouis  démontrerons  successivement  :  l""  que  la  position  du 
tore  dans  laquelle  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  du  globe  est 
une  position  d'équilibre;  2^  que  cette  position  est  stable 
lorsque  la  rotation  du  tore  a  lieu  dans  le  même  sens  que 
la  rotation  de  la  terre,  et  instable  quand  elle  a  lieu  en  sens 
opposé;  3"*  qu'enfin  si  l'on  assujettit  l'axe  du  tore  à  rester 
horizontal,  l'orientation  dnns  le  plan  du  méridien  est  pour 
cet  axe  une  position  d'équilibre. 

Ces  points  établis,  les  deux  propositions  de  Foucault  en 
résulteront  ;  dans  les  expériences  indiquées,  l'axe  du  tore  est 
en  effet  assimilable  à  un  système  à  liaisons  complètes;  s'il  y 
a  une  position  d'équilibre  stable  pour  ce  système,  et  qu'il 
parle  du  repos,  le  simple  jeu  des  forces  suffira  pour  Tamener 
à  cette  position  après  une  série  d'oscillations  dont  les  rési- 
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stances  accessoires  tendent  de  plus  en  pins  à  réduire  TampU* 
tude. 

308 .  La  forcecentrifuge  composée,  pour  un  point  de  masse  », 
animé  d'une  vitesse  apparente  Vr  à  la  surface  de  la  terre,  est 
égale  à  2m(i>rr  sina,  expjession  où  ta  représente  la  vitesse  angu- 
laire de  la  rotation  du  globe,  Vr  la  vitesse,  et  v^sina  la  pro- 
jection de  cette  vitesse  sur  le  plan  de  Téquateur.  Cette  force  est 
normale  à  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à  l'axe  du  globe. 

1"*  Soit  0  la  projection  de  l'axe  du  tore,  que  nous  suppose- 
rons parallèle  à  Taxe  du  globe  ;  supposons,  de  plus,  que  les 
rotations  du  globe  et  de  l'appareil  s'effectuent  dans  le  même 

sens;  Vaccélération  eamplémentaire  dans 
le  mouvement  relatif  d'un  point  A  sera 
dirigée  parallèlement  à  la  direction  BC, 
dans  laquelle  la  rotation  »,  transportée 
en  A,  tend  à  entraîner  l'extrémité  B  de  la 
vitesse  relative  de  ce  point  A.  La  /bref 
centrifuge  composée  a  une  direction  oon- 
traire.  Elle  est  à  la  fois  perpendiculaire  à 
la  vitesse  AB  et  à  l'axe  de  la  rotation  m, 
lequel  est  parallèle  à  l'axe  projeté  en  0.  Elle  a  donc  la  direc- 
tion AD,  en  prolongement  du  rayon  OA;  en  d'autres  termes, 
elle  est  centrifuge. 

2**  Si  le  tore,  placé  dans  la  même  position,  tournait  en  sens 
inverse,  les  forces  centrifuges  composées  seraient  dirigées  en 
sens  contraire;  elles  seraient  centripètes. 

Dans  les  deux  cas,  les  forces  centrifuges  composées  se  dé- 
truisent deux  à  deux  et  ne  développent  aucune  tendance  ao 
déplacement  de  l'axe.  Par  suite,  le  gyroscope  est  en  équi- 
libre dès  que  son  axe  est  parallèle  à  Taxe  du  monde.  Il  est  fa- 
cile de  voir  en  même  temps  que  l'équilibre  est  stable  dans  le 
premier  cas  et  instable  dans  le  second;  car  si  Ton  incline  infi- 
niment peu  Taxe  dans  un  sens  quelconque  (fig.  162),  les 
forces  centrifuges  composées  conservent  sensiblement  leurs 
parallélismes  et  leurs  grandeurs;  elles  tendent  donc,  si  elles 
sont  centrituges,  à  ramener  Taxe  à  la  position  00'  qu'il  vient 
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de  quitter,  tandis  qu'elles  tendent  à  l'en  écarter  davantage  et 
à  faire  ekavirer  le  tore,  si  elles  sent  ceutrip^les. 


Fig.  161 

S09.  Lorsque  le  gyroscope  est  placé  au  pâle  de  la  terre  et 
que  l'axe  du  tore  est  dirigé  horizontalement,  Tapparcil  est  en- 
core en  équilibre.  En  effet,  toutes  les  forces  centrifuges  com- 
posées sont  alors  parallèles  à  l'axe  de  rotation  du  tore,  et 
comme  tout  est  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  mené 
par  cet  axe,  elles  ne  peuvent  contribuer  à  en  changer  Torien- 
tation  ;  car  elles  se  composent  en  une  seule  force  dirigée  sui- 
tant  l'axe  lui-même.  L'équilibre  existe  donc,  et  il  est  indiffé- 
rent j  puisqull  subsiste  quelle  que  soit  la  direction  horizon- 
tale donnée  à  Taxe  du  tore.  Il  en  doit  être  ainsi  au  pôle  du 
globe  :  l'orientation  dans  le  plan  horizontal  est  nécessaire- 
ment indifférente,  puisque,  pour  un  observateur  placé  en  ce 
point,  il  n'y  a  ni  Nord,  ni  Est,  ni  Sud,  ni  Ouest.  Mais  si  on 
laisse  l'axe  du  tore  libre  de  s'incliner  sur  le  plan  horizontal, 
après  l'en  avoir  fait  sortir,  il  tendra  à  devenir  vertical,  c'est- 
à-dire  parallèle  à  l'axe  du  monde,  et  à  prendre  sa  position 
d'équilibre  stable  comme  en  tout  autre  point  du  globe. 

310.  Ces  remarques  permettent  de  retrouver  les  proposi- 
tions de  Foucault  pour  un  point  quelconque  de  la  surface 
terrestre. 

J.  A  l'équateur,  la  position  d'équilibre  du  gyroscope  est 
celle  pour  laquelle  son  axe  est  parallèle  à  Taxe  du  globe  ;  or 
cette  direction  est  horizontale;  dans  ce  cas  particulier,  les 
deux  propositions  de  Foucault  n'en  font  qu'une  et  sont  justi- 
fiées à  la  fois  par  les  observations  du  g  508. 

U.  Passons  à  un  point  M  quelconque  de  l'hémisphère  boréal. 
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Fig.  163. 


Soit  P  le  pôle,  0  le  centre  de  la  terre.  Au  point  0,  menons  dans 
le  plan  MOP  une  droite  ON  perpendiculaire  à  OM  ;  décompo- 
sons la  rotation  u)  du  globe  suivant  les 
axes  OM,  ON;  la  longueur  OP  représen- 
tant la  rotation  ci>,  OI=:p  sera  la  compo- 
sante autour  de  la  verticale  OM,  et  011= f 
la  composante  autour  de  la  droite  ON. 
Supposons  que  le  gyroscope  soit  disposé 
pour  la  première  expérience  de  Fou- 
cault, celle  où  l'axe  du  tore  est  assujetti 
à  rester  horizontal.  Nous  pouvons,  pour  chercher  la  position 
d'équilibre,  examiner  successivement  l'influence  des  deux 
rotations  composantes  p  et  q. 

A  regard  de  la  rotation  p,  le  point  M  est  le  pôle  du  globe; 
donc,  en  vertu  de  la  remarque  du  §  309,  l'équilibre  du  tore 
est  assuré  dès  que  son  axe  est  horizontal,  quelle  que  soit  son 
orientation. 

A  l'égard  de  la  rotation  9,  le  point  M  est  un  point  de  l'équa- 
teur  terrestre  ;  donc  le  tore  a  pour  position  d'équilibre  celle 
où  son  axe  est  parallèle  à  ON,  c^est-à-dire  celle  où  son  axe  s'o- 
riente dans  le  plan  horizontal  parallèlement  au  méridien  (I). 
L'ensemble  des  deux  rotations  p  et  ç,  c'est-à-dire  la  rota- 
tion (I),  assurera  donc  au  tore  celte  dernière  position  d'équi- 
ibre,  car  la  rotation  q  l'exige,  et  elle  convient  également  à  la 
rotation  p.  La  première  proposition  de  Foucault  est  ainsi 
démontrée. 

III.  Si  l'on  rend  la  mobilité  à  l'axe  AA',  l'équilibre  corres- 
pondant à  la  rotation  p  cesse  d'être  stable  (§  509),  et  la  seule 
position  d'équilibre  stable  est  celle  qui  rend  l'axe  du  tore 
parallèle  à  1  axe  du  monde,  conformément  à  la  deuxième 
proposition. 


CHAPITRE  III 

■  OUVMINT  D*UN  CORPS  SOLIDE  LIBRE 


311.  Étant  donné  un  corps  solide  libre  dans  l'espace,  son 
«entre  de  gravité  a  le  mouvement  d'un  point  matériel  de 
masse  ^aleà  la  masse  totale  du  solide,  qui  sérail  sollicité  par 
loutes  les  forces  extérieures  appliquées  au  corps,  transportées 
en  ce  point  parallèlement  à  elles-mêmes  (g  152). 

Le  mouyement  du  centre  de  gravité  peut  être  ainsi  déter- 
miné d'avance;  il  reste  à  trouver  le  mouvement  du  corps 
relativement  à  son  centre  de  gravité. 

Pour  cela,  menons  par  ce  point  trois  axes  de  direction 
constante,  et  cherchons  le  mouvement  du  solide  par  rap- 
port à  ces  axes  supposés  fixes  ;  ce  mouvement  ne  sera  autre 
chose  que  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  de  son 
centre  de  gravité  devenu  fixe,  sous  l'action  des  forces  réelles 
appliquées  au  corps,  et  des  forces  fictives  qu'il  est  nécessaire 
d'introduire  pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  comme 
un  mouvement  absolu. 

Or,  les  axes  mobiles  ayant,  par  hypothèse,  un  mouvement 
de  translation,  les  forces  fictives  ou  apparentes  se  réduisent 
aux  forces  d!inertie  d'entraînement  (g  194),  lesquelles  sont 
toutes  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  et,  par  suite, 
ont  pour  résultante  une  force  égale  à  leur  somme  et  passant 
par  le  centre  de  gravité  du  corps  solide. 

Il  résulte  de  là  que  la  somme  des  moments  des  forces  ap- 
parentes par  rapport  à  tout  axe  mené  par  le  centre  de  gravité 
est  nulle;  par  conséquent,  le  mouvement  relatif  du  solide  au- 
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tour  de  son  centre  de  gravité  est  uniquement  dû  aux  forces 
réelles,  et  ne  diffère  pas  du  mouvement  absolu  que  prendrait 
le  corps  sous  Taclion  de  ces  mêmes  forces  si  le  centre  de  grt- 
vité  était  réellement  fixe.  D'où  l'on  déduit  ce  théorème  : 

Un  corps  solide  tourne  autour  de  son  centre  de  grarité  comme 
sHl  Amt  fixe. 

Le  problème  du  mouvement  général  d'un  corps  solide  se 
scinde  donc  nettement  en  deux  questions  qu'on  peut  en  géné- 
ral traiter  indépendamment  Tune  de  l'autre  :  mouvement  du 
centre  de  gravité,  mouvement  autour  du  centre  de  gravité 
considéré  comme  un  point  fixe. 

312.  Si,  par  exemple,  les  forces  qui  sont  appliquées  au  so- 
lide sont  toutes  nulles,  le  centre  de  gravité  du  solide  se  moum 
en  ligne  droite  avec  une  vitesse  constante,  et  en  mfime  temps 
le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravité  suivra 
les  lois  formulées  dans  le  théorème  de  Poinsot  ;  l'dlipsoida 
central  d'inertie  roulera  sur  un  plan  d'orientation  constantet 
mené  à  une  distance  invariable  du  centre  de  gravité. 

Tel  est  le  résultat,  fort  complexe,  on  le  voit,  au  jeu  de  Fi- 
nertie  sur  un  corps  solide. 

313.  Si  les  forces  se  réduisent  à  la  pesanteur,  le  eaAreie 
gravite  décrira  une  parabole  (g  16);  les  forces  ont  dans  ce 
cas  une  résultante  unique  égale  au  poids  du  corps  et  passant 
par  son  centre  de  gravité.  Le  moment  de  cette  résultante 
est  nul  par  rapport  à  tous  les  axes  menés  par  ce  point.  Le 
solide  se  trouvera  donc  encore,  à  l'égard  de  la  rotation,  dans 
les  conditions  qui  rendent  le  théorème  de  Poinsot  appfi 
cable. 

314.  Si  le  solide  est  une  sphère  homogène  dont  les  points 
soient  attirés  par  un  centre  fixe,  proportionnellement  à  l'in- 
verse du  carré  des  distances  et  proportionnellement  anx 
masses,  le  centre  de  gravité  décrira  une  section  conique;  de 
plus,  la  résultante  des  attractions  passant  encore  par  le  centre, 
la  sphère  conservera  un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d*un  axe  fixe,  constamment  parallèle  à  une  direction 
donnée. 
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Nous  afons  indiqué  (g  303)  comment  ce  résultat  se  trouye 
modifié  lorsque,  au  lieu  d'une  sphère  homogène,  le  corps 
idtiré  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  La  rotation  si  compli» 
qoée  de  la  terre  en  est  un  exemple. 
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315.  Soit  M  un  corps  solide  libre  dans  l'espace;  nous  lo 
sqiposerons  primitiyement  en  repos. 
Soit  6  son  centre  de  gra? itë. 
On  applique  à  ce  corps,  en  un  point  donné,  m,  une  perçus* 

non  P,  c'est-à-dire  une  impulsion   /  Fdt  ;  la  force  F,   très 

grande,  agit  pendant  un  temps  très  court,  t  —  (p.  Pour  trouver 
le  mouvement  que  va  prendre  le  corps, 
Bons  chercherons  d'abord  le  mouvement 
dn  centre  de  gravité ,  puis  le  mouvement 
do  solide  autour  du  centre  de  gravité. 

Transportons  la  percussion  P  parallèle- 
ment à  elle-même  au  centre  de  gravité  6; 
cela  revient  à  substituer  à  la  force  P  une 
force  F,  égale,  parallèle  et  appliquée  au  p^,  ^q^ 

ptint  6,  et  un  couple  (P,  P). 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera  déterminé  par  la 
force  F,  agissant  sur  la  masse  entière  M  du  corps,  concentrée 
tu  point  6.  F  étant  une  impulsion  totale,  le  théorème  des 
quantités  de  mouvement  montre  que  cette  impulsion  est  égale 
à  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement  prise  dans  la 
même  direction.  Soit  donc  Y  la  vitesse  du  centre  de  gravité  à 
la  fin  de  la  percussion  :  la  vitesse  au  commencement  étant 
^nlle,  on  aura  l'équation 

MV=P, 

qui  définit  la  vitesse  Y.  La  direction  de  cette  vitesse  est  paral- 
lèle à  la  percussion  P. 
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Le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gratitë 
supposé  fixe  est  dû  au  couple  instantané  P,  V\  et  par  suite 
le  corps  commence  à  tourner  autour  d'un  axe  Q,  qui  est, 
dans  l'ellipsoïde  central,  le  diamètre  conjugué  du  plan  da 
couple,  ou  du  plan  conduit  par  le  point  G  et  la  percussion  P. 
On  connaît  la  vitesse  angulaire  du  solide  à  la  fln  de  la  pe^ 
cussion  autour  de  cette  droite  GI,  car  on  sait  trouver  les  com- 
posantes de  cette  vitesse  autour  des  axes  principaux  de 
l'ellipsoïde  central  (g  296). 

A  partir  de  la  (in  de  la  percussion,  le  corps  solide  n'étaot 
plus  sollicité  par  aucune  force,  se  meut  suivant  la  loi  de 
Poinsot  autour  de  son  centre  de  gravité  supposé  Gxe,  pendant 
que  le  centre  de  gravité  lui-même  se  meut  en  ligne  droite, 
avec  la  vitesse  uniforme  Y,  dans  la  direction  de  la  percussion 
qu'il  a  subie. 

316.  Examinons  le  cas  particulier  dans  lequel  la  force  P  et 
Taxe  instantané  GI  sont  à  angle  droit.  Alors  on  peut  Taire 
passer  par  la  droite  GI  un  plan  IGm  perpendiculaire  à  la 
droite  Pm.  Il  suffit,  pour  cda,  d^abaisser  du  point  G  sur  la 

droite  Pm  une  perpendiculaire  G»;  si, 

par  le  point  m,  on  mène  une  parai* 

ièle  mB  à  GI,  cette  droite  sera,  par 

»       hypollîèse,  perpendiculaire  à  Pm;  et 

/par  suite  Pm,  perpendiculaire  à  la  Tois 
aux  droites  mG,  mB,  sera  perpendicu- 
*'  laire  nu  plan  IGm  de  ces  deux  droites. 

Fig.  165.  jj  rè^uiie  de  là  que  les  deux  mouve- 

ments élémentaires,  de  transbition  parallèlement  à  Pm  et  de 
rotation  autour  de  GI,  peuvent  se  composer  en  une  seule  rota- 
lion  (I,  §  167).  Le  moment  de  la  force  P,  qui  est  normale  à 
l'axe  GI,  s'obtiendra  en  multipliant  P  par  sa  distance  à  l'axe 
mC  =  p,  et  Ton  aura,  en  appelant  K  le  rayon  de  girationdu 
iiolide  par  rapport  à  l'axe  GI, 
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Laiotalion  û  et  la  translation  V,  qui  sont  rectangulaires, 
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«e  composent  en  une  seule  rotation  égale  à  Q,  autour  d'un 

axe  OE  parallèle  au  premier,  et  situé  à  une  dislance  OL  de 

V  P 

celui-ci  égale  à  ^.  Or  V  =ri,  et  par  suite 


V       K« 

On  a  donc 

0L=5!, 

p 

on  bien 

0LXCM  =  K«. 

Si  doncOE  est  Yaxe  de  suspension  du  solide  suspendu  à  la 
façon  d'un  pendule  composé,  MB  en  est  Vaxe  d'oscillation  con- 
jugué (§  266). 

Le  déplacement  initial  du  solide  est  alors  une  rotation  in- 
stantanée, avec  la  vitesse  û,  autour  de  Taxe  OE. 

Si  l'on  fixe  Taxe  OE  autour  duquel  le  corps  commence  à 
tourner,  la  percussion  P  n'exercera  aucun  effort  sur  cet  axe  ; 
car  elle  imprime  au  corps  un  mouvement  initial  compatible 
avec  la  liaison  h  laquelle  on  Ta  assujetti  :  un  lien  n'a  aucune 
charge  à  supporter,  quand  il  ne  gène  en  rien  le  mouvement 
qui  tend  à  se  produire. 

Benvrrsons  le  problème,  et  examinons  à  quelles  conditions 
doit  satisfaire  la  percussion  P  pour  qu'un  axe  fixe  OE  ne 
subisse  aucun  effort  pendant  quelle  s'exerce.  11  suffit  pour 
cela: 

1®  Que  la  percussion  P  soit  contenue  dans  le  plan  conjugué 
du  diamètre  Gl,  mené  dans  l'ellipsoïde  central  d'inertie  paral- 
lèlement à  l'axe  donné  OE  , 

3*  Qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  IGm,  c'est-à-dire  au 
plan  conduit  par  l'axe  donné  OE  et  le  centre  de  gravité  G; 

Ces  deux  conditions  réunies  montrent  que  la  percussion  P 
est  appliquée  en  un  certain  point  m  de  la  droite  Gm  suivant  la- 
quelle le  plan  OEG  coupe  le  plan  conjugué  à  la  direction  OE  ; 

5*  Qu'enfin  le  produit  CmxOL=K%  K  étant  le  rayon  de 

m.  ^  ni£,  C0LUG505.  52 
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giratîon  du  solide  autour  de  la  droite  GI,  ce  qu'on  peut  expri- 
mer autrement,  en  disant  que  le  point  m,  pied  de  la  percus- 
sion dans  le  plan  EOG«  appartient  à  Taxe  d'oscillation  conju- 
gué à  la  droite  OE,  considérée  comme  axe  de  suspension  du 
pendule  formé  par  le  solide. 
Le  point  m  est  le  centre  de  percussion  correspondant  à 

Taxe  OE. 

317.  Jusqu'à  présent  nous  ne  nous  sommes  occupé  que 
du  mouvement  initial.  Pour  que  ce  mouvement  puisse  persis- 
ter autour  Taxe  CI,  il  faut  et  il  suffit  que  cet  axe  soit  princi- 
pal dans   rdlipsoïde  central  d'inertie.  Or  GI  est  conjugué 

au  plan  GmP  ;  pour  qu'il  soit  principal, 
)    il  faut  et  il  suffit  que  Tangle  IGm  soit 
droit;  car  la  droite  GI  est  déjà  supposée 
perpendiculaire  à  Vm  ;  elle  sera  donc 

0 7^G — /"»    perpendiculaire  à  son  plan  conjugué 

/        si  elle  est  encore  perpendiculaire  à  Gm. 
^'  ''        ^  Dans  ce  cas,  les  droites  GI  et  Qm.  et  la 

Fig  1G6 

droite  GF,  menée  parallèlement  à  «F, 
sont  les  trois  axes  principaux  de  Tellipsoîde  central.  Les 
deux  mouvements  V  et  û  se  composent  en  une  rotation  unique 
autour  de  l'axe  OE,  défini  par  léquation 

OG  X  Gm  =  K\ 

L'axe  OE  est  un  axe  principal  au  point  0.  En  effet,  les  trois 
droites  Gm,  GP',  GI  sont  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 
central.  Rapportant  les  points  du  corps  à  ce  système  d'axes 
coordonnés,  on  aura  les  trois  conditions: 

Imxy  =  0,      Imyz  =  0,      2m  :x  =  0. 

Changeons  de  coordonnées,  en  transportant  les  axes  parai- 
lùlemenl  à  eux-mêmes  au  point  0.  Les  t;  elles»  ne  seront  pas 
altérés;  les  x  seuls  se  changeront  en  «',  et  Ton  aura  x=x'— fl, 
a  désignant  la  distance  GO.  Donc  on  aura  les  trois  rclatioDs: 

lm{x''~a)y  =  0,      Imyi  =  0,      2»u(x'  —  «)  =  0, 

OU  bien 

Imx'y  —  olmy  =  0,      Itnyz  =  0,      Itnzx'  —  flSms  =  0, 
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Or  lmij=0  et  lm%=Oj  puisque  le  centre  de  gravité  G  du 
solide  est  sur  Taxe  des  x'.  Donc  enfin  2mj;'j/=0,  2myx=0, 
2irux'=0,  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
axes  OE,  06,  0P«  soient  les  axes  principaux  de  rellipsoîde 
d'inertie  au  point  0. 

Le  mouvement  continu  du  corps  consiste  alors  en  une 
suite  de  rotations  instantanées  autour  d'axes  OE,  parallèles 
à  61,  menés  dans  le  plan  normal  à  la  percussion  à  une  dis- 
tance constante  06  du  centre  de  gravité.  On  se  fait  une  image 
du  mouvement  continu  du  solide,  en  supposant  une  surface 
cylindrique  à  base  circulaire,  qui  aurait  61  pour  axe  et  60 
pour  rayon,  et  qui  entraînerait  le  corps  solide  en  roulant  uni- 
formément sur  un  plan  fixe,  conduit  par  la  droite  OE  parallè- 
lement à  la  force  P. 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  grandeur  de  la  force  P , 
elle  n'influe  que  sur  la  valeur  de  la  vitesse  û,  mais  non 
sur  la  position  de  l'axe  OE.  De  plus,  les  points  0  et  m  sont 
conjugués.  Le  corps  frappé  au  point  0,  perpendiculairement 
en  plan  061,  tournerait  autour  de  Taxe  mB.  Enfin,  on  peut, 
sans  changer  la  position  de  Taxe  instantané,  substituer  à  la 
force  P  autant  de  percussions  qu'on  voudra,  agissant  simul- 
tanément, pourvu  qu'elles  aient  une  résultante  normale  au 
plan  E06  et  appliquée  au  point  m. 

Si  le  corps  solide  était  fixé  par  le  point  0,  une  percus- 
sion P,  exercée  au  point  m,  ne  délerminiTait  aucune  pression 
sur  ce  point  0,  et  le  solide  tournerait  indéfiniment  autour  de 
TaxeOE.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont:  1**  que 
la  direction  de  P  appartienne  au  plan  diamétral  conjugué 
de  Taxe  OE,  dans  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  0  ;  S*"  que 
Taxe  OE  soit  un  axe  principal  de  cet  ellipsoïde,  ce  qui  exige 
que  son  plan  diamétral  conjugué  soit  aussi  un  plan  principal  ; 
5*  que  la  percussion  P  soit  normale  au  plan  EOG,  c'est-à-dire 
parallèle  à  l'axe  pi  iricipnl  OP"  ;  4°  qu'enfin  on  ait  toujours 
Gmx60=K*,  K  étant  le  rayon  de  giralion  du  solide  autour 
de  l'axe  61. 


;»0')  ttOUYEMEM 


.ROTATION   DES  PROJECTILES  DES  ABMES  RATÉES. 

318.  L*einp1oi  des  armes  rayées  a  pour  objet  d'augmenter 
la  précision  du  tir.  Aux  balles  et  aux  boulets  sphëriques  que 
Ton  a  employés  exclusivement  depuis  Tinvenlion  de  Tartil- 
lerie  jusqu'au  milieu  de  ce  siècle,  on  a  substitué  les  pro- 
jectiles cylindro-coniqueSy  qui,  pour  un  même  poids,  subis- 
sent une  moindre  résistance  de  l'air,  et,  soit  en  les  forçmU 
dans  l'arme  au  moment  du  départ,  soit  en  les  garnissant 
d'aileltes  en  plomb  qui  s'engagent  dans  les  rayures  de  la 
pièce»  on  assujettit  la  balle  ou  le  boulet  à  prendre  dans  Tâme 
du  canon  un  mouvement  hélicoïdal  allongé,  qui  lui  commu- 
nique une  rotation  rapide  autour  de  son  axe  de  figure. 

Le  projectile  une  fois  sorti  de  la  pièce  est  soumis  à  deux 
forces  principales  :  la  pesanteur  et  la  résistance  de  l'air.  Li 
pesanteur  appliquée  au  centre  de  gravité  du  projectile,  ne 
tend  pas  à  lui  communiquer  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  ce  point.  U  n'en  est  pas  de  même  de  la  résistance 
de  Tair,  qui,  à  cause  de  la  forme  oblongue  du  corps  mobile, 
se  réduit  généralement  à  une  force  passant  en  dehors  do 
centre  de  gravité.  Transportons  celte  force  au  centre  de 
gravité;  nous  donnons  par  là  naissance  à  un  couple,  lequel 
agit  pour  altérer  la  direction  et  Tintensité  de  la  rotation 
du  projectile.  L'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  se  compose  à  chaque  instant  avec  l'impulsion  élé- 
mentîiire  de  ce  couple;  d'où  résulte  une  déviation  continue, 
qui  altère  la  trajectoire  et  la  fait  sortir  du  plan  vertical  du  tir. 

Celte  dérivation  latérale,  très  faible  en  général,  peut  iMre 
déterminée,  soil  par  le  calcul,  soit  pratiquement  par  Vci- 
périence  directe.  Son  sens  dépend  du  sens  des  rayures.  On 
substitue  par  cet  artifice  un  mouvement  défini,  et  pour  ainsi 
dire  stable,  aux  déviations  capricieuses  des  anciens  boulets, 
qui  subissaient  toutes  les  perturbations  dues  aux  résistances 
variables  qu'ils  rencontraient  dans  leur  route  à  travers  Tatmo* 
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sphère.  En  môme  temps  ropération  du  pointage  devient  plus 
délicate,  puisque  le  projectile  sort  de  l'azimut  dans  lequel  il 
a  été  primitivement  lancé.  Aussi,  pour  les  pièces  d'artillerie  à 
longue  portée,  est-on  forcé  d'employer  au  pointage  une  hausse 
horizontale^  outre  la  hausse  verticale  qui  sert  à  faire  basculer 
la  trajectoire  dans  le  plan  de  tir.  Ces  deux  hausses  sont  gra- 
duées d'après  les  distances  du  but  à  atteindre.  La  hausse  ho- 
rizontale devrait  en  outre  élre  corrigée  de  Teffet  du  vent*. 

La  précision  du  tir  avec  les  armes  perfectionnées  suppose 
une  appréciation  exacte  des  distances  ;  Terreur  commise  dans 
cette  appréciation  est  d'autant  plus  probable  que  la  distance 
est  elle-même  plus  grande  ;  aussi  la  portée  pratique  des  pièces 
d*artillerie  est-elle  essentiellement  limitée,  et  reste-t-clle  bien 
au-dessous  de  la  limite  du  tir  à  projectiles  perdus,  pour 
lequel  il  n'y  a  pas  de  but  précis  à  atteindre.  Dans  ce  dernier 
cas,  la  portée  n*est  limitée  que  par  la  résistance  des  pièces 
BUS  charges  de  poudre  exigées  par  la  distance  qu^on  veut  faire 
franchir  au  boulet. 


«  n  7  t  de  plus  une  dérivation  latérale  due  à  la  roUtion  de  la  terre  (g  200  ; 
inaia  elle  est  beaucoup  plus  faible  que  la  dérivation  due  à  l'action  de  Tair  si:r  le 
projectile. 


CHAPITRE  IV 

THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  ROTATION   D'UN  CORPS  SOLIDE 

AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


ANALYSE  DE  LA  QUESnON  AU  POINT  DE  VUE  COiÉMATlQUE. 

319.  Nous  rapporterons  le  mouvement  du  corps  à  trois  axes 

rectangulaires,  OX,  OY,  OZ,  se 
coupant  au  point  fixe  0  ;  puis  nous 
mènerons  par  le  même  point  0 
trois  autres  axes  rectangulaires 
-       OX,,  OY,,  OZ,,  liés  invariable- 
~^îr    ment  au  corps  et  entraînés  dans 
/^  ^*  son  mouvement.  Le  mouvement 

Kig.  1C7.  du  corps  sera  défini  si  l'on  con- 

naît à  chaque  instant  les  positions 
des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  ou  les  angles  que 
les  premiers  axes  font  avec  les  seconds. 
Appelons 

«f        b,        c, 
a',       ^,       c', 
a",      ^',      c". 

les  cosinus  de  ces  angles  pris  dans  Tordre  suivant  : 

XjOX,  YjOX,  ZjOX, 
XjOY,  YjOY,  ZjOY, 
XjOZ,       YjGZ,       Z|OZ. 

Soient  a:,  j/,  «,  les  coordonnées  d'un  point  du  corps  par  rap- 
port aux  axes  fixes,  coordonnées  variables  avec  le  temps  i  ; 
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Xp  f/p  2p  les  coordonnées  constantes  du  m(me  point  par 
rapport  aux  axes  mobiles. 

On  exprimera  les  coordonnées  variables  en  fonction  des 
coordonnées  constantes  au  moyen  des  équations 

y  =  a'x^  -»-  d'y»  H-  C»„ 

Les  neuf  coefDcients  a,  ft,  c,...  sont  des  fonctions  du  temps 
/,  entre  lesquelles  existent  6  équations  distinctes,  savoir,  trois 
équations  qui  expriment  que  a,  a',  a",  6,  6',  t^,  et  c,  c\  (f , 
sont  les  cosinus  des  angles  que  les  trois  directions  OXp  OY^ 
OZ^y  font  avec  trois  axes  rectangulaires,  ce  qui  donne 

et  trois  équations  qui  expriment  que  les  angles  Y^OZ^  Z^OX^ 
X^OY^,  sont  droits  : 

!6c  H-  6'c'  H-  Mc^  =  0, 
oc  4- a'C  +  a'c^  =  0, 
ab  +  a'h'  4-  a*M  =  0 

Pour  trouver  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  (a;,  j/,2), 
différentions  les  équations  (1);  il  vient,  en  observant  que 
^1)  Vil  \y  ^^t  d^s  constantes  pour  le  point  considéré, 

Idx  =  Xi</a  4-  yi*'^  4-  ^idCf 
dy  =  x,(/a'  4-  Vidl'  4-  Si^C, 
c/î  =  x^da'  4-  y|rfM  4-  z^dd'. 

Les  équations  (3)  différentiées  nous  donnent  de  plus  les  re- 
lations 

Îcdh  4-  Cdb*  4-  c^dh"  =  —  (Me  4-  h'dc'  4-  ô'^/c')  ==  pdt, 
ode  4-  «'</(/  4-  a'dif  =  —  [cda  4-  &da'  4-  c**/»"  )  =  qdt, 
bda  4-  Wa'  4-  b^da'  =  —  ;tf</6  -f-  a'dh'  4-  a'</M)  =  re//, 

en  appelant  p,  ^,  r  trois  fonctions  nouvelles  du  temps  f,  qui 
sont  définies  par  ces  équations,  et  dont  nous  déterminerons 
plus  loin  la  signification. 
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Les  équations  (2)  différentiées  donnent  enfin  le  groupe 

Iada  H-  a'da'  +  a^daf  =  0, 
bdb  +  b'dl/  H-  b'dy  =  0, 
cdc  4-  c'dcf  4-  €fd(f=zO. 

Avec  les  deux  groupes  (5)  et  (6),  on  peut  former  les  trois 
nouveaux  groupes  suivants,  dans  chacun  desquels  entrent 
les  trois  mômes  différentielles,  da,  da\  dd*  ;  db,  db'y  db'  ;  dc^ 
d(f,  d(f  : 

ada  4*  a'da'  H-  a'da'  =  0, 
cda  -4-  i/da'  H-  <fda'  =  —  qdt, 
Ida  -H  lyda*  +  fr^c/a"  =  rdt\ 

bdb  4-  W^  -f-  b^db^  =  0, 
17)  ce/i»  4-  cfdb'  4-  c*rf6^  =  pdt,  ' 

adb  4-  a'rffc'  4-  a'db'  ==~^rdl; 

cdc  -H  c'rfC  4-  c'c/c*'  =  0, 
bdc  4-  Wc '4-  6*<fc*  =z-^pdt, 
adc  4-  a'rfc'  4-  (''"dd'  =  çcft. 

De  CCS  équations  on  tire  rfa,  do',  da"...  en  fonction  dep,  ç,r^ 
et  des  cosinus  a^  6,  c.  Pour  cela,  multiplions  la  première  du 
premier  groupe  par  a,  la  seconde  par  c,  la  troisième  par  fr, 
et  faisons  la  somme,  en  observant  que  a*  -h  fc'  4-  c*  =  1 , 
et  que  aa'4-6fr'4-cc'  =  0,  aa"4-6fr''-f-cc'=0,  puisque  les 
directions  OX,  OY  d'une  part,  OX,  OZ  de  l'autre,  rapportées 
aux  axes  mobiles,  sont  rectangulaires.  11  viendra 

<fa  =  (br  —  cq)dl, 

et  on  aura,  en  répétant  la  même  opération  pour  les  autres  dif- 
férentielles du  premier  groupe,  puis  pour  celles  du  deuxième 
et  du  troisième, 

da'  =i[b'r^dq)dl, 
(8)  da"  =  [b^r  —  d'q]  dt, 

db  =  [cp  —  ar]  dt, 
db'  =  {c'p—a'r)dl, 
db"  —  [c"!)  —  a"!)  dt, 
de   =  [aq  —  bpidt, 
de'  =  [a'q  —  b'p)  dt, 
de'  =z[a''q-'b''p)dL 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (4),  et  divisons 
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par  dt;  nous  aurons  les  composantes  des  vitesses  suivant  les 
axes  fixes  : 

dx 

(9)  2^  =  (^  —  cq) a:^  -f  (cp  —  ar)  y,  -f  {aq  —  bp)Zi 

^  =  a"  (ç34  —  ry  j)  + 1^  (rz,  —  pa,)  +  c"  (/;y,  —  car,) . 

Pour  avoir  la  vitesse  totale,  élevons  au  carré  les  équations 
(9),  et  ajoutons;  les  sommes  des  carrés  des  termes  auront 
respeclivement  pour  coefOcients 

et  les  sommes  des  doubles  produits, 

La  somme  se  réduit  donc  à  la  somme  des  carrés  des  bi- 
nômes entre  parenthèses,  et  l'on  a 

Cette  équation  va  nous  apprendre  la  signification  des  quan- 
tités p,q,r. 

A  chaque  instant,  il  existe  dans  le  corps  une  infinité  de 
points  dont  la  vitesse  Y  est  nulle  ;  ce  sont  les  points  de  la 
droite 

PUi  —  9^1  =  0, 

ou  plus  simplement  de  la  droite  — *=^j=-*,  laquelle  passe 

au  point  0.  Cette  droite  est  l'axe  instan- 
tané de  rois^iion  du  corps  pendant  l'in^^tant 
considéré.  Soit  01  cet  axe  qui  reste  immo- 
bile pendunt  un  intervalle  de  temps  infi* 
niment  petit.  Prenons  un  point  M  quel- 
conque du  corps,  et  soient  a;^  y^,  z^^  ses 
coordonnées  p:ir  rapport  aux  axes  mo- 
biles OX,,  OYp  OZ,.  Du  point  M,  abaissons  ^»-  *^- 
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une  perpendiculaire  MP  sur  01.  Le  corps  tourne  autour  de 
01,  et  si  Ton  représente  par  co  la  vitesse  angulaire,  on  aura 
pour  la  vitesse  linéaire  Y  =  w  X  MP. 
Or  la  perpendiculaire  MP  est  donnée  par  la  formule 

Donc 

(12)  «•«!>•  +  «•+»*. 

\ppelons  a,  p,  -f  les  angles  de  Taxe  instantané  01  a^ec  les 
axes  OXp  OY^,  OZ^  ;  nous  aurons  la  suite  de  rapports  égaux 

COSa COS^  COSy ^COS*  a.  4"  COS*  ^  4"  C0S*7  _   1 

"P  1         "^  \(P+^*HFr*         "  *•  ' 

Donc 

r=i«)COsy. 

En  définitive  p,  9,  r,  sont  les  composantes  de  la  vitesse  an- 
gulaire instantanée,  projetée  sur  les  axes  mobiles. 

320.  Les  quantités  p,  9,  r,  sont  des  fonctions  du  temps  I; 
les  équations  de  Taxe  instantané  sont 

Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  le  temps,  et  Tè- 
quation  finale 

(14)  F  f^.  ^-i)  = 

représentera  une  surface  lieu  des  positions  successives  de  Taxe 
instantané  dans  le  corps  ;  cette  surface  est  un  cône  qui  a  son 
sommet  au  point  0. 
Des  équations  (11),  mises  sous  la  forme 

£î  -^  y»  -s  ft 
P        9        r* 


0 
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on  tire  de  môme  Téquatioa  de  la  surface  lieu  des  positions  suc- 
cessives de  taxe  imtantané  dans  Pespace.  Multiplions  haut  et 
bas  la  première  fraction  par  a,  la  seconde  par  b^  la  troisième 
par  e  ;  puis  la  première  par  a'y  la  seconde  par  b\  la  troisième 
par  (f  ;  enfin,  la  première  par  a",  la  seconde  par  b'^  la  troi- 
sième par  c*,  et  ajoutons  terme  à  terme  les  trois  premières 
fractions,  puis  les  trois  secondes,  enfin  les  trois  dernières. 
Nous  aurons  encore  pour  résultats  trois  fractions  égales,  sa- 
voir : 

ou  bien 

(15)  *        -_         y         _  * 

'         ap-^  bq  -^cr       a'p  -\'l/q-\-c'r       a'p  -+-  h''q  -\-  (fr^ 

équations  de  Taxe  instantané  par  rapport  aux  axes  fixes  :  les 
sommes  ap  +  bq-^cr^  a'p-^Vq  +  c'r^  a^p  +  Vq  +  tfr  sont 
des  fonctions  du  temps,  et  si  Ton  élimine  le  temps  t  entre  les 
deux  équations  fournies  par  la  relation  (15) ,  l'équation 
fitiale 

.10,  ♦6'^)=»- 

représentera  un  cône  fixe  dans  Tespace,  et  lieu  des  positions 
absolues  successives  de  Taxe  instantané. 

Nous  avons  ainsi  reconnu  Texistence  de  deux  cônes  ayant 
pour  sommet  commun  le  point  0;  l'un,  O,  repré- 
senté par  Téquation  (16),  est  fixe  dans  l'espace; 
l'autre,  F,  représenté  par  l'équation  (14),  fixe  dans 
le  corps,  est  entraîné  dans  son  mouvement.  A  un 
instant  i  quelconque,  ces  deux  cônes  ont  une  géné- 
ratrice commune  01;  soit  OK  la  génératrice  infini- 
ment voisine  du  cône  mobile,  F,  qui  viendra  coïn- 
cider, à  l'instant  f-hd^  avec  une  génératrice  OK'  du 
cône  fixe4>.  Le  mouvement  élémentaire  qui  amènera 
cette  coïncidence  est  la  rotation  infiniment  petite  qui  s'opère 
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autour  de  la  génératrice  commune  01.  La  distance  ER'  des 
deux  points  KK'  qui  doivent  coïncider  au  bout  du  temps  df, 
est  donc,  à  l'instant  t,  un  infiniment  petit  du  second  ordre; 
car  elle  est  égale  au  produit  de  la  dislance  infiniment  petite 
IK  par  la  rotation  infiniment  petite  wd(.  Donc  les  deux  cAnes 
sont  tangents  &  l'instant  (  tout  le  long  de  la  droite  01.  On  voit 
de  plus  que  le  fuseau  lOK  du  c6ne  mobile  est  égal  au  fuseau 
lÛK'  du  cAne  fixe,  de  sorte  que  U  premier  cône  roule  tur  le 
second, 

321.  La  question  du  mouvement  du  corps  est  ramenée  à  dé- 
terminer en  fonction  du  temps  t,  les  valeurs  de  p,  q,  r,  et  des 
neuf  cosinus  a,  b,  c,....  Hais  il  est  préférable  de  changer  de 
variables;  celles  qu'Euler  a  choisies  sont  l'angle  XON  =4, 
formé  par  la  ligne  da  noeuds  ON  avec  l'axe  fixe  OX  |fig.  1 70}  ; 
L'angle  ZOZ,  =  6  de  l'axe  mobile  OZ.  avec  l'axe  liie,  angle 
égal  à  l'inclinaison  du  plan  mobile  V,OX,  avec  le  plan  fixe 
ÏOX; 

L'angle  NOX,=f,  de  l'axe  mobile  OX,  avec  la  ligne  des 
nœuds  ON. 

Ces  trois  angles  définissent  compl<;temcnt  la  position  des 
axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes  ;  il  est  facile  d'expri- 
mer a,b,c,...  et  ;),  q,  r,  en  (onction  de  ces  angles  et  de  leurs 
difTérenlicUcs  ;  nous  avons  déji 
montré  comment  cette  question 
pouvait  étro  traitée  par  la  ciné- 
matique. Mais  ici  nous  emploie- 
rons l'analyse  seule  pour  arriver 
au  résultat. 

Du  point  0  comme  centre,  dé- 
crivons une  sphère  d'un  ravon 
égal  à  l'unité,  et  considérons  les 
triangles  sphériques  formés  par 
les  inlcrscclions  de  celte  sphère  avec  les  divers  plans  XX,. 
XY„..,  Les  formules  de   la  ti  igonométrie   sphôrique  nous 
feront  connailic  les  quantités  a,  b,  c,  etc. 
Le  triangle  X,NX  nous  donne,  en  efict,  en  observant  que  a 
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est  le  cosinus  de  l'arc  XX^, 

a  1=  cosXiNcQsNI  +  anI|NsinNXcosX|NI 

OU  bien 
Le  Iriangle  Y^NX  nous  donne  de  même 

.  6  =  008  f  f  4-^j  C08^  — dnf  f  +  s)  nn^cos9 
=  —  sin^  CO0^  —  co8f  sin^  co89. 

Le  triangle  ZZ^X  fait  connaître  r,  cosinus  de  Tare  Z^X. 
On  a 

C08Z|I  =  cosZZi  cosZI  +  sinZZi  nnZI  cosZ|ZX. 

Mais  l'arc  ZX  est  égal  à  ^  ;  son  cosinus  est  nul,  et  son  sinus 

est  égal  à  Tunité.  L*arc  ZZ^  est  égal  à  0.  Quant  à  Tangle  Z^ZX« 
il  est  égal  au  complément  de  Tangle  XON=<]^;  car  si  l*on  fait 
tourner  d*un  angle  <];  le  syNtème  des  axes  OX,  OY,  OZ,  autour 
de  Taxe  OZ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  amené  la  droite  OX  en  coïn- 
cidence avec  la  droite  ON,  le  nouveau  plan  ZOY  aura  dans  ce 
mouvement  tourné  lui-même  autour  de  OZ  de  Tangle  ^  ; 
son  prolongement  fera  donc  avec  Tancicn  plan  ZOX  un  an«;le 

. — 4».  Les  rotations  ultérieures  autour  de  ON,  puis  autour 

de  OZp  n'altèrent  pas  cet  angle. 

On  a  donc  cos  Z^ZX  =  cos  (  | —  tj;  J  =  sin  4»  ;    et  l'équation 

devient 

c  =  Ein9sin^. 

Le  triangle  X^NY  donne  a'  par  Téquation 

a'  =  cosf  cos  (  ^  —  ^  j  4-  sin f  sin  I  ^  —  ^  j  cosO 
sscosf  sin«{(4-  sin^cosf  COS0. 
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Le  triangle  Y^NY  donne  t',  en  changeant  dans  la  dernière 
équation  ç  en  ç  H-  ^  : 

6'  =  cos(f  H-  ^jsin4»-f-8in  Tf  +  ^j  CM^ctiSB 

=  —  sin^sinj/^cos^  cos\|;co80. 

Le  triangle  Z^'ZY,  dans  lequel  l'angle  ZJiï  est  égnl  5 
f |— ij;  j-f-|=:7c  — tj/,  nous  donne  c'=cosZ4Y  : 

c'  =  sin  9  cos  (^  —  f(r)  =  —  sinO  cos  4>. 

Pour  avoir  a",  t",  cf,  nous  prendrons  d'abord  le  triangle 
ZNX,,  dans  lequel  oT  =  cos  ZX,,  ZN =^,  et  ZNX,  =  5—6. 
Donc 


o'sssinrsinO. 


X    ., 


Changeant  dans  celle  équation  ?  en  9  -h  5 ,  il  vient  poar 
6"  =  cos  ZYp 

Mscosf  sinO. 

Enfin 

c*  =  cosZZ|  =  cosO. 

Nous  avons  donc  les  neuf  relations  : 


a 
a' 

n 


(17) 


.'  = 


l 


a 

h 
h' 
b" 

c 


cos  ç>  cos^  —  sin  f  sin  j>  cos  0, 
cos  f  sin  'p  4-  sin  ^  cos  ^  cos  9, 
sin^siiid, 

—  sin^  cosf  —  cosf  sinf  cosO, 

—  sin  9  sin  </;  H-  cos  f  cos  f  cos  0 
—  cotî^sinO, 

=  sinO  sinip, 
=  —  sinô  cos^f», 
=  cosô. 


Sur  ces  neuf  (';r[u;\lions,  il  y  en  a  cinq  qui  n'ont  dans  le  so- 
cond  membre  qu*uii  seul  kTine.  Ce  sont  celles  dont  il  C(»îi- 


AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE.  511 

vient  de  faire  usage  pour  déterminer  p,  q,  r  en  fonction  de  ç, 
4»,  6  et  des  vitesses  de  ces  angles.  On  en  déduit  d'abord 

(18)  {     ^"»»*  =  -?' 

a" 

DifTérentiant,  il  vient 


c'dc  —  cdc^  =  —  c'* 


dp 


(19)  (  cos*<|»' 

cos*^ 

Maisdes  équations  (8),  en  y  mettant  à  la  place  de  a,fr,  c,.. 
leurs  valeurs  données  par  (17),  on  tire 

de^'  =5  (sinf  sinBg  —  COS9  sinBp)di  ==  •—  sm$d$t 

OU  bien 
De  môme 

c'dc—'Cdc'=:  [(c'a  —  ca^ç  —  (C6  —  f6')/)]rff 

=  [—  qsin  Bcos<p  —  p  sin  9  sin  6]  <tt  =  —  sin*  0  cos*  ip  — -jl.' 

ou  bien 

^  __  rsiny4-(ycosy 
^"'  dl  "~  siiiO 

Enfin 

6"Ja"  —  a"dly'  =  [(6"V  —  6"c"^)  —  (a"c"p  —  a"*r)  |  dt 
=  [(fl"«  4-  fr"*)  r  —  c"(a"/;  -h  b"q']di 
=  [î^in*Or  —  cosO  sin  9  sin0;^  —  cosO  cosi^  sin  Bq]€U 
d9 

donc 

(22)  T^  =r  — cotO(;>sin'^4-9COS5?)  =r  — cos9~ 
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Les  équations  (20),  (21)  et  (22),  résolues  par  rapport  à 
p,  g,  r  nous  donnent  ensuite 


m 


p  =  8inf8ine^4-co«f2p 
ç  =  co8fSine^-«mf2j-, 


c*est-à-dire  les  équations  mêmes  que  fournit  la  cinémati« 

que,  et  qui  expriment  que  les  rotations  simultanées  p,  ^ ,  r» 

autour  des  axes  OX^  OYp  OZp  ont  la  même  résultante  que  les 

d^  do  do 
rotations  simultanées  ^,  -ir,  —^  autour  des  axes  OZ,  0>\  OZ^. 


EQUATIONS  DU  MOUVEMENT» 

522.  Soient  OX^  OY^  OZ^  les  axes  principaux  du  corps;  A, 
B,  C,  les  moments  d*inertie  du  corps  par  rapport  i  ces 

axes. 

Le  corps  est  animé  autour  de  ces  axes  de  vitesses  angulaires 
égales  respectivement  à  p,  ç,  r.  La  somme  des  moments  des 
(juanlités  de  mouvement  est  donc  kp  par  rapport  à  l'axe  Oï, 
B^  par  rapport  à  OY,  el  Cr  par  rapport  à  OZ. 

L'extrémité  libre  M  de  la  droite  OM  qui  représente  Taxe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  a  pour  coor- 
données, par  rapport  aux  axes  mobiles,  les  quantités  A/), 
B^,  Cf.   Par  suite  la  vitesse  du  point  M  par  rapport  aux 

mômes  axes  a  pour  composantes  A  -^,  B-i^,  C  -j-. 

Pour  avoir  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue,  il  suffit 
de  composer  la  vitesse  relative  avec  la  vitesse  d'entraîné- 
ment  du  point  M,  supposé  lié  invariablement  aux  axrs  mo- 
biles. Or, si  x^\j,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport 
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à  CCS  axes,  la  vitesse  linéaire  de  ce  point  entraîné  dans  leur 
mouvement  a  pour  composantes  (I,  g  202) 


dx 
ds 

Appliquons  ces  formules  au  point  M«  dont  les  coordonnées 
sont  j;=Âp,  y=Bq,  %  =  Cr.  Il  vient  pour  les  composantes 
de  la  vitesse  d'entraînement 

^=gCr-rB^  =  (C-B;(7r, 
^  =  rAp-pCr=(A-C)i7r. 
^  =  />B  jT  —  qkp  =  (B  —  K)pq. 

Réunissant  les  composantes  de  la  vitesse  d'entraînement  à 
celles  de  la  vitesse  relative,  on  aura  les  composantes  suivant 
les  axesOX^,  OY^,  OZ^  de  la  vitesse  absolue  du  point  M,  vitess^ 
égale  et  parallèle  à  Taxe  du  couple  résultant  des  forces  exté- 
rieures transportées  au  point  0  (g  160). 

Chacune  des  trois  sommes  est  à  chaque  instant  égale  à  la 
somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  au 
môme  axe,  et  Ton  retrouve  ainsi  les  équations  du  mouvement 
déjà  obtenues  par  une  autre  métliode  : 

Aj?4.(C-B)gr  =  L. 
(Ï4)  {    Bj  +  (A-C)r;,  =  M, 

G  J+(B-A>p^  =  N, 

L,  M,  N,  désignant  les  moments  des  forces  extérieures  par 
rapport  aux  axes  mobiles. 

323.  Nous  avons  vu  comment  on  intégrait  ces  équations 
lorsoue  L=M  =  N  =  0.  Le  théorème  de  Poinsot  achève  alors 

m.  —  Hic.  coLUGifos.  33 
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la  solution  du  problème.  Dans  le  cas  général,  il  est  impossible 
de  faire  l'inlégralion  sans  connaître  l'expression  particulière 
des  moments  L,  M,  N. 

Le  problème  se  simplifie  quand  rellipsoide  d'inertie  est  de 
révolution.  Si  Ton  suppose  par  exemple  B=Â,  les  équations 
prennent  la  forme 

dp  ,  G— A  L 

dq       G  —  A  M 


Si  de  plus  N  =  0,  on  en  déduit  pour  r  une  valeur  constante. 

(C  — A)r  ,.,^   •      . 

Dans  ce  cas,  posons  ^ — j— i-  =  Y,  quantité  constante,  cl 

L  M 

•T- = X,  -T  =  iJi'9  quantités  qui  peuvent  être  variables  ;  les  équa- 

il.  A 

lions  du  mouvement  deviennent 

dq 

Ces  équations  sont  faciles  à  intégrer  quand  les  quantités  X 
et  [JL  sont  exprimées  en  fonction  du  temps  t.  Supposons  qu*il 
en  soit  ainsi  ;  nous  intégrerons  d'abord  les  équations  pri- 
vées  de  second  membre,  c'est-à-dire  les  équations 


De  la  seconde  on  tire 


et 


dp 

dt 

+  75' =  0» 

dq 

di' 

-yp  =  0. 

P- 

■"  y  rf/ 

dp 
dï 

1   d*q 
"y   dl^' 
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dette  expression  substituée  dans  la  première  donne 

équation  dont  l'intégrale  générale  est,  avec  deux  constantes 
arbitraires,  P  et  Q, 

g  =  PsiOyt  +  Qcosyl. 

On  en  déduit 


p  =  -  ^  =  Pcosyl  —  Osinyl, 


Pour  satisfaii*e  aux  équations  données,  il  sufQt  de  regar- 
der P  et  Q  comme  des  variables.  On  a  alors 

^  =  —  PySlOy/  —  QvCOSy^  "^"  JT  ^**'         rfT   ^^"^^^ 
^  =PyC0S7l— QySinyH-  ■^Sinyt'{'  ^COSyt. 

Substituant  dans  les  équations  proposées,  il  vient  pMr 
déterminer  les  fonctions  P  et  Q, 

rfp      ,     dQ  .    ,    . 

_-COSy<— g^8iny^  =  i. 


d'où  Ton  déduit 


</P  .    ^  ,  rfQ 

2J- siny*  +  ^  COSy/ = /«i  ; 


—  =  icosy*  4-  fiSinyt, 

—  =/iCOSy/  —  Xsinyi. 


On  trouvera  donc  P  et  Q  par  des  quadratures  toutes  les  fois 
que  X  et  (A  seront  exprimés  en  fonction  du  temps  t  ;  et  on  pourra 
fondre  les  deux  quadratures  en  une  seule,  en  observant  que 
P  -H Q  yf^ est  r intégrale  de  (\e  -ity/~^  —  ^sJ ZTî^  t<  >/^)dU 

524.  Cherchons  encore  ce  que  deviennent  les  équations  du 
mouvement,  lorsque  le  corps  est  de  révolution,  qu'il  est  sol- 
licité par  son  poids,  et  qu^enfm  son  mouvement  se  réduit  a 
une  précession  uniforme  autour  de  la  verticale  OZ. 

Soit  a  la  distance  du  centre  de  gravité  G  du  corps  au  point 
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fixe  0,  les  deux  points  0  et  6  étant  situés  sur  Taxe  de  révolu- 
tion 0Z|  ; 

P  le  poids  du  corps. 

Pa  sin  6  sera  le  moment  du  poids  P  par  rapport  à  la  ligne  ON, 
et  les  moments  du  même  poids  par  rapport  aux  axes  mobiles 
OX„OY„OZ,,  seront 

L=Pasin6xcosf, 
1  =  —  PasinOxsinf, 

Les  équations  (24)  deviennent  donc,  en  y  faisant  A=D, 

k-^  +  (0  — A)çr  =  PflsiiiOcoSf, 
A  T^  4-  (A  —  C)/>r  «B  —  Pasinfl  siny > 

Donc  r  est  constant.  La  précession  étant  uniforme,  nous  de- 
vrons faire  -^  constant  et  ^7=0.  Soil-n=û;  la  dernière 

ai  ai  at 

des  équations  (23)  montre  que  -^  est  constant,  puisque  -^ 

et  cosO  sont  constants  tous  deux.  Faisons  donc  -r^  =  o),  quan- 

tilé  constante;  il  en  résulte  <p  =  a)f,  équation  qu'il  est  inutile 
de  compléter  par  une  constante  arbitraire.  Les  équations  (23) 
donnent  alors 

p  =  nsin0sine^, 
q  =  Usine  cos tJ, 
r  =  ûcosô  -f-«. 

On  déduit  des  deux  premières,  en  différenliant, 

-^  =  wûsmô  cos«/  =  wg, 

(in 

-^  =  —  &iû  sin  e  sin  ut  =  —  wjî. 


AUTOUR  D'UN  POINT  FUS.  517 

Donc 

sin  0  cos  w<  =:  sin  9  cosf  =  ^  f 
tm08inw<  =  8in9sinf  =  £; 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  des  équa- 
tions (24) «  il  vient  pour  équations  de  condition 

A»ç 4- (C  —  A)çr  =  Pa X  ^, 
—  Aftip  4- (A  —  C)fr  =  —  Pa  X  ^, 

équations  qui  rentrent  Tune  dans  l'autre  et  donnent  la  con- 
dition unique 

ou  encore 

û  [A«  +  (G  —  A](ûco80  +  m)]  =  Va, 

Cette  équation  définit  le  produit  Va  en  fonction  des  deux  vi- 
tesses angulaires  û  et  (i>,  et  de  Tangle  6. 

Q  est  la  vitesse  angulaire  de  la  précession,  eto)  la  vitesse  an- 
gulaire propre  du  corps  autour  de  son  aie  de  figure. 
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SUR  SON  AXE  DE  FIGURE. 

325.  La  solution  suivante,  dont  le  principe  est  emprunté  h 
un  travail  de  M.  Resal,  repose  sur  un  choix  particulier  des 
axes  autour  desquels  on  décompose  la  rotation  du  solide. 
Soit  (fig.  171)  Ole  point  fixe; 
I     OX,  OY,  OZ,  trois  axes  fixes,  rectangulaires,  menés  par  ce 
'  point. 

Par  solide  de  révolution^  nous  entendons  un  solide  dont  Pel- 
lipsoîde  d'inertie,  construit  au  point  0,  est  de  révolution  au- 
tour d'un  certain  axe  OZ^  passant  par  ce  point.  Nous  appelle- 


Fig.  171. 
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rons  C  le  moment  d'inerlîe  du  solide  par  rapport  à  cet  axe 
OZj  ;  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  axes  élevés 

au  point  0  perpendiculairement 
à  OZ^,  seront  tous  égaux  entre 
eux  ;  nous  les  représenterons  par 
la  lettre  A.  Les  axes  par  rapport 
auxquels  le  moment  d'inertie 
est  À,  sont  tous  contenus  dans 
un  plan  normal  à  OZ^  au  point  0, 
et  qui  détermine  Téquateur  de 
rellipsoîde.  Nous  appelerons  ce 
plan  Véipiateur  du  corps.  Il  coupe 
le  plan  fixe  XOY  suivant  une  droite  NN'  passant  par  le  point  0, 
et  que  nous  nommerons  la  Ugne  des  nœuds. 

Dans  Tétude  que  nous  avons  faite  de  la  rotation  d'un 
solide  autour  d'un  point  fixe,  nous  avons  pris  pour  axes 
liés  au  corps  et  mobiles  avec  lui,  les  trois  axes  principaux 
du  solide  au  point  0  ;  les  formules  générales  s'appliquent 
donc  au  système  formé  par  Taxe  OZ^,  et  par  deux  axes  rectan- 
gulaires OX^,  OYp  menés  dans  le  plan  de  Téquateuret  entraî- 
nés dans  le  mouvement  du  corps.  La  simplification  apportée 
par  M.  Resal  à  la  résolution  du  problème  dans  ce  cas  parti- 
culier, consiste  à  substituer  aux  axes  OX^,  OY^  qui  sont  en- 
traînés avec  le  corps,  la  ligne  des  nœuds  ON  et  une  autre 
droite  OM,  perpendiculaire  commune  à  la  ligne  des  nœuds  et 
à  Taxe  OZ^.  Nous  aurons  donc  ici  trois  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires à  considérer  : 
1**  Le  système  des  axes  fixes,  OX,  OY,  OZ  ; 
2**  Le  système  des  axes  mobiles  entraînés  par  le  corps^  OX^, 
OY,,  OZ,  ; 
5"  Le  système  des  axes  mixtes,  ON,  OM,  OZ,. 
On  passe  du  premier  système  au  troisième  au  moyen  de 
deux  angles  :  l'angle  i|;,  mesuré  dans  le  plan  XOY  à  partir  de 
Taxe  OX  jusqu'à  la  ligne  des  nœuds  ON,  et  l'angle  0,  égal  à 
l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan  XOY,  ou  à  l'angle  de 
l'axe  OZ,  avec  l'axe  fixe  OZ.  Pour  passer  du  troisième  système 
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au  second,  il  sufGt  de  donner  l'angle  9  que  Taxe  OX^  fait  avec 
0N«  égal  à  Tangle  que  OY^  fait  dans  le  môme  sens  avec  OM. 
Le  troisième  système  ON,  OM,  OZ^  forme  à  un  instant  quel- 
conque un  système  d'axes  principaux  de  rdlipsoïde  aussi  bien 
que  le  deuxième  système,  OX^  OY^,  OZ^  puisque  rellipsoïJc 
est  supposé  de  révolution  autour  de  Taxe  OZ^  et  par  suite  si 
Ton  appelle 

les  composantes  delà  relation  instantanée  autour  des  axe 

0Z|,        ON,     .    OM, 

les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  so- 
lide par  rapport  à  ces  mêmes  axes  seront  respectivement 

Nous  désignerons  de  la  môme  manière  par 

les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures  autour  de  ces 
trois  axes. 

Nous  connaissons  les  équations  générales  du  mouvement 
du  solide  quand  on  décompose  la  rotation  instantanée  autour 
des  axes  entraînés  OZ^,  OX^  OY^,  et  qu'on  estime  les  moments 
des  forces  par  rapport  à  ces  mêmes  axes.  On  pourra  donc 
déduire  les  équations  cherchées  des  équations  connues  par 
un  simple  changement  de  coordonnées.  Soient  p,  9,  r,  les 
composantes  de  la  rotation  autour  des  axes  OX^,  OYp  OZ^  ; 
nous  aurons  entre  ces  rotations  et  les  rotations  n,  n^,  n^,  les 
relations 

n  =  r, 

iii  =pcosf  —  çsiiif, 
n^  =  p  sin  ç> -h  7  cos  f . 

Appelant  L,  H,  N,  les  moments  des  forces  autour  de 

ox„      OY,,      oz„ 

on  aura  entre  ces  quantités  et  les  rotations  j),  9,  r,  les  tiois 


520  HOUTEVEirr  D'DN  SOLIDB 

relations  suivantes,  déduites  des  équations  générales  en  y  foi- 
sanlA=B: 

A^  =  (C-A)pr+II, 

De  CCS  trois  relations  nous  ne  conserverons  que  la  dernière, 
que  nous  pouvons  écrire 

en  vertu  de  l'égalité  n=r  ;  la  somme  N  est  la  même  pour  les 
deux  systèmes  d'axes  mobiles.  Si  N=0,  on  voit  que  la  rota- 
tion n  autour  de  Taxe  de  figure  est  constante.  Il  nous  fauttrob 
équations  pour  définir  le  mouvement  du  solide  ;  nous  en  avons 
déjà  une.  Nous  trouverons  les  deux  autres  en  écrivant  l'équa- 
tion des  forces  vives  et  l'équation  des  moments  autour  de 
l'axe  fixe  OZ. 

La  demi-force  vive  T  du  solide  s'estime  à  un  instant  quel- 
conque au  moyen  de  l'expression  (g  278) 


T=5[A(/i,«  +  ti,«)  +  Cn«J. 


Dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  d(,  raccrois- 
scmcnl  de  la  demi-force  vive  est  égal  à  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces,  ou  à  la  somme  des  produits  des  mo- 
ments des  forces  autour  des  trois  axes  ON,  OM,  OZp  par  les 
rotations  élémentaires  respectives,  ii^df,  n^dt^  ndt.  On  aura 
donc,  en  divisant  par  dty 

(2)  J  =  N'»-fN,n,  +  N^,. 

Enfin,  cherchons  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  Taxe  fixe  OZ.  Pour  cela,  il  suffit  de 
faire  la  somme  des  projections  sur  OZ  des  moments  estimés 
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autour  des  axes  OZ^,  ON,  OM;  on  devra  en  même  temps  faire 
la  somme  des  moments  N,  N^,  N,,,  projetés  sur  le  même  axe. 
On  obtient  ainsi  CncosO+Anj^sinO  pour  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  autour  de  0Z«  et 
NcosO+N,sinO  pour  somme  des  moments  des  forces.  Appli- 
quant le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
à  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  d^  on  aura  la  troi- 
sième équation 

(3)  ^(GiicosO  +  Aii,sinO)=:Nco80-hNj|nii9. 

Il  reste  à  évaluer  les  rotations  fi^  et  n^  en  fonction  des  coor- 
données 0  et  (|;.  La  rotation  n^  s'opérant  autour  de  ON,  fait 
varier  l'angle  6  seul  ;  on  a  donc 

Quant  à  la  rotation  n^,  qui  s'opère  autour  de  Taxe  OM,  il 
convient  de  se  servir,  pour  Tévaluer,  de  l'équation 

et  des  relations  par  lesquelles  nous  avons  exprimé  les  rota- 
tions p  et  9  en  fonction  des  angles  «j;,  9  et  0  ;  nous  avons 
trouvé  (g  321,  éq.  23) 

dl  .       ,  dO 

P=57Sin?sine+j|-cosf, 

dp  .   ^      rf9   . 

7=^cosî»sind— ^sinf. 

Multipliant  la  première  par  sin^,  la  seconde  par  COS9,  et 
ajoutant,  il  viendra 

(5)  11,=  ^  sine. 

Ces  expressions  (4)  et  (5),  substituées  dans  les  équations 
(2)  et  (3),  donneront  les  équations  définitives»  qu'il  ne  restera 
plus  qu'à  intégrer. 
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CAS  PARTICULIER  d'uN  SOLIDE  DE  RÉVOLUTIOM  SOUSnSf  OUTRE  LA 
PESAKTEUR,  À  UKE  FORCE  APPUQUÉE  EN  UN  POnfT  DE  l'aXE  DE  nCUTvE. 

52C.  Soit  G  le  centre  de  gravité  du  corps  situé  en  un 
point  de  Taxe  OC,  à  une  distance  06= a  du  point  0. 

Soit  C  le  point  d'application  d*une 
seconde  force,  que  nous  décompo- 
serons parallèlement  aux  axes  ON, 
OM,  OC;  la  composante  S  n'aura 
pour  effet  que  de  charger  le  point  0, 
et  les  composantes  Q  et  R  figure- 
ront seules  dans  les  équations  do 
mouvement. 
Fig.  m.  SoitOC=/. 

Nous  aurons  pour  les  moments  des  forces 
autour  de  l'axe  OC,    N=0, 
autour  de  Taxe  ON,  N^  =  Po  sin  0  —  R/, 
autour  de  Taxe  OM,  N,=Q/; 
CCS  formules  tiennent  compte  des  signes  des  moments. 

Le  signe  positif  des  rotations  et  des  moments  est  attribué  au 
sens  de  C  vers  N,  de  N  vers  M,  de  M  vers  C. 
I/équation  (I)  donne  n=constante,  puisque N=0. 
Pour  former  Téquation  (2),  observons  qu'on  a  d'abord 


-K4(S)'+(^)'H+-') 


Donc 


rfl        .do  (PO  ^,  dp  rf^'p   .  ,^  .    . 


l-^l    Sin6cos0-rr 


De  môme 


'  al  dt 
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Donc  enGn 

=  (Pflsinô  —  Ri)  ^  -h  Q/  ^  sinfl. 

L'èqualion  (3)  se  forme  de  même.  On  a 

CticosO  +  Aiissina  s  GncosO  +  A  ^f  sîn*a. 

DifTérentiant  et  divisant  par  dt,  puis  égalant  à 
NcosO-t-NjSinô,  ou  à  Q/sinô,  il  \ient 

(I)      A  ^ 8m«e  +  ÎAsinOoosO  ^  ^  —  CnsinO ^  =  Q/sîn». 

Multiplions  l'équation  (7)  par  ^  et  retranchons  de  (6)  ; 
cette  opération  élimine  à  la  fois  le  terme  en  Q  et  le  terme 
en  ~|.  Il  vient 

=  (P(isinfl-R/)^. 

Celte  équation  nous  donne  la  force  R  en  fonction  des  angles 
6  et  4»,  de  leurs  vitesses  et  de  leurs  accélérations  :  on  peut  y 

supprimer  le  facteur  commun  -jr. 

L*équation  (7),  divisée  par  sinô,  nous  fera  de  même  con- 
naître la  composante  Q. 

On  saura  donc  quelle  force  il  faut  appliquer  au  point  G  de 
l'axe  pour  donner  à  Taxe  du  solide  un  mouvement  déterminé 
autour  du  point  0. 

327.  Nous  examinerons  seulement  certains  cas  particuliers. 

1*  Mouvement  de  précession.  —  Ce  mouvement  correspond  à 

.    .       dd      ^     d^O      ^ 
0  =  constante,     jt  =  0,     ^tï  =  0. 
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L'équation  (7)  se  réduit  à 
out  en  supprimant  le  facteur  commun  sînO, 

(9)  Q/  =  A^sinO. 

L'équation  (8),  divisée  P&r*^,  donne,  après  la  suppression 
du  terme  en  -j-r  » 

Pasinô  —  RZ=  Cnsîn«  ^  —  A  f^Y  ûa9  cos9, 

OU  enfin 

(10)       R/  =  —  Cnsin e  ^  +    [a  ^^  V  sin«  coa  «  4-  Pasinfil. 

Supposons  qu'on  ait  imprimé  au  solide  une  très  grande 
vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  OC,  tandis 
qu'on  lui  donne  un  mouvement  lent  de  précession  autour  de 

Taxe  OZ.  Le  terme  — CnsinO-jj^,  proportionnel  au  nombre 

n,  sera  beaucoup  plus  grand  en  valeur  absolue  que  le 
terme  entre  parenthèses,  et  la  force  R,  qui  est  dirigée  dans 
le  plan  ZOC,  c'est-à-dire  perpendiculairemetit  au  chemin  dé- 
crit  par  le  point  C  dans  le  mouvement  de  précession  de  taxe, 
est  beaucoup  plus  grande  que  la  force  Q,  laquelle  est  dirigée 
dans  le  sens  môme  du  mouvement.  Pour  forcer  Taxe  du 
corps  tournant  à  décrire  un  cône  de  révolution  autour  de 
OZ,  il  faut  donc  exercer  sur  cet  axe  un  effort  à  peu  près  per- 
pendiculaire à  la  roule  qu'il  doit  parcourir  ;  il  faut  en 
un  mot  peser  sur  Taxe,  au  lieu  de  chercher  à  l'entraîner  dans 
le  sens  même  où  Ton  veut  qu'il  se  déplace. 
2°  Mouvement  de  nutation  sans  précession.  —  Pour  définir 

ce  mouvement  nous  ferons  -:^= 0,  ^^  =  0, 

dt  ai* 
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li'éqnallon  (6)  donnera,  en  divisant  V^r~n, 


el  l'équation  (7),  divisée  par  sin  0, 

(13)  <y  =  -cn^ 

Ici  encore  la  force  Q,  normale  au  déplacement  de  l'axe, 
a  une  très  grande  valeur  absolue  proportionnelle  à  n, 
tandis  que  la  force  R,  qui  agit  dans  le  sens  du  dépla- 
cement, n'a  qu'une  médiocre  valeur.  L'effort  destiné  à  dé- 
placer l'axe  dans  le  plan  ZOC 
est  donc  à  peu  près  dirigé  per- 
penUiculairement  à  ce  plan  ; 
la  force  Q  et  dirigée  en  ar- 
riéi-e  du  plan  ZOC  quand  les 
.do 

si^ne  ;  elle  est  dirigée  en  avant, 
si  elles  sont  ie  signes  contrai- 
res. 

328.  Pour  vérifier  par  des 
expériences  la  vérité  de  ces 
lois,  qui  au  ppemicr  abord  pa- 
raissent paradoxales,  on  se  < 
sert  de  l'appareil  de  Bohnenber- 
jw(fig.  173).  C'est  une  sphère 
massive  T,  dont  l'axe  AA', 
monté  au  moyen  d'une  suspension  è 
prendre  dans  l'espace  toutes  les  orientations.  On  imprime  à 
la  sphère  une  vitesse  de  rotation  très  considérable  autour  de 
son  axe.  Cela  f^l,  si  on  veut  donner  h  cet  axe  un  mouvement 
de  précession  autour  de  la  verlicale,  il  semble  qu'on  n'ait 
qu'à  agir  latéralement  sur  le  cercle  vertical  CbC  de  la  sus- 
pension à  la  Cardan,  de  manière  à  le  faire  tourner  autour  des 


la  Cardan  CC'BB',  peut 
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dans  la  bande  une  tension  de  plus  en  plus  grande.  Cette  ten- 
sion, quand  le  gyroscope  est  au  repos,  imprime  au  cercle 
vertical  CC  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axa 
vertical  ;  le  mouvement  se  prolonge  en  vertu  de  la  vitesse  ac- 
quise au  delà  de  l'instant  où  la  bande  de  caoutchouc  reprend 
sa  longueur  primitive  ;  alors  l'enroulement  de  la  bande  se  pro- 
duit en  sens  contraire  ;  après  quoi  le  déroulement  s'opère  pai 
un  nouveau  renversement  du  mouvement,  et  ainsi  de  suite, 
par  une  série  d'oscillations  alternatives  qui,  si  Ton  pouvait 
faire  abstraction  des  résistances  accessoires,  se  prolongeraient 
indéfiniment. 

11  en  est  tout  autrement  quand  on  répète  Tcxpénence  sur 
un  gyroscope  dont  le  disque  T  est  animé  d'une  grande  vitesse 
autour  de  son  axe  propre  AA'.  Dans  ce  cas,  la  tension  du  caout- 
chouc, au  lieu  de  faire  décrire  à  Taxe  AA'  un  cône  droit 
autour  de  la  verticale,  déplace  cet  axe  perpendiculairement 
à  la  direction  dans  laquelle  il  parait  sollicité  ;  il  se  rappro- 
chera donc  de  la  direction  CC,  et  le  premier  efîet  de  la  ten- 
sion sera  de  faire  tourner  le  cercle  ABA'  autour  de  son  dia- 
mètre horizontal  BB',  jusqu'à  ce  que  Taxe  AA'  soit  devenu  à 
peu  près  vertical;  le  sens  du  déplacement  de  l'axe  est  tel 
que  le  tore  soit  amené  à  tourner  dans  le  sen6  même  où  la 
bande  de  caoutchouc  tend  à  entraîner  le  cercle  CBC.  Alors 
seulement  on  verra  la  rotation  du  cercle  CBC  se  produire. 
La  bande  se  déroule,  puis  elle  s'enroule  en  sens  contraire 
sur  la  poulie.  Une  fois  cet  enroulement  cop traire  achevé; 
le  déroulement  tend  à  s'opérer  par  un  mouvement  rétrograde. 
Or  ce  nouveau  mouvement  imprimerait  au  disque,  dont  l'axe 
est  resté  sensiblement  vertical,  une  vitesse  de  rotation  con- 
traire à  sa  vitesse  propre.  Aussi  résistc-t-il  à  celte  tendance,  et 
la  force  développée  dans  le  caoutchouc  n'a  d'autre  effet  que 
de  faire  faire  au  tore  une  culbute  complète,  c'est-à-dire  de  ren- 
verser son  axe  bout  pour  bout  ;  quand  l'axe  AA'  s'est  ainsi 
retourné,  la  rotation  du  (ore  s'effectuant  dans  le  sens  où  la 
tension  du  caoutchouc  sollicite  le  cercle  vertical,  le  dérou- 
lement a  lieu  ;  de  sorte  que  les  oscillations  alternatives  du 
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cercte  yertical  dans  un  sens,  puis  en  sens  opposé,  sont  sépa- 
rées par  des  repos  pendant  lesquels  l'axe  du  tore  se  reaverse 
de  bas  en  haut,  puis  de  haut  en  bas. 

GTROSGOPE  DE  FOUCAULT  ^ 

330.  Nous  avons  déjà  donné  la  théorie  sommaire  de  celte 
expérience  dans  les  §§  302  et  suivants.  Le  gyroscope  est 
un  solide  de  révolution,  pesant,  qu'on  anime  d'une  grande 
vitesse  autour  de  son  axe  de  figure;  une  des  extrémités 
de  cet  axe  est  fixe  ;  l'autre  extrémité  est  d'abord  soutenue, 
puis  subitement  abandonnée.  On  a  alors  Q=R=0.  Intro- 
duisons celte  hypothèse  dans  les  équations  (6)  et  (7);  il 
viendra 

(14)  A  ^sin«0  ^  Cfisinôg^  +  2A8infloos6^  2^  =0. 

La  première  équation  intégrée  donne 

(15)  ^[(S)*+  (^)*sm«ô]=AH-2Pacosa, 

en  appelant  H  une  constante  arbitraire  ;  la  seconde  s'intègre 
aussi,  et  donne 

(16)  '  Aji?sm«Ô  +  Cncosô  =  AG, 

G  étant  une  nouvelle  constante.  Faisons  pour  simplifier  i=h 


—  =z:X;  les  équations  (15)  et  (16)  deviendront 

(18)  ^  sin'ô  -+-  fincosO  =  G. 

'  Ce  paragraphe  et  les  suivants  sont  en  prande  partie  extraits  de  la  l>ynamù[iii 
d'Edmond  Bout.  [Cours  de  mécani(iue,  t.  III,  1873. 
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L'axe  du  gyroscope  parlant  du  repos  pour  une  cerlaine  va- 
leur %  de  Tangle  0,  on  aura  au  commencement  de  Texpé- 

rience  ^  =  0  et  ^  =  0  pour  ô=0o  ;  donc 
et 

G  =/ftflCO80», 

ce  qui  transforme  les  équations  (17)  et  18)  eu 
t^®)  (37)*+  (â)"«»°'«=^(«*^-cosd), 

(SO)  ^  sin^  9  =  /tn  (cos9«  —  cos9] . 

Multiplions  la  première  par  sin*  0,  puis  élevons  la  seconde  au 
carré,  et  retranchons  ;  il  viendra 

Dans  cette  équation  le  premier  membre  est  toujours  positif; 
le  second  Test  donc  aussi,  et  par  suite  le  terme  négatif 
— yfn^(cos% — cosO)'  doit  toujours  rester  moindre  en  valeur 
absolue  que  le  premier  terme,  qui  est  nécessairement  positif. 
Le  facteur  n*  étant  très  grand,  par  hypothèse,  il  faut  que 
l'autre  facteur  (cosOo — cosO)'  soit  1res  petit,  c'est-ff-dire  que 
les  angles  0  et  0^  soient  très  peu  différents  Tun  de  l'autre. 
Cela  permet  d'exprimer  0  par  la  somme  O^+e,  e  élant  un 
nombre  variable,  positif  ou  négatif,  mais  extrêmement  petit 
en  valeur  absolue,  dont  nous  négligerons  le  carré  et  les  puis- 
sances ;  nous  aurons  alors 

cos  0  =  oos  6*  cos  (  ^  sin  9«  sin  c  ss  cos  9.  —  c  sin  0«, 
8in6  =  sin9«cosc  +  cos9«sinc  =  sinO*  +  ccos9«, 
sin*  &  =  sin*  0*  +  2c  sin  0*  cos  9*  ; 

enfin  j7  =^>  expression  entièrement  rigoureuse 
Substitiian[  dans  l'équation  (21),  il  vient 

(57)   '^*'*'^*  "^  ^  (  ^  )  «sinO.cosO. 
=  2;.  [sin*  0.  -4-  2« sin B.  cos  9.)  <  sin  9.  —  /i«/i* «'sin^  a«. 
m.  ^  m£c  .  coLUCxos.  31 
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Ces  termes  sont  de  différents  ordres  de  petitesse.  ( -j^)  est 

de  Tordre  de  e'  ;  le  terme  ^i^  ^  (  i:  )  est  de  Tordre  de  c*  ;  on 

peut  donc  le  supprimer.  On  en  fera  autant  du  terme  en 
2Xe*  du  second  membre,  en  observant  que  sa  valeur  numé- 
rique est  négligeable  vis-à-vis  4u  terme  ji'wVsinô^  qui  con- 
tient n*  en  facteur.  L'équation  ainsi  simpliGée  devient 

fpy  sin«e.  =  2A«sin»Ô.  —  M*»Vsm«a., 

ou,  en  divisant  par  sin'Oo» 


(22)  fjY=z2X€  sinO.  ^  M*«'«'  =  t  (SasîûO.  —  /»Vr). 

Le  carré  l-^j  étant  toujours  positif,  on  voit  que  e  ne  peut 

Q^  sin  0 
varier  qu'entre  0  et  e  =  — ^^;  c'est  la  limite  de  la  nota- 
tion de  Taxe.  La  vitesse  de  la  nutation  est  donnée  par  Téqua- 
tion  (22);  en  l'intégrant  on  aura  la  valeur  de  e  en  fonc- 
tion du  temps.  Il  vient 

OU  bien 

L'équation  (20)  nous  donnera  ensuite  la  loi  du  mouvement 
de  précession.  On  en  déduit 

19A\  ^  —  /xn(cos0,  —  cose) fititsinSo 

^    '  dt  ~  sin*0  ~"  sin*6«-f-2«sinô«cos0« 


sin0«  +  2(cos9« 

et  négligeant  le  terme  en  e  au  dénominateur,  il  vient 

(25)      ^^  =  iiîîi=^X?^sm«^==^sm•^^ 
dt       sin9«       8m9»  u'it*  %        un  ^ 
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et,  en  intégrant, 

sans  constante,  si  pour  t  =  0  on  a  aussi  ^=0* 

Abstraction  faite  du  terme  en  sin  [Uit^  qui  est  très  petit, 
puisqu'il  contient  n*  en  dénominateur,  le  mouvement  de  prè- 

cession  est  unirorme,  et  a  pour  vitesse  angulaire  — 

La  ligne  des  nœuds  éprouve  de  part  et  d'autre  de  la  position 
moyenne  qu'elle  occuperait  si  son  mouvement  était  uniforme, 
un  balancement  périodique  défini  par  l'équation 

^ = r-s  8in  [Mi, 

La  durée  de  la  période  est  — • 

De  son  côté,  Taxe  de  l'appareil  a  une  nutation  définie  par 
Pèquation 

SAsind*  .  ,  uni 

/l'Or  z 

et  ce  second  mouvement  oscillatoire  a  encore  pour  période 

—,  car  si  l'angle  [tnt  augmente  de  2i7,  Tangle  ^  augmente 

de  X,  le  sinus  de  cet  angle  change  le  signe,  et  son  carré  re- 
prend la  même  valeur.  Les  deux  mouvements  périodiques 
s'accomplissent  donc  dans  le  même  temps. 

Observons  enfin  que  le  mouvement  ne  dépend  pas  de  la 
densité  du  solide  s'il  est  homogène;  car  les  équations  ne  con- 
tiennent que  les  constantes  X  et  {a,  c'est-à-dire  les  rapports 

Pu       n 

*jr-  et  j,  fractions  aux  deux  termes  desquelles  entre  la  den- 
sité, qui  disparait  comme  facteur  commun. 
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CAS  PARTICULIEB   OÙ  LA   PDÉCESSIOIX   EST   RIGOUBEIISEMEIIT    OKIPORME. 

33 1 .  Beprcnons  les  équations  (1 7)  et  (1 8)  qui  conviennent  au 
mouvement  sans  aucu  ne  hypothèse  sur  les  circonstances  ini- 
tiales. On  voit  que  si  Tangle  0  reste  constant,  les  deux  équa- 

lions  s'accordent  à  donner  pour  -^  une  valeur  constante.  Ces 
deux  conditions  caractérisent  le  mouvement  uniforme  de  pré- 
cession.  Pour  déterminer  la  vitesse  constante^,  on  ne  peut 

se  servir  des  équations  (17)  et  (18)  qui  contiennent  des  arbi- 
traires, mais  il  faut  recourir  à  l'équation  (8)  dégagée  du  fac- 
teur commun  -t-;  le  facteur  sin  0  peut  se  supprimer  aussi, 

des  qu'on  efface  le  terme  en  Â^  dans  le  premier  membre,  et 

le  terme  — R/  dans  le  second,  termes  qui  sont  nuls  d'eux- 
mêmes. 
L'équation  (8)  prend  alors  la  forme 

(27)  Acoso(g]"-Ciig  +  Pa  =  0. 

ce  qui  élablit  une  relation  entre  la  vitesse  —,  l'angle  0  et  les 

constantes  A,  C,  P,  a,  n. 
Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  valeurs 

pour-^.  Il  vient  en  la  résolvant 


rp 


d^  _  Cn±VC*;i*-~4APgcosfl  _      Cn 


['-('-'■^S?-')'] 


di  2Acosd  2AC0S& 

Le  nombre  n  étani  supposé  très  grand,  on  peut  développer 
en  série  la  quantité  entre  parenthèses  par  la  formule  du  binôme 
de  Ncwlon,  et  se  bornant  aux  trois  premiers  termes,  on  aura 

2\Pacosô        2A«P-a«cos«0. 


1  — 


{.-n*  C*/4 


ii.4 
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la  quantité  entre  crochets  a  donc  pour  valeur,  si  on  prend  le 
signe  inférieur, 

2APflCosfl       2A«P«a*cos*Q 
C«/««      "^         C*/i*        ' 

d'où  résulte  pour  —  la  valeur 

Si  Ton  prend  le  signe  supérieur,  la  quantité  entre  crochets 
prend  la  valeur 

a^  gAPacose       2A»P*a»cos*e 
C«n«  G»it«        ' 

et  par  suite 

d^  _     C>*     _?!!?_  2AP«a*C08g 
«/<  ""  Acosô        Cn  C*fi* 

Ce  sont  les  circonstances  initiales  qui  décident  dans  chaque 
cas  particulier  du  choix  entre  ces  deux  vitesses.  La  première 

dst  sensiblement  égale  à  tt-,  car  le  second  terme,  — r:^-j — , 

est  négligeable  devant  le  premier,  à  cause  de  la  grandeur  du 
dénominateur  Cn*.  La  vitesse  de  précession  est  donc  sensible- 
ment constante  quel  que  soit  l'angle  0  ;  elle  est  rigoureusement 

Pu  lU 

égale  à  TT-pour  0  =  ^,  auquel  cas  Taxe  du  gyroscope  décrit  un 

Pa      X 
plan  horizontal.  Remarquons  que7r-= — »  vitesse  moyenne 

de  la  précession  lorsqu*on  abandonne  l'axe  sans  lui  commu 

niqucr  de  vitesse  initiale  (§  530). 

dà 
La  seconde  vitesse-—  varie  très  rapidement  avec  l'angle  0; 

elle  est  d'alleurs  très  grande,  car  elle  est  sensiblement  pro- 
portionnelle au  facteur  n.  Elle  devient  infinie  enfin  pour  8=^ 

1"  La  première  vitcssse  de  prècession  est  celle  qu'on  obtient 
en  général  dans  rexpérience  :  elle  varie  à  peu  près  proportion- 
nellement au  produit  Pa.  C'est  ce  qui  explique  qu  on  puisse 
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l'augmenter  en  pesant  sur  rextrémilé  de  l'axe;  car  on  ajoute 
alors  au  moment  Va  le  produit  de  l'effort  qu'on  exerce  par  la 
distance  du  point  d'application  de  cet  effort  au  centre  fixe. 
QI0US  avions  déjà  remarqué  qu'en  général,  pour  déplacer  arti- 
ficiellement l'axe,  il  faut  exercer  sur  lui  un  eflbrt  à  peu  près 

normal  au  déplacement  à  produire  (g  326).  La  vitesse  ^  aug- 
mente aussi  très  rapidement  à  mesure  que  le  facteur  n  dimi- 
nue ;  cet  effet  se  produit  de  lui-même  par  suite  de  la  résis- 
tance de  Tair  et  des  frottements  des  tourillons,  qui  réduisent 
graduellement  la  rotation  propre. 

2^  Si  l'on  donne  à  l'appareil  une  vitesse  initiale  de  préœs* 
sion  suffisamment  grande^  satisfaisant  à  Téquation 

<U  ""  Acosô        Cn        *•" 

OU  sensiblement  égale  à  -r r,  ce  sera  la  seconde  formule 

®         A  cos  0 

qui  donnera  la  loi  du  phénomène  ;  cette  vitesse  se  conservera 

encore,  et  le  gyroscope  aura  un  mouvement  de  prècession 

uniforme. 

Ce  qu'il  y  a  de  remarquable  dans  ce  cas  particulier,  c^est 

que,  n  restant  le  môme,  -^  décroit  rapidement  à  mesure  que 

cos  0  augmente,  ou  à  mesure  que  l'angle  0  diminue.  Si  donc 
la  vitesse  de  précession  diminue,  par  suite  des  résistances 
auxquelles  le  système  mobile  est  soumis,  l'angle  0  diminue  lui- 
même,  et  l'axe  du  solide  se  relève  jusqu'à  ce  qu'il  ait  atteint 
la  position  verticale.  On  observe  cet  effet  dans  le  mouvement 
de  la  toupie,  qui,  lancée  avec  une  grande  vitesse  giratoire,  ne 
tarde  pas  ù  se  placer  verticalement  dans  une  position  d'équi- 
libre stable.  Un  phénomène  analogue  se  produit  quand  on 
communique  une  vitesse  angulaire  à  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion allongé,  posé  sur  une  surface  horizontale  légèrement  ru- 
gueuse. La  rotation  initiale  commence  autour  d'un  des  dia- 
mètres de  Téquateur,  axe  autour  duquel  la  rotation  n'a  pas  de 
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stabilité.  Le  moindre  dérangement  survenu  jctfe  le  pôle  in- 
stantané en  dehors  de  Téquateur  ;  il  en  résulte  une  réduction 
des  vitesses,  due  au  travail  négatif  de  la  pesanteur,  et  cette 
rédaction  ne  fait  qu'augmenter  par  suite  du  travail  du  frotte- 
ment de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  fixe.  En  même  temps,  Tellip- 
soîde  se  relève  comme  la  toupie,  et  les  pôles  de  la  rotation 
y  dessinent  bientôt  un  petit  parallèle  autour  de  l'une  des 
extrémités  de  Taxe  de  révolution. 


BALANCE  GTROSCOPIQUE  DE  UM.  FESSEL  ET  PLUCKER. 


532.  La  balance  gyroscopique  est  un  appareil  qui  permet 
de  vérifier  expérimentalement  la  théorie  de  la  rotation  des 
solides  de  révolution  autour  d'un  point  de  leur  axe  de 
figure. 

Elle  se  compose  d'un  tore  massif  T  dont  l'axe  est  retenu 
par  deux  tourillons  fixés 
à  une  chape  mobile  DD. 
La  chape  fait  corps  avec 
un  axe  DC,  le  long  du- 
quel on  peut  faire  glis- 
ser à  volonté  un  contre- 
poids P.  L'axe  de  la  chape 
est  réuni  au  pied  S  de 
l'appareil  par  une  sus- 
pension de  Cardan  0, 
qui  lui  laisse  toute  li- 
berté de  tourner  au- 
tour de  son  centre  fixe, 
dans  le  sens  vertical  comme  dans  le  sens  horizontal. 

La  mobilité  du  contre  poids  le  long  de  la  tige  qui  lui  sert 
de  guide  donne  un  moyen  de  changer  le  signe  du  produit 
Pa,  ce  qui  entraine  un  changement  dans  le  sens  de  la  pré- 
cession. 


Fig.  175. 
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Cet  appareil  et  ceux  que  nous  avons  décrits  (g  328  et 
329)  a  servent  à  mettre  en  évidence  les  curieuses  pro- 
priétés du  mouvement  des  systèmes  solides,  et  permettent 
d'apprécier  avec  justesse  l'influence  de  l'inerlie.  Le  théo- 
rème de  Poinsot  sur  le  mouvement  d'un  corps  libre  en 
complète  la  notion,  car  il  ajoute  à  la  loi  simple  du  mouve- 
ment rectilîgne  et  uniforme  du  centre  de  gravité,  la  loi  beau- 
coup plus  complexe  du  roulement  de  l'ellipsoïde  central  sur 
le  plan  invariable.  Les  appareils  gyroscopiques  montrent  de 
même  les  efTets  vraiment  surprenants  de  l'inertie  dans  les 
mouvements  de  rotation.  Un  corps  animé  d'une  rotation  ra- 
pide semble  doué  pour  ainsi  dire  de  propriétés  nouvelles,  et 
subit  d*une  manière  toute  particulière  l'effet  des  perturbations 
auxquelles  son  mouvement  général  est  exposé  ^  » 


EXPÉRŒKCE   DE   FOUCAULT. 


\ 
\ 


\  •= 


333.  Le  gyroscope  imaginé  par  Foucault  pour  mettre 

en  évidence  la  rotation  de 
la  terre  (g  304)  est,  comme 
on  sait,  un  solide  de  révo- 
lution massif,  assujetti  à  tour- 
ner autour  de  son  centre  de 
gravité,  et  sollicité  seulement 
par  les  forces  centrifuges  com- 
posées dues  à  la  rotation  du 
globe. 
Soit  OX  un  axe  dirigé  vers 
le  Nord  tangcntiellement  au  méridien  on  un  point  0  de  Tlié- 
ini^phcrc  boréal;  OY  un  axe  dirigé  vers  TEst,  tangcntielle- 
ment au  parallèle;  OZ,  un  axe  vertical. 

Menons  par  le  point  0  une  parallèle  OP  à  l'axe  de  la  (erre. 
L'angle  POX  sera  égal  à  la  latitude  X;  et  la  rotation  w  qui 


Fig.   176. 


*  Exposé  de  la  situation  de  la  Mécanique  appliquée,  1807.  Pages  57- 5S. 
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s'clTecfue  autour  de  OP,  aura  pour  composantes  (ocosX  autour 
de  OX;  c^sinX  autour  de  OZ;  zéro  autour  deOY.  La  rotation  tù 
s'effectue  de  l'Ouest  à  l'Est;  les  composantes  auront  donc 
le  sens  de  Z  vers  Y  autour  de  OX,  de  Y  vers  X  autour  de  OZ,  ' 
et  nous  devrons  les  prendre  avec  le  signe  — ,  en  regardant  la 
vitesse  co  comme  positive. 

Les  composantes  de  la  rotation  du  gyroscope  sont  (g  325)  : 
la  vitesse  propre,  n,  autour  de  Taxe  de  figure  OC  de  l'ap- 

pareil,  la  vitesse  de  nulation  -^  autour  de  la  ligne  des  nœuds 

ON,  et  la  vitesse  -i^  sin  0  autour  de  l'axe  OM,  normal  au 

dt 

plan  CON. 

Rappelons  d'abord  quelques  principes  dont  nous  aurons  à 
faire  l'application. 

Soient  p,  9,  r,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
du  système  de  comparaison,  projetées  sur 
des  axes  rectangulaires  mobiles,  OX,  OY, 
OZ,  que  nous  supposerons  coïncider  avec 
un  système  d'axes  principaux  d'inertie 
du  corps  soumis  à  l'expérience. 

Soient  p',  q',  r'  les  composantes  autour      Z''^' 
des  mêmes  axes  de  la  rotation  instantanée      ^ 

,  Fig.  177 

du  gyroscope. 

Considérons  un  point  du  gyroscope,  défini  par  les  coor- 
données X,  y,  z  par  rapport  à  ces  mômes  axes. 

La  vitesse  linéaire  de  ce  point  aura  pour  projections  sur 
les  axes  : 

Soit  m  la  masse  du  point.  Cherchons  les  composantes  de 


fif' 
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la  force  cenlrifuge  composée  ;  si  X',  T\  V  sont  ces  compo- 
santes, nous  aurons  (g  193)  : 

X'  =  2m(rg-ç^')=2m[r(r'x-p'i)-9(p'y-^x)], 
Z'  =  2-i(ç^-p§)  =2m[^(7'j-.r^)-.p(r'«-p',)]. 

'  Les  sommes  N«  N^  N,,  des  moments  par  rapport  aux  axes, 
des  forces  centrifuges  composées  appliquées  à  tous  les  points 
du  corps,  s'expriment  aussi  au  moyen  de  déterminants  : 

R  =  2,Z'3f  —  Y's)  =  ïîm  {qtj^x^  —  çfy»  —  fnfxy  ^-pp^sy  --pi/jfz  -hp^xz 

H,  =  I(X'»  —  Z'x)  =  2{pr^inx*  —  lyTiiu'). 
R,  =  2  ;  Y'x  —  X'y  )  =  2  (7fï'2«y« — P9'2wx«). 

Nous  supprimons  dans  ces  sommes  les  termes  contenant  les 
facteurs  Smxy,  Imxzy  Zmy%,  qui  sont  nuls  d'eux-mêmes, 
puisque  les  axes  OX,  OT,  OZ  sont  des  axes  principaux  du  so- 
lide au  point  0. 

Supposons  que  le  solide  soit  de  révolution  autour  de  l'axe 
OX  ;  que  C  soit  son  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe,  et 
que  ses  moments  d*incrlie  SQient  représentés  par  A  autour 
des  axes  OY,  OZ,  et  de  toute  autre  droite  tracée  par  le  point  0 
dans  le  plan  YOZ.  Nous  aurons  : 

2mj^«H-2ms«  =  C, 
Imz^  4-  Inuc*  =  A, 
Swu*  -h  ^iny*  =  A. 

Donc 


cl 


InrJ  =  Imtf*  =  5  C 


2mx«  =  A  —  5  C. 


Substituant  dans  les  valeurs  des  moments,  il  vient 

>j  =r   2A  —  C  pr"  —  rp'C  =  2A;w^  —  Cpr'-^  rp"), 
N,  =  cji>'C  -  pq\^X  -  C)  =  C  ^qp'  +  pg')  -  2Apç'. 
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Appliquons  ces  formules  aux  axes  OC,  ON,  OM  (flg.  1 76), 
pris  respectivement  pour  axes  des  x,  des  y  et  des  %.  Pour 
avoir  lescoroposantesp,  9,  r,  il  suffira  de  décomposer  la  rota- 
tion (0  autour  de  OP,  en  trois  rotations  autour  de  OC,  ON,  OM, 
ce  qui  revient  à  décomposer  autour  de  ces  derniers  axes  les 
composantes,  — (ocosX  et  — (osinX,  de  cette  rotation  tù. 

La  rotation  — cocos X  se  décompose  d'abord  en  une 
rotation  — cocos X  cos^»  autour  de  ON,  et  en  une  rotation 

—  (ocosXcosf  4; — 5J= — (ocosXsin^f  autour  de  la  droite  OL,  in- 
tersection du  plan  XOY  avec  le  plan  ZOC.  Cette  dernière  compo- 
sante se  décompose  ensuite  suivant  les  axesOC,  OM,  ce  qui  donne 

autour  de  OC,  —  wcosXsin^J/cosf  ^— 0 ]= — («)cosXsint|;sin6,et 

q +0—^  J=-ha)COsXsin<^cos8. 

La  seconde  composante  — (osinX,  suivant  OZ,  donne  une  com- 
posante —  (osinXcosO  autour  de  OC,  et  une  autre  compo- 
sante, —  (osinXsinO,  autour  de  OM.  Réunissant  par  voie  d'ad- 
dition algébrique  les  composantes  relatives  aux  mêmes  axes, 
on  aura 

autour  de  OC,      p  =  —  wcosA  sint|>  sinO  —  wsinÀcosd, 

autour  de  ON,      q  =  —  «cos> eos »f>, 

autour  de  OM,      r=  (ucos>sint|>cosO  —  wsinÀsin6. 

Nous  avons  enfin  pour  la  rotation  du  gyroscope,  décom- 
posée suivant  les  mêmes  axes, 

autour  de  OC,  //  =  «, 

autour  de  ON,   ^=  t-. 

dé  , 
autour  de  OM,   '^  =  "if  sm9. 

n  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  for- 
mules, et  à  les  introduire  dans  les  équations  (1),  (2)  et  (3) 
du  g  325,  où  l'on  remplacera  ?i,  n^,  n„  par  p',  g',  r',  pour  avoir 
les  équations  difTérentielIes  du  mouvement. 

Remarauons    que    la    somme    Nn  •+-  N^n^  •+-  N,7i,,    ou 
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Np'  -H  '^^(f  -+-  Ny ,  est  identiquement  nulle.  Cela  devait  être,  le 
travail  des  forces  centrifuges  composées  est  toujours  égal  i 
zéro,  puisqu'elles  sont  toutes  normales  à  la  trajectoire  rela- 
tive de  leur  point  d'application.  La  force  Tive  du  gyroscope 
reste  donc  constante. 
L'équation  (1)  devient,  en  supprimant  le  facteur  C, 

[1')        ^  =  ^  («cosAsm^cosa  ~  MSinAsind)  +  ^  sina  x  MCOsAcosf 
L'équation  (2) 

(2')       T  =  §  ( A  [(s )*  •*■  {stï  ^*  ^]  •*■  ^")  =  '^"'*'"*"' 

et  réquation  (3),  dans  laquelle  on  peut  remplacer  N  par 

rdn 

^dF' 

(3')         57(^'*^^^^"^5/ *"^'^)==^57  cosa  — C«ficosAcos|sin6 

—  sii)9(2Â  ^C)((uco8Asin<f»8in0  +  MSiiiAcosG]  ^. 

al 

334.  L'intégration  de  ce  groupe  d'équations  simul lances, 
où  les  variables  à  exprimer  en  fonction  du  temps  sont  n,  9 

et  ^j  présenterait  de  sérieuses  difficultés.  Sans  aborder  ce 
problème  d'analyse,  cherchons  dans  quelle  position  doit  se 
trouver  le  gyroscope  pour  que  l'axe  de  l'appareil  reste 
immobile  sous  l'action  des  forces  centrifuges  composées. 

Il  faut  pour  cela  qu'on  ait  à  la  fois   ^=0  et    j7=0; 

Tcquation  (!')  montre  que  -j-  est  aussi  nul,  et  que  par  suilJ 

la  relation  n  est  constante.  Dans  l'équation  (5'),  tous  les 
termes  deviennent  nuls,  sauf  le  terme  —  Cwn  cos  X  cos  ^  sin  6,qui 
doit  s'annuler  aussi,  ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  ma- 
nières :  1°  en  faisant  >^  =  ô\  c'est-à-dire  en  faisant  Tcxpé- 

rience  au  pôle  du  globe;  2^  en  faisant  ^=q^  c'est-à-dire 


AUrOUR  D'UN  POINT  F1I&  541 

en  plaçant  Taxe  du  gyroscope  dans  le  plan  du  méridien. 
Quant  à  Téquation  (2%  elle  devient  idenlique  et  ne  nous 
apprend  rien.  Pour  compléter  la  solution,  supposons  l'axe  OC 
amené  dans  le  plan  ZOX  du  méridien  ;  cette  hypothèse  donne 

successivement,  en  faisant  ^='^  dans  les  formules  : 

|y  =  ^  mcosA  sinO  —  Msin  A  cosO  =  ~  MSin  (9  +  A], 
7=0, 

r  =  mcosA  C089  —  MÔnAsin^  s=  M  eoi(e  +  A). 


On  a  de  plus 


1^  =  0. 


MV2) 


Substituant  dans  N,  N^,  N,,  il  vient 

N=o, 

N|  =  —  Op'  =  —  Cuiicos(d  +  X), 
N,  =  0. 

Le  seul  couple  qui  agisse  encore  sur  le  gyroscope  est  donc 
le  couple  N^,  dont  l'axe  coïncide  avec 
la  ligne  des  nœuds,  c'est-à-dire  avec 
la  tangente  au  parallèle  ;  il  s'annule 

pour  e  -h  X  =  ^ ,  ou  quand  l'axe  du 

gyroscope  est  parallèle  à  Taxe  du 
monde. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu  dans  l'étude 
sommaire  que  nous  avons  faite  de  cet  appareil  (§  310).  Notre 
analyse  nous  donne  de  plus  les  composantes  N,  N^,  N,,  du 
couple  des  forces  centrifuges  composées  qui  sollicitent  le 
corps  tournant.  En  général,  si  un  corps  solide  de  révolution 
tourne  avec  une  vitesse  n  autour  de  son  axe  de  figure,  orienté 
comme  on  voudra  dans  l'espace,  'mais  fixe  dans  celte  posi- 


Fig.  178. 
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lion,  on  a  t-  =  0,  ^= 0,  t^=0,  et  les  composantes  N,  Nj, 
Nj,  prennent  les  valeurs  : 

N=0, 

Njrs  —  Cr/j'  =  —  Cna»(cos>sin^  cos9  —  sin>  sinO), 

Nj  =  Cqp'  =  —  GOuCOSA  COStfr. 

Cherchons  encore  dans  quel  sens  doit  s'opérer  la  rotation 
propre  du  gyroscope  pour  que  Taxe  soit  en  équilibre  stable 

dans  la  position  définie  par  les  valeurs  6=5 — Xet  4'=s-  Ce 

qui  caractérise  la  stabilité,  c'est  que  si  Ton  dérange  infiniment 
peu  Taxe  du  gyroscope  de  sa  position  d'équilibre,  les  foroea 
développées  tendent  à  Ty  ramener,  de  sorte  que  le  mouve- 
ment de  l'axe  l'écarté  infiniment  peu  de  cette  position.  Noos 
pouvons  donc  poser 

t|;=|  +  f,  6=5— A  +  y, 

e  et  Y  étant  des  angles  qui  resteront  par  hypothèse  infinimeot 
petits  pendant  toute  la  suite  du  mouvement.  On  en  déduit 

d^       dt       d$       dy         .    .       j 

3F  =  S'    dt=dt'    «"'<'  =  *'   co«*  =  -*, 
sinO  =  cosA-f-ysin>,      cos0  =  sinA  — ycosA, 

en  négligeant  les  termes  contenant  les  puissances  de  y  ou  de 
e.  Substituons  dans  les  valeurs  des  composantes  des  vitesses; 
il  vient  après  réduction  et  suppression  des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  au  premier  : 

P  =  — w,        7  =  -|-w€C0S>,        r  =  — *iy, 
p'  =  n,  v'=g.  r'=gcosA. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  expressions  des  couples 
N,  N^,  Nj,  donnent 

N|  =  —  (2A  —  G)  w  ^  cos>  -f-  Co-iiy, 
N,  =  -  (2\  —  G)  »  ^  -I-  Gûimcosl. 
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La  première  équatron  monire  que  N  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre^  qu'on  peut  considérer  comme  nul  ;  la  rota- 
tion n  reste  donc  sensiblement  constante  malgré  le  dérange- 
ment apporté  à  l'axe  de  Tappareil. 

Le  nombre  n  étant  très  grand  en  yaleur  absolue,  on  a  d'ail- 
leurs approximativement  Nj  =  C(i)?iy,  N,  =  Ca)ne  cosX, 

Si  Taxe  du  gyroscope  se  trouve  déplacé  de  manière  à 
rendre  les  écarts  y  ot  e  positifs,  ce  déplacement  fait  naître 
autour  des  axes  ON,  OM  des  couples  qui  ont  les  signes  de  n^  et 
de  tu  ;  ils  sont  donc  positifs  et  tendent  à  accroître  le  dépla- 
cement lorsque  n  est  positif;  ils  sont  au  contraire  négatifs  et 
tendent  à  le  diminuer,  si  n  est  négatif.  La  condition  de  stabi- 
lité est  donc  que  n  soit  négatif,  c'est-à-dire  que  le  gyroscope 
tourne  autour  de  son  axe  dans  le  même  sens  que  la  terre  au- 
tour de  l'axe  du  monde* 


CHAPITRE  Y 


QUESTIONS  DIVERSES  SUR  L€  MOUVEMENT  DES  CORPS  SOLIDES 


UOUTEMENT  DU  TREUOi. 


335.  Un  treuil  est  mobile  autour  d'un  axe  horuonlal  pro- 
jeté en  0.  Le  rayon  de  la  roue  du  treuil  est  OA=a  ;  le  raycm 
du  cylindre  est  0B=6.  Le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  de 
la  flèche  f.  Le  poids  P,  suspendu  au  câble  AC«  est  la  fmUsance; 

le  poids  Q  suspendu  au  câble  BE ,  est  la 
résistance.  On  demande  la  loi  du  mouTC- 
ment  du  treuil  et  des  poids,  en  faisant 
abstraction  du  poids  des  câbles,  de  leur 
raideur,  et  des  frottements. 

Nous  appliquerons  le  tliéorcme  de  d*A- 
Icmbert,  c'est-à-dire  nous  exprimerons 
qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réelles 
et  les  forces  d'inertie. 

Le  fil  AC,  supposé  sans  poids  et 
sans  masse,  a  partout  la  môme  ten- 
sion T  entre  le  point  C  et  le  point  A. 
Loupant  le  fil  en  M  et  M',  et  supprimant  le  tronçon  MM',  nous 
pouvons  rétablir  l'équilibre  en  appliquant  au  point  M'  la 
tension  T  dans  la  direction  AM',  et  en  M  une  tension  égale  T, 
dans  la  direclion  contraire.  Cette  préparation  a  pour  résultat 
d'isoler  le  système  matériel  formé  par.lc  poids  P  du  système 
matériel  formé  par  le  treuil  proprement  dit.  De  mémCy  nous 
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pouvons  sans  changer  l'équilibre  supprimer  un  tronçoù  quel- 
conque, NN',  du  fil  BE,  et  remplacer  ce  tronçon  par  deux 
forces  6gales  à  la  tension  T' développée  dans  le  fil  avant  cette 
suppression.  Nous  isolerons  ainsi  le  treuil  du  système  formé 
par  le  poids  Q. 

Le  poids  P  est  assujetti  à  parcourir  la  verticale  AC  dans  le 
sens  descendant,  sous  l'action  de  la  force  P,  qui  fend  à  le 
faire  descendre,  et  de  la  force  T  qui  agit  en  sens  opposé.  Ap- 
pelant V  la  vitesse  de  ce  poids,  on  aura  pour  Téquation  du 
mouvement 

Le  poids  Q  se  meut  de  bas  en  haut,  suivant  la  verticale  EB, 
sous  l'action  de  la  force  T,  mouvante,  et  de  la  force  Q,  résis- 
tante. Appelons  v'  sa  vitçsse  ;  nous  aurons 

Le  treuil,  que  nous  regarderons  comme  centré,  est  solli- 
cité par  les  forces  T  et  T',  et  par  la  pesanteur  dont  le  mo 
ment  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  est  nul.  Appelons  co  sa 
vitesse  angulaire,  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
0;  nous  aurons 

,nt\                                      <*«       Ta  —  Vb 
P'  rf/  =  -T 

m 

Les  accélérations  t-,  j,  -tt  ne  sont  pas  indépendantes  les 

unes  des  autres.  En  elTet,  quand  le  treuil  tourne  d'un  angle  a 
autour  de. l'axe  0,  le  point  A  se  déplace  verticalement  d'une 
quantité  égale  à  aa,  et  le  point  B  se  déplace  en  sens  contraire 
delà  quantité  ba.'de  môme,  la  vitesse  angulaire  du  treuil, 
multipliée  respectivement  par  a  et  par  6,  donne  les  vitesses 
linéaires  des  points  A  et  B,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 
poids  P  et  Q,  puisque  les  fils  AC,  BE  sont  supposés  inexten- 

in.  —  MÉC,  OOLUGSOK.  35 
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siblcs.  Les  mêmes  rapports  existent  entre  les  accéléralions, 
et  Ton  a  par  conséquent 


dv       .dm 

dt^^di' 


Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  donc 

Nous  pouvons  mettre  l'équation  (3)  sous  la  forme 

(0)  I^=Ta-T'6. 

« 

Multiplions  l'équation  (4)  par  a,  réquation  (5)  par  6,  eC 
ajoutons  les  deux  équations  résultantes  à  Téqualion  (6)  ;  il 
\icndra 


(7) 


G-^  +  ^  +  05^  =  ^--^*' 


équation  qui  donne  l'accélération  angulaire  du  trouil.  On  voit 
que  cette  accélération  est  constante  ;  par  const'quent,  sauf  le 

cas  particulier  où  Va — Qb  serait  nul,  ce  qui  rendrait  -j-  nuU 

la  vitesse  angulaire  du  treuil  croîtra  proportionnellement  au 
temps,  et  le  mouvement  de  relation  de  Tuppareil  sera  unifor- 
mément varié.  11  en  est  de  même  des  mouvements  rectilignes 
des  poids  P  et  Q. 

1/équation  (7)  aurait  pu  être  immédiatement  posée.  Rem8^ 
quons,  en  effet,  que  le  fil  AC  n'ayant  pas  de  masse,  rien  n'em- 
pêche d'admettre  que  le  poids  P  soit  attaché  au  point  A  sans 
intermédiaire,  ou  concentré  en  ce  point  pendant  un  intervalle 
de  temps  trrs  court.  Le  poids  Q  peut  de  m^me  être  rjmené 
AU  point  B.  Alors  les  poids  P  et  Q  participent  au  mouvement 
de  rotation  du  treuil  pendant  un  très  petit  intervalle  de  temps; 
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TacciMi^ration  angulaire  du  (reuil  sera  donnée  pendant  cet 
intervalle  en  appliquant  la  formule  générale,  c*cst-à  dire  en 
divisant  la  somme  des  moments,  Pa — Q6,  par  le  moment  d'i- 
nertie du  corps  tournant,  lequel  est  égal  au  moment  d'inertie 

P         0 
I  du  treuil,  augmenté  des  moments  d*inertie-a*  et -fr",  des 

P  Q 
masses  -  - ,  concentrées  aux  points  A  et  B. 

9  9  ^ 

Connaissant -t; ,  on  en  déduit  -r-,  -— •,  et  subtituant  dans  lc$ 

dt  dt  dt 

équations  (1)  et  (2),  on  en  tire  les  tensions  inconnues  T  et  T, 
lesquelles  restent  constantes  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 


MOUVEBIENT  DANS  LA  MACnUfE  d'aTWOOD. 


336.  La  machine  d'Aiwood^  qui  sert  à  mesurer  l'accéléra- 
tion g  due  à  la  pesanteur,  est  un  treuil  dans  lequel  les  rayons 
OA  et  OB  sont  égaux,  et  dont  l'axe  0,  au  lieu  de  porter 
sur  des  palliers  fixes,  repose  sur  des  roues  mobiles  ;  cette 
disposition  a  pour  but  d'atténuer  la  ré- 
sistance due  au  frottement. 

Mais  elle  introduit  dans  le  système 
en  mouvement  de  nouvelles  masses  mo- 
biles, dont  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  pour  parvenir  à  une  évaluation 
exacte  du  nombre  g. 

Soit  AB=2a  le  diamètre  de  la  roue, 
0  son  centre;  l'arbre  0  a  un  rayon 
ùgnl  à  p;  il  porte  sur  4  galels  égaux  de  p.    ^^ 

rayon  r.  La  figure  montre  les  deux  ga- 
lete  antérieurs  0',  0';  deux  autres  galets,  respectivement 
montés  sur  les  mêmes  axes,  sont  placés  derrière  le  plan  de  la 
roue. 

Un  fil  très  fin,  enroulé  sur  la  roue  suivant  l'arc  BCA,  porte 
h  Tune  de  ces  extrémités  une  masse  M,  et  à  son  autre  extré- 
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mile  une  masse  M'  égale  à  M,  et  une  masse  additionnelle  |i, 
disposée  de  manière  à  être  arrêtée  par  un  support  fixé  à  h 
machine,  à  l'endioit  à  partir  duquel  on  veut  faire  succéder 
un  mouvement  uniforme  au  mouvement  uniformément  varié 
qui  résulte  de  l'inégalité  des  poids  Mjf  et  (M  +  jx)  j. 

Supposons  que  les  points  mobiles  partent  du  repos,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  la  vitesse  v  du  poids  M'  lorsque  ce 
poids  est  descendu  d'une  hauteur  H.  Les  masses  M,  M',  ^  ont 
toutes  ensemble  la  vitesse  linéaire  v.  Quant  aux  parties  tour- 
nantes, appelons  o)  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  principale, 
et  (!>"  la  vitesse  angulaire  commune  aux  quatre  galets  autour 
de  leurs  axes  respectifs.  Nous  aurons 

et 

roi'  =  ^M. 

Donca)=-  et  a)'  =  — • 
a  ar 

La  force  vivo  de  la  roue  principale  à  l'époque  considérie 
est  donc 

a* 

en  appelant  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  de 
rotation.  La  force  vive  de  l'un  des  galets  est  de  mime 

y  désignant  le  moment  d'inertie  du  galet  par  rapport  à  son 
axe.  En  définitive,  la  force  vive  du  système  à  cet  inslant  csl 

et  elle  est  due  au  travail  de  la  pesanteur  sur  la  masse  iascuICi 
c'est  à-dire  5  p.j/II.  L'équation  du  mouvement  est  donc 


'•><(i+S-«+^^-*-^)=^.«^«- 
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Un  corps  pesant  tombant  librement  de  la  hauteur  U  acquer- 
rait dans  sa  chute  une  vitesse  égale  à  ^'2gïl.  Tout  se  passe  donc 
comme  si  la  pesanteur  était  réduite  à  la  fraction 


/* 


51  +  ^+211  +  ^ 


de  sa  valeur;  ce  nombre  est  facile  à  calculer.  I,  V  sont 
les  produits  des  masses  des  roues  par  les  carrés  de  leurs 
rayons  de  giration  ;  le  rapport  cherché  est  donc  le  rapport  de 
deux  masses,  ou  ce  qui  revient  &u  même  le  rapport  des  deux 
poids  correspondants. 

L'utilité  de  la  substitution  des  galets  mobiles  à  des  paliers 
fixes  résulte  de  la  grande  réduction  qu'elle  permet  d  opérer 
sur  le  travail  du  frottement. 

Si  les  tourillons  de  la  roue  portaient  sur  des  paliers  fix^s, 
le  travail  du  frottement  serait  le  produit  du  frottement  F  par 
l'espace  décrit  à  la  circonférence  du  tourillon  de  la  roue  :  or, 
l'espace  décrit  par  le  point  A  de  la  circonférence  extérieure 
de  la  roue  étant  11,  l'espace  décrit  par  un  point  de  la  circon- 
férence du  tourillon  serait  II  x-,  et  le  travail  du  frottement 

a 

serait  en  définitive  Fil  x  -. 

a 

Si,  au  contraire,  on  fait  porter  Taxe  de  la  roue  sur  des  ga- 
lets, le  fi  ottement  de  glissement  ne  s'exerce  plus  qu'au  pour- 
tour des  tourillons  des  galets;  et  si  Ton  appelle  p'  les  rajons 
de  ces  tourillons,  Tespace  décrit  par  leur  pourtour,  pour  une 
chute  égale  à  II,  est 

a        r 

le  frottement  F  est  d'ailleurs  5  peu  près  le  même,  car  la  pres- 
sion sur  les  tourillons  des  galets  excède  seulement  celle  de  la 
roue  sur  ses  appuis  du  poids  des  4  galets,  et  ce  poids  est 
très  faible.  Donc  enfin  le  travail  du  frottement  est  réduit  sen- 
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siblement  dans  le  rapport  de  çf  à  r,  nombre  assez  petit  pour 
qu*on  puisse  omettre  le  terme  dû  au  frottement  dans  Tâjua- 
tion  des  forces  vives. 


MOUVEMENT  DU  TREUIL  EM  TEMAm*  GOMPTB  DU  FROTTEMEirr» 


357.  Reprenons  la  question  du  §  335  pour  tenir  compte  do 
frottement  du  treuil  sur  ses  tourillons.  Soit  /  le  coefficient 

du  frottement  relatif  aux  tourillons.  Nous 
supposons  que  le  treuil  soit  centré^  c'est- 
à-dire  que  son  centre  de  gravité  tombe  en 
un  point  de  Taxe  0  ;  nous  supposerons  de 
plus  que  Taxe  0  soit  un  axe  principal  di- 
nertie  du  corps  tournant.  Dans  ce  cas, 
les  forces  d*inertie  du  corps  tournant  se 
rëduisenl  à  un  couple  situé  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  (§  260). 

Appliquons  le  théorème  de  d'Alembert, 
et  exprimons  qu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  d'inertie  et  les  forces  extérieures.  Pour  le  poids  P, 
nous  aurons  encore 


Fig,  181. 


et  pour  le  poids  Q 


ï^-p-T 


g  dt 


Quant  au  treuil,  il  est  en  équilibre  sous  Taction  des  forces 
T  et  T'  appliquées  en  A  etB,  des  réactions  R  des  tourillons,  de 
son  poids;;,  appliqué  en  un  point  de  l'axe,  et  enfin  des  lorces 
d'inertie.  En  projeclion  sur  un  axe  quelconque  les  forces 
d'inertie  ne  donnent  rien,  puisqu'elles  se  réduisent  à  un  cou- 
ple. Donc  l'équilibre  existe  en  projection  entre  les  forces  T, 
T',  p,  et  les  doux  forces  R  comme  si  le  treuil  était  en  repos. 
Répétant  le  raisonnement  fait  dans  la  Statique  (II,  g  27i)t 
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nous  aécomposerons  les  forces  T  et  T  chacune  en  deux  com- 
posantes parallèles,  appliquées  dans  les  plans  moyens  des 
deux  lourillons;  nous  décomposerons  de  même  le  poids  p, 
et  appelant  Tp  T\,  p^  et  T^«  T^,  p^,  les  composantes  pour  cha- 
que tourillon,  nous  aurons  les  réactions  R^  et  R^  en  les  com- 
posant ensemble.  Ici  toutes  les  forces  sont  parallèles,  et  nous 
aurons 

R,  =  T,+T,'+iJ», 
R,  =  T,-«-T,'+Pi. 

Les  frotfements  des  tourillons  sont  les  composantes  tangen- 

tiellesdes  forces  R^  etR,;  nous  pouvons  les  représenter  par 

f 
les  produits  /*^R|,  /'^R,,  f^  étant  égal  à-==-,  ou  au  sinus  de 

Tangle  du  frottement  (II,  §  105). 

L*équilibre  dynamique  du  treuil  s'exprimera  donc  par  l'é- 
quation des  moments  autour  de  l'axe  0,  c'est-à-dire  par 
l'équation  de  l'accélération  angulaire, 

p  désignant  le  rayon  commun  aux  deux  tourillons. 

Remplaçant  R^  et  R,  par  leurs  valeurs,  on  parvient  à  l'équa- 
tion 

1~  =Tfl  -T'fr-  /-.p^T,  4-  T,'  4-1»,  4-T,-f-  T.'-f />,). 

Dans  cette  équation  T^  et  T,  peuvent  être  remplacés  par  Tm, 
Tm';  T'j^  T',,  par  T'w,  TV;  m,  m',  n,  n'y  représentant  des 
nombres  connus. 

On  a  ainsi  trois  équations  :  les  quantités  v,  v'y  co  sont  liées 
entre  elles  par  les  relations 

Entre  ces  cinq  équations,  on  peut  éliminer  les  trois  vitesses 
v,  v\  iù  ;  il  restera  deux  équations  qui  donneront  les  tensions 
T  et  T',  On  peut  aussi  éliminer  les  vitesses  v  et  v'  et  les  ten- 
sions, et  l'équation  finale  fera  connaître  raccélération  angu- 
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laire.  La  marche  à  suivre  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous 
avons  indiquée  pour  le  cas  où  l'on  néglige  le  fruUement  des 
tourillons. 


ROULEMENT  d'oN   CORPS  ROIID   SUR  UN  PLAN   UfCLG^É 

338.  Un  corps  rond  homogène,  0,  cylindrique  ou  sphéri- 
que,  est  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  incliné  AB  ;  on  demande 
quel  mouvement  il  prendra  sous  Faction  de  la  pesanteur. 

On  reconnaît  sur-le-champ  que  le  corps  descendra  le  long 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ;  mais  on  ne  sait  pas  d^avance 

si  son  mouvement  sera  un  glissement 
simple,  ou  un  roulement  simple,  ou 
une  combinaison  de  ces  deux  genres  de 
mouvement. 

Le  corps  est  soumis  à  deux  forces  : 
son  poids  P,  appliqué  en  son  centre  de 
'^  gravité  0,  et  la  réaction  du  plan,  qui  est 

appliquée  au  point  de  contact  C  du  corps  avec  la  surface  direc- 
trice. Cetle  réaction  peut  se  décomposer  en  deux  forces,  Tune 
K,  normale  au  plan,  et  l'autre  F,  tangentielle  ;  celle-ci  est  le 
frottement. 

dv 
Désignons  par -7- l'accélération  linéaire  du  centre  de  gra- 
vité, et  par  -r-  Taccélération  angulaire  du  corps  autour  de 

Taxe  projeté  en  O.L*accélération  linéaire -^  est  dirigée  paral- 
lèlement au  plan,  dans  le  sens  descendant;  quant  à  laccélé- 
ralion  -r- ,  on  voit  tout  de  suite  qu'elle  est  due  à  la  seule 

force  F,  et  qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  où  la  force  F 
tend  à  faire  tourner  le  corps  autour  du  point  0,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  de  la  flèche. 
Décomposons  aussi  la  force  Pen  deux  composantes,  Tune  R, 
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parallèle  au  plan,  Vautre  S,  normale.  Puis  écrivons  les  équa- 
tions du  mouvement  du  centre  de  gravité,  en  projetant  le 
mouvement  sur  deux  axes,  l'un  normal  au  plan,  l'autre  paral- 
lèle à  la  ligne  de  plus  grande  pente.  Il  viendra 

N-s  =  o, 

R-F=?^. 
g  dl 

L'ëqnation  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité, 
considéré  comme  un  point  fixe,  ou  plutôt  autour  de  l'axe  pro- 
jeté en  0,  qui  est  un  axe  naturel  du  corps,  est 

rfoi  _    Fr 
9 

en  appelant  E  le  rayon  de  giration  du  solide  autour  de  Taxe 

1 

0;  on  sait  (g§  253  et  255)  que  K*=-^r*  pour  un  cylindre,  et 

2 

K*— ^r'  pour  une  sphère. 

La  première  équation  nous  donne  la  force  N.  La  seconde  et 

b  troisième  renferment  trois  inconnues,  savoir  t-,  -^  et  F. 

ai    at 

Examinons  successivement  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

4"*  S'il  y  a  roulement  du  corps  au  point  C,  le  frotlement 
F  n'alteint  pas  sa  limite  supérieure  /*N,  f  désignant  le  coef- 
ficient du  frottement.  Car  celte  limite  suppose  que  le  glis* 

scmcnt  a  effectivement  lieu.  Mais  alors  ona.entre  -n  et  -77  la 

at      at 

relation 

dv  __     (f  ai 

car  la  vitesse  du  point  C  dans  le  mouvement  de  translation 
est  à  chaque  instant  égale  et  contraire  à  la  vitesse  linéaire  du 
même  point  dans  le  mouvement  de  rotation  autour  du  centre 
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de  gravité;  Tégalité  existe  donc  aussi  entre  les  accélérations 
de  ces  deux  mouvements. 

Dans  ce  cas,  le  mouvement  est  défini  par  les  trois  équa- 
tions 


R 

—  F  = 

P  dv 
'gdi' 

di  = 

¥r 
"p       • 

9 

d9 

du 
^^dt' 

Mais  pour  qu*il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait  ¥<CfN,  c'est- 
à-dire  </S. 

Éliminant  3:  ^t  -^  entre  ces  trois  équations,  on  a  pour  dé- 
terminer F  l'équation 


R  — F        Fr« 


(5)  I" 

OU  bien 

{R-rF)K«=Fr« 

et 


F=RX 


K*4-H 


Il  Faut  donc  et  il  suffît  pour  qu'il  y  ait  roulement  que  Ton 
ait  riiiés:ali(é 


ou  bien 


R  ^  ^     {K«  +  !••) 


Mais  le  rapport  ^  des  composantes  du  poids  P  est  égal  au 

Ail 
rapport  jjtt  de  la  hauteur  du  plan  à  sa  base;  c'est  Vinclviai- 

son  à  riiorizon  du  plan  donné.  De  même  f  est  l'inclinaison 
du  plan  qui  fait  avec  Tliorizon  un  angle  égal  à  l'angle  du 
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frottement.  Un  point  unique,  posé  sur  le  plan,  commencerait  à 
glisser  dès  que  l'inclinaison  f  serait  dépassée,  tandis  qu'un 
corps  rond  placé  dans  la  même  situation  roule  sur  le  plan, 

pourvu  que  Tinclinaison  ne  dépasse  pas  fx — =75 — ,  savoir 

7 
3/"  si  le  corps  est  cylindrique,  et  ^f  si  le  corps  est  sphérique. 

2*  S'il  y  a  glissement  du  corps,  F  est  égal  à  sa  limite  /S, 
et  le  problème  ne  renferme  plus  que  deux  inconnues  o)  et  v. 

En  même  temps,  il  faut  supprimer  l'équation  -tt^it—  puis- 
que le  roulement  n'a  plus  lieu.  Les  équations  du  mouvement 
s!bnt  alors 

R-/^S  =  ^  % 

dfti  ^  fSr 
^'  "  l  R.' 

Ce  cas  suppose  nécessairement  que  le  plan  a  une  inclinaison 
supérieure  à  la  limite  que  nous  venons  de  déterminer  pour  le 
précédent.  En  efTet,  pour  que  le  frottement  F  ait  la  direction 
que  nous  avons  supposée,  il  faut  que  la  vitesse  absolue  du 
point  de  contact  C  soit  dirigée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  de  la  force  R  ;  or  cette  vitesse  est  la  diflérence 
de  la  vitesse  linéaire  du  centre  de  gravité  et  de  la  vitesse 
linéaire  due  au  mouvement  autour  du  centre  degiavité.  Cette 
différence  doit  rester  positive.  11  en  est  de  même  de  la  diffé- 
rence des  accélérations  correspondantes,  et  par  conséquent  on 
doit  avoir  l'inégalité 

dt  ^    dtè 

Remplaçant  -r  et  -jr  par  leurs  valeurs,  il  vient,  en  suppri- 

p 
tnant  le  facteur  -, 

9 
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d'où  Ton  déduit 

S*  Enfin,  pour  quMl  y  ait  glissement  simple,  il  faut  qu'on 
ait  M=0,  ce  qui  suppose  8=0,  et  le  plan  vertical  ;  le  corps 
tombe  comme  un  corps  libre,  en  rasant  le  plan  sans  le  tou- 
cher. L'accélération  angulaire  du  solide  est  alors  nulle,  et  sa 
Titesse  angulaire  est  constante. 

539.  Revenons  au  premier  cas.  Le  mouvement  du  solide 
est  entièrement  défini  dès  qu'on  connaît  la  loi  du  mouvement 
du  centre  de  gravité.  Or  ce  point  est  animé  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  :  car,  entre  les  trois  équations  qui 
k  définissent j  éliminons  F  et  »;  on  en  déduit  pour  Tac- 

dti 

célération  -r-  une  valeur  constante.  Pour  trouver  la  vitesse 

ai 
V  du  centre  de  gravité,  quand  le  corps  est  parvenu  dans  une 
position  (ïj  on  peut  employer  le  théorème  des  forces  vives. 

Soit  0  la  position  initiale  ;  0"  la  po- 
sition finale  du  corps.  La  seule 
force  qui  produise  un  travail  est 
la  pesanteur  ;  car  le  frotleinenl  F 
et  la  réaction  normale  N  sont  ap- 
pliqués  à  chaque  instant  au  point  G 
autour  duquel  le  corps  tourne  dans 
son  mouvement  absolu.  Le  déplacement  de  ce  point  est  donc 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  et 
le  travail  correspondant  est  rigoureusement  nul.  Par  le  point 
0  menons  l'horizontale  OD,  et  abaissons  du  point  (Y  une  per- 
pendiculaire O'D  sur  cette  droite  ;  soit  h  la  distance  O'U.  Le 
travail  de  la  pesanteur  sera  Vh;  il  est  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  du  corps  parvenu  en  0',  puisque  la  force  vive  qui 

correspond  à  la  position  iniliale  0  est  nulle.  Or  la  force  vive 

p 
cherchée  est  la  somme  de  la  force  vive,  -  x  r\  de  la  masse 

9 

entière  concentiée  au  ccnire  de  gravité,  et  de  la  force  vive 
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P  V* 

-  K*  X  -.  due  au  mouvement  du  solide  autour  de  son  axe  0'. 

9         ^ 

On  aura  donc  pour  déterminer  v  Téquation 

qui  donne 


»  = 


/JËL. 


340.  Si  le  corps  était  lancé  de  bas  en  haut  le  lon§  du  plan 
incliné  avec  une  vitesse  initiale  v^y  il  aurait,  une  fois  parvenu 
à  la  hauteur  h'  au-dessus  de  son  point  de  départ,  une  vitesse 
tf  donnée  par  l'équation 

^\^  9       r*  J       2\g  g       r'^  J 

Pour  savoir  jusqu'à  quelle  hauteur  il  s'élèverait,  il  faudrait 
faire  ^^=0,  et  résoudre  par  rapport  à  h'.  11  vient 

'-  g  -  (' + ^> 

La  hauteur  h'  est  donc  supérieure  à  la  hauteur  ^  due  à  la 

vitesse  v^;  ce  résultat  n'est  pas  en  contradiction  avec  les 
principes.  Car  nous  avons  supposé  que  le  corps  roulait  sur  le 
plan  incliné;  à  la  vitesse  v^  du  centre  de  gravité,  il  faut 

adjoindre  la  vitesse  angulaire  -^  du   solide  autour  de  son 

centre  de  gravité,  et  par  suite  la  force  vive  initiale  du  solide 
est  supérieure  à  la  force  vive  d'un  point  matériel  de  même 
masse,  animé  de  la  vitesse  v^. 


MOUVEMENT  RECTILIGNB   d'uNE   BILLE   SUR   LE   TAPIS   d'oN    BILLAnD. 

341.  SoitO  (fig.  184)  une  bille  posée  sur  le  tapis  AB  d'un  bil- 
lai*d.  On  lui  applique  une  percussions,  dans  son  plan  vertical 
moyen,  à  une  distance  OL  au-dessous  de  son  centre.  Cette 
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percussion  donne  à  son  centre  de  gravité  0  une  vitesse  r^,  et 
en  même  temps  elle  imprime  au  corps  une  vitesse  de  rota- 
tion »«  dans  le  sens  de  la  flèche,  au- 
tour de  Thorizontale  menée  par  le 
point  0  perpendiculairement  au  plan 
de  la  figure;  cette  horizontale  est  en 
effet,  dans  la  sphère  centrale  d'incr- 

Fig.  184.  ^^^  ^^  '^  bille,  le  diamètre  coijugué 

du  plan  mené  par  le  centre  de  gra- 
vité 0  et  la  percussion  S,  et  dans  la  sphère  tout  diamètre 
est  un  axe  principal. 

Une  fois  lancée,  la  bille  n*est  plus  soumise  qu'à  deux 
forces  extérieures,  le  frottement  de  la  bille  contre  le  tapis  et 
la  pesanteur  ;  mais  la  pesanteur,  étant  verticale  et  passant 
par  le  centri>  de  gravité  0,  ne  contribue  en  rien  à  altèn  r  la  vi- 
tesse du  centre  de  gravité,  ni  la  rotation  autour  du  diamètre 
projeté  en  0. 

Appelons  v  la  vitesse  du  point  0,  «a  la  vitesse  angulaire 
autour  de  ce  point  au  bout  d'un  temps  I  quelconque.  Soit  R  le 
"  rayon  de  la  bille  OC.  Le  frottement  entre  la  bille  et  le  tapis 
est  égal  au  produit  fP  du  poids  de  la  bille  par  le  cœfGcient  du 
frollement.  La  force  fV  qui  agit  sur  la  bille  est  dirigée  en  sens 
contraire  du  mouvement  du  point  de  contact  C.  Or  le  point  C  a 
pour  vilesse  absolue  la  somme,  t;  H-Rw,  de  la  vitesse  de  trans- 
lation commune  à  tous  les  points  de  la  bille,  et  de  la  vitesse 
due  à  la  rotation  autour  du  point  0.  Le  sens  du  froltemcnt  F 
dépend  donc  du  signe  de  la  quantité  t;  -+-Rw.  Si  elle  est  positive, 
le  frottement  est  dirigé  vers  la  gauche,  et  c'est  ce  que  nous 
supposons  sur  la  figure.  Si  elle  est  négative,  il  est  dirigé 
versla.droite.  Le  premier  cas  a  lieu  à  l'origine  du  mouvement, 
car  r^et  Wq  sont  tous  deux  positifs  ;  à  partir  de  cet  instant,  la 
force  constante  F  agit  pour  diminuer  à  la  fois  la  vitesse  v  et 
la  rotation  w  ;  Taccélération  qu'elle  imprime  au  centre  de 

F 

gravité  0  est  négative  et  égale  à  —  yp^ ,  ou,  puisque  F  =  /P, 

\a) 
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égale  à  —  fg.  L'accélération  angulaire  qu'elle  communique  à 

FR 
la  bille  autour  de  Taxe  0,  est  négative  et  égale  à  —  ^-^ — . 

5  fd 
ou  à  — 5  ^.  Donc,  au  bout  du  temps  ^  les  vitesses  initiales 

v«  et  (D«  ont  les  valeurs  suivantes  : 

«'  =  »•— M 

5  fgl 

Multiplions  la  seconde  équation  par  R,  et  posons  R(i>^=ti; 
faisons  de  même  Rco^^zu^:  la  quantité  variable  u  représentera 
la  vitesse  linéaire  du  point  C  due  à  la  rotation  de  la  bille, 
abstraction  faite  de  la  translation  v^ 

Considérons  les  deux  équations 

v  =  v.^fgt, 

qui  sont  établies  en  supposant  F  dirigé  vers  la  gauchei  c'est-à- 
dire  V  -H  Rw ,  ou  v-hu  positif. 
Pour  discuter  ces  équations,  tra- 
çons deux  axes  rectangulaires 
OT,  OVjl'unpourles  temps, l'au- 
tre pour  les  vitesses.  Sur  Taxe 
OV,  prenons  OM=t;^,  ON=m^  ; 

Fig.185.  sur  l'axe  OT  prenons  0L=  ^, 

f9 

0K=  ï^,  et  joignons  ML,  NK.  Les  ordonnées  de  ces  droites 

représenteront  les  valeurs  successives  de  v  et  de  u. 

i"*  D'après  la  figure,  u  s'annule  plus  tôt  que  r,  et  la  somme 
u  +  v  s'annule  pour  une  certaine  valeur  du  temps,  i=OII, 
comprise  entre  t  =  OK  et  ^  =  OL.  Au  moment  où  v  +  u 
devient  nul  et  où  les  équations  du  mouvement  cessent 
d'être  applicables,  v  est  encore  positif  et  a  la  valeur  HP, 
mais  u  est  devenu  négatif  et  est  représenté  par  l'ordonnée 
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égale  HQ  ;  la  rotation  de  la  bille  et  la  vitesse  de  translation 
de  son  centre  ont  alors  exactement  les  valeurs  qui  convien- 
nent pour  assurer  son  roulement  sans  glissement  sur  le  tapis 
du  billard;  le  frottement  de  glissement  F  devient  donc  nul,  et 
les  vitesses  v  et  u  se  conservent  à  partir  de  cet  instant,  puis- 
que aucune  force  n'intervient  plus  pour  les  modifler.  Les 
droites  NQ,  MP,  se  prolongent  par  les  droites  PP,  QQ'  paral- 
lèles à  l'axe  des  temps,  et  à  égale  distance  de  chaque  côté  de 
cet  axe. 

2^  Un  autre  cas  peut  se  présenter,  c'est  celui  où  la  vitesse  9 
s'annulerait  plus  tôt  que  la  vitesse  u.  La  figure  186  est  rela- 
tive à  ce  cas  particulier.  Alors,  dès  Tépoque  définie  par  la  va- 
leur ^=cOL= j^,  la  vitesse  v  change  de  signe  en  passant  par 

zéro,  et  le  centre  de  gravité  prend  un  mouvement  rétro- 
grade; la  loi  du  mouvement  n'est  cependant  pas  altérée 
tant  que  le  temps  n'a  pas  atteint  la  valeur  l=:OII,  qui 

annule  la  somme  t;  +  u.  A  ce 
moment  encore,  le  roulement 
simple  de  la  bille  est  assuré  psr 
Tégalité  des  valeurs  absolues 
des  vitesses  u  et  v,  et  le  frot- 
tement F  cessant  de  se  pro- 
duire, les  vitesses  u  et  v  se  con- 
servent à  partir  de  ce  moment 
sans  altération ,  et  sont  représentées  sur  la  figure  par  les 
parallèles  PP',  QQ';  mais  la  vitesse  t;  étant  devenue  négative, 

le  mouveitient  de  la  bille  est  dirigé 
en  sens  contraire  de  son  sens  pri- 
mitif. 

S*'  Enfin,  il  existe  un  cas  singu- 
lier remarquable ,  celui  où  les  vi- 
tesses u  et  V  s'annuleraient  au  même 
instant.  Dans  ce  cas,  le  glissement 
cesse  et  le  froUcment  disparaît  à  l'époque  t  =  011.  La  bille 
n'est  plus  alors  sollicitée  par  aucune  force,  et  les  vitesses  u  et 


Fig.  186. 


Fig.  187. 
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V  conservent  indéGniment  les  valeurs  qu'elles  ont  à  cet 
inslont;  or  elles  sont  nulles  :  donc  la  bille  reste  en  repos. 
Les  parallèles  PP^  Q(y  se  confondent,  dans  ce  cas,  avec  Taxe 
des  temps. 

Cherchons  à  quelle  dislance,  01,  du  centre  {fig.  184)  il 
faut  frapper  la  bille  pour  qu*il  en  soit  ainsi. 

App  !ant  S  la  force  instantanée  qui  agit  sur  la  bille,  on  a 

sxoi 


r.  = 


1(5) 


XR« 


Il  faut,  pour  que  Tarrêt  de  la  bille  se  produise,  que  Tèga- 
lité 

V  2 

soit  satisfaite,  ou  que  le  rapport  -^  soit  égal  à  ^. 

Or 

s 


u.  ""  Rw.  ""  r        Sx  01        1        50! 


(il 


[SXOI        1 


Donc  la  distance  01  doit  être  égale  au  rayon  R,  et  il  faut 
frapper  la  bille  nu  niveau  même  du  tapis.  Ces  résultais  ne 
sont  qu'approximatifs,  car  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de 
la  résistance  au  roulement,  qui  sufQt  pour  produire  au 
bout  de  peu  de  temps  l'arrêt  des  billes. 


MOUV£MEKT  COURBE  d'uNE  BILLE  SUR   LE  TAPIS   d'uK   BILLARD. 


342.  Supposons  que  la  bille  ait,  à  Torigine  du  mouvement, 
une  rotation  autour  d'une  droite  inclinée  passant  par  son 

m.  —  nie  coLLiGNo^i.  ôù 
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centre  de  gravité  ;  on  pourra  décomposer  cette  rolahon  sui- 
vant trois  axes  menés  par  ce  point,  savoir  :  un  aie  vertical 
et  deux  axes  horizontaux  de  direction  constante.  Ces  axes 
peuvent  être  à  tout  instant  considérés  comme  les  axes  natu- 
rels de  la  sphère. 

La  première  rotation,  autour  de  la  verticale,  se  consenreni 
sans  altération,  car  le  frottement  de  glissement,  seule  force 
qui  intervienne  pour  modifier  les  vitesses,  a  un  moment  nul 
par  rapport  à  Taxe  autour  duquel  elle  s'opère.  Nous  négli- 
geons ici  le  travail  négatif  dû  à  la  rosion  ou  frottement 
de  la  bille  aux  environs  du  point  de  contact,  analogue  au 
frottement  d'un  pivot  vertical  sur  le  grain  de  sa  crapaiidine. 
l'expérience  prouve  que  cette  résistance  est  très  faible,  puis- 
que la  rotation  d'une  bille  autour  d'un  axe  vertical  peut  se 
prolonoer  très  longtemps. 
Les  deux  autres  rotations,  combinées  avec  la  translation 

de  la  bille ,  développent  au  point 
de  contact  des  frottements  de  glis- 
sement qui  tendent  à  réduire  à  la 
fois  la  vitesse  linéaire  du  centre  de 
gravité,  et  les  vitesses  angulaires 
autour  des  axes  horizontaux  menés 
parce  point. 

Soit  P  le  poids  de  la  bille\  f  le 
coefficient  du  frottement  de  1  ivoire 
rentre  le  tapis;  Vf  sera  le  frottement  total,  dans  ihypolhèse 
oh  le  glissement  a  effectivement  lieu. 
Soient 

OX,  OY,  OZ,  trois  axes  fixes  rectangulaires,  dont  l'un  OZ 
est  vertical; 

GX',  GY',  GZ',  des  axes  parallèles  menés  par  le  «entre  do 
gravité  G  delà  bille; 

M,  le  point  de  conlact  entre  la  bille  et  le  tapis;  MG=:r,  le 
rayon  de  la  bille. 

•  Nous  empruntons  celle  solution  à  M.  Rcsal,  Cour$  de  f  École  jo/yierh- 
ni  pic,  1873. 


Fig.  ISS 
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Le  frottement  Vf  est  appliqué  en  ce  point  M;  décompo- 
sons-le en  deux  forces  parallèles  à  OX  et  à  OY,  et  soient  X  et 
T  ses  deux  composantes. 

Appelons  u  et  v  les  vitesses  linéaires  du  centre  de  gravité 
parallèlement  à  OX  et  à  OY  ;  /i  et  f  les  vitesses  angulaires  de  la 
bille  autour  des  axes  GX'  et  GY'.  . 

Soit  enfin  m  la  masse  de  la  bille  ;  son  moment  d'inertie  f  ^ 

2 
par  rapport  à  un  axe  mené  par  le  centre^  est  égal  à  ^mt^. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  seront 

m  ^^  —  X, 

et  les  équations  du  mouvement  autour  du  cenire  de  gravité 
OU  bien,  en  supprimant  le  facteur  r. 

Entre  les  équations  (1)  et  (2)  nous  pouvons  éliminer  X  et  Y> 
ce  qui  donnera 

(3)  i 

et  par  suite,  en  divisant  par  m  et  en  intégrant, 

'*)  <        Jr 

a  et  6  désignant  deux  constantes. 
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Observons  que  si  sur  la  irerlicalc  GZ'  nous  prenons  une  lon- 

2 

gueurGN=rr,  le  point  N,qui  participe  à  la  fois  aux  translalioas 

2r 
H  et  V  et  aux  rotations  p  et  9,  aura  une  vitesse  égale  à  v  —  -r-p 

D 

2r 
p  rallèlement  à  Taxe  OY,  et  une  vitesse  ii-f-  -^g  parallèle- 
ment à  TaxeOX.  Ces  vitesses  étant  constantes,  la  vitesse  totale 
du  point  N  est  aussi  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Ce 
point  N  satisfait  à  la  relation 

GSxGM=?r«, 

«I 

ou  bien  à  celle-ci 

2 


GNxGM:r= 


5  '"    ^1 , 
m         m 


c'est  donc  le  centre.de  percussion  de  la  bille  par  rapport  à  un 
axe  horizontal  quelconque  mené  par  le  point  M.  En  d*aulrcs 
termes,  MN  est  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  an 
pendule  composé  qu'on  obtiendrait  en  suspendant  la  bille 
par  le  point  M.  Le  mouvement  de  la  bille  amène  à  chaque 
instant  de  nouveaux  points  matériels  à  occuper  la  position 
i^éomélrique  N;  chaque  point  matériel,  à  l'instant  où  il  y 
passe,  possède  la  vitesse  constante  qui  résulte  de  la  composi- 
tion des  vitesses  a  eib. 

Cherchons  la  direction  dans  laquelle  agit  la  force  P/i  dont 
nous  connaissons  seulement  la  grandeur. 

Cette  force  est  développée  au  contact  de  la  bille  et  du  tapis, 
dans  une  direction  opposée  au  glissement,  c'est-à-dire  dans 
la  direction  opposée  à  celle  dç  la  vitesse  du  point  M. 

Or  le  point  M  a  dans  la  direction  MX  une  vitesse  égale  à 
n  —  qr,  et  dans  la  direction  MY  une  vitesst>t; -h  pr.  On  expri- 
mera que  le  frottement,  abstraction  faite  de  son  sens,  a  la 
même  direction  que  le  glissement,  en  posant  la  proportion 

...  X        M  —  nr 
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Hais  on  lire  des  équations  (1)  et  (2)  la  suite  de  rapports 
égaux 

X du ^Q  _  —  ^^Q du  —  rdq d  {u  —  qr] 

\  ~r  dv  tfp  ~     fdp         c/»  4-  rdp  ""  d[v  -\  pr) 

Comparant  à  l'équation  (5),  on  en  déduit 

^  '  d[v-^pr)       v-^pr* 

ce  qui  montre  que  le  rapport ^  reste  constant.  Donc  il 

X 

en  est  de  môme  du  rapport  ^t  et  la  force  P/*  reste  parallèle  à 

une  môme  direction. 

Le  centre  de  gravité  de  la  bille,  sollicilô  par  cetle  force  P/*, 
constante  en  direction  et  en  grandeur,  décrit  un  arc  de  pa- 
rabole, tant  que  le  glissement  persiste  dpns  la  direction  où 
on  Ta  supposé.  Celte  direction  est  déflnie  par  les  valeurs 
sîmullanées  des  quanlités  u^  —  qjr  et  v^  •+■  pjr  au  commence- 
ment du  mouvement.  Ces  valeurs  éfant  connues,  on  pourra 
déterminer  X  et  Y,  puis,  au  moyen  des  quatre  équations 
(i)  et  (2),  les  valeurs  successives  de  u,  v,  p  et  q.  Pour  sim- 
plifier, nous  pouvons  prendre  Taxe  OY  parallèle  à  la  direc- 
tion constante  de  la  force  P/*,  et  dirigé  en  sens  contraire. 
On  en  déduit  X  =  0  et  par  suite  u — qr  =  0.  Le  glissement  est 
alors  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des  y.  Les  quantités  t;  et  p 
varient  à  chaque  instant,  et  diminuent  toutes  deux,  propor- 
tionnellement au  temps  ;  car  Y  agissant  en  sens  contraire  des 
j  positifs,  a  la  valeur  négative  —  Vf;  donc  la  somme  v-hpr 
diminue,  et  il  arrive  un  instant  où  elle  devient  nulle.  A  cet 
instant  le  glissement  cesse,  et  le  centre  de  gravité  de  la  bille, 
qui  possède  encore  une  vitesse  égale  à  la  résultante  de  fi  et 
de  Vy  continue  à  se  mouvoir  suivant  une  ligne  droite,  tan- 
gente à  la  trajectoire  qu'il  vient  de  parcourir. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  signaler  celui  où  au  mémo 
instant  on  aurait  t/= 0,  r  =  0  et  p=0;  L'équation  u  —  qr =0 
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montre  que  q  est  aussi  égal  à  zéro;  la  bille  serait  donc  en  ns 
pos,  et  elle  y  resterait,  aucune  force  n'intervenant  plus  pour 
la  remettre  en  mouvement. 


MOUVEMERT  DU  CERCEAU. 

343.  Tant  que  le  plan  d'un  cerceau  roulant  sur  le  sol  reste 
Tcrtiçalf  le  centre  du  cerceau  décrit  une  lignedroite,  et  l'oxyda 
cerceau  conserve  une  orientation  constante.  Par  axe  du  cerceau 
nous  entendons  ici  une  droite  élevée  en  son  centre  perpendicu- 
lairement à  son  plan.  Sitôt  que  le  plan  du  cerceau  s*incline,on 
Toit  au  contraire  son  centre  décrire  un  cercle  horizontal  d'un 
mouvement  sensiblement  uniforme;  l'axe  du  cerceau  s^incline 
et  décrit  autour  de  la  y  Tticale  menée  par  le  centre  de  ce 
cercle  un  cône  de  révolution. 


Fig.  ih9. 

Le  mouvement  du  cerceau  résulte  de  la  composition  de 
cette  rotatiun  nouvelle  avec  la  rotation  propre  de  Tappardl 
autour  de  son  axe  ;  et  si  l'on  rapporte  ce  mouvement  à  des 
axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre  de  gravité, 
on  voit  se  produire,  outre  la  rotation  propre  autour  de  Taxe 
de  figure,  un  mouvement  de  précession  uniforme. 

Nous  allons  chercher  les  forces  qui  produisent  ce  phéno- 
mène. 

Soit  ÂB  le  cerceau,  0  son  centre,  OZ  son  axe.  Le  cerceau 
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pose  en  A  sur  le  sol  MM',  qui  exerce  sur  lui  une  réaclion  S. 
Il  est  d'ailleurs  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  et  son  poids 
P  peul  élrc  regardé  comme  applique  en  son  ccnlre  de  gra- 
vité 0.  Outre  la  rotation  propre  (o,  qui  a  lieu  autour  de  Taxe 
OZ,  on  constate  une  rotation  Û,  qui  sopùre  autour  de  la  verti- 
cale CE,  et  en  vertu  de  laquelle  le  centre  de  gravilé  0  décrit 
dans  le  plan  horizontal,  autour  du  point  C,  un  cercle  qui  a  CO 
pour  rayon,  la  vitesse  linéaire  du  centre  de  gravité  0  est  donc 
égale  à  COxû;  nous  pouvons  regarder  la  rotation  û  autour 
de  CE  comme  remplacée  par  une  rotation  égale,  autour  de 
la  verticale  OP,  et  par  une  translation  égale  à  COxû.  Cette 
translation  constituera  le  mouvement  proj^re  du  centre  de 
gravité  ;  les  deux  rotations  ai  et  Q,  autour  des  axes  concou- 
rants OZ,  00',  auront  pour  résultante  la  rotation  du  solide 
autour  de  son  centre  de  gravité  supposé  fixe.  Prenons,  dans 
le  sens  convenable,  les  longueurs  OT=<o  sur  Taxe  OZ,  et 
00^=0  sur  l'axe  vertical;  achevons  le  parallélogramme 
OTIO';  la  diagonale  01  sera  Taxe  delà  rotation  instantanée. 
Le  cerceau  est  donc  animé  autour  de  la  droite  01  d'une  vi- 
tesse angulaire  qui  est  représentée  par  la  longueur  01,  et  que 
nous  appellerons  6. 

L'axe  OZ  est  pour  le  cerceau  un  axe  principal  d'inertie  ;  on 
aura  deux  autres  axes  principaux  en  menant  par  le  centre  0 
deux  droites  rectangulaires  dans  le  plan  moyen  AB  ;  nous 
choisirons  la  droite  OB  menée  dans  le  plan  vertical  OCE,  et  la 
droite  projetée  en  0,  qui  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  OB  et 
à  OZ.  D'après  ce  choix  d*axes,  la  rotation  instantanée  aura 
pour  composantes;  suivant  OZ  la  rotation  OU,  suivant  OB  la 
rotalion  OK,  et  enfin  une  rotation  nulle  suivant  Taxe  projeté 
en  0.  Soit  A  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  à 
l'un  quelconque  des  axes  menés  par  son  centre  dans  son  plan 
moyen,  et  C  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  OZ. 

Les  composantes  de  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement  seront 

0K'=  OK  X  A  suivant  Taxe  OB. 

OU'  =  OH  X  C  suivant  Taxe  OZ.        î^-;  . 


^S  U0UYE11£NI 

On  trouvera  Taxe  OG  du  couple  résultant  en  composant  les 
deux  droites  rectangulaires  OH',  OK'.  Abaissons  du  point  G 
une  perpendiculaire  GL  sur  Taxe  instantané;  la  vitesse  li- 
néaire du  point  G,  supposé  entraîné  dans  le  mouvement  de 
rotation,  est  égale  au  produit  GLx  6.  Elle  est  dirigée  perpen- 
diculairement au  plan  BOZ,  et  en  avant  de  ce  plan,  confor- 
mément aux  conventions  sur  le  sens  des  axes.  Donc  elle  est 
paralK'le  à  la  ligne  des  nœuds  projetée  en  0  sur  ce  même  plan. 
Le  mouvement  de  rotation  du  cerceau  autour  de  son  centre 
de  gravité  est  dû  aux  moments  des  forces  extérieures  par  rap* 
port  aux  axes  principaux  menés  par  ce  point,  c'est-à-dire  au 
moment  de  la  force  S.  Du  point  0  abaissons  sur  cette  force 
une  perpendiculaire  OD.  L'axe  du  couple  formé  par  la  force 
S  et  une  force  parallèle,  égale  et  contraire  appliquée  en  0,  doit 
être  dirigé  suivant  la  ligne  des  nœuds  0;  donc  le  plan  OAD 
coïncide  avec  le  plan  BOZ,  et  le  couple  extérieur  aura  la 
valeur  qui  assure  la  précession  uniforme  (g  299)  s*il  est  é^al 
à  la  vitesse  linéaire  du  point  G,  ou  si  l'on  a 

SxODsGLxe. 

Ces  conditions,  une  fois  remplies,  donnent  au  cerceau 
un  mouvement  de  précession  uniforme  autour  de  son  centre 
de  gravité  ;  mais  il  faut  encore  vérifier  qu'elles  s'accordent 
avec  le  mouvement  circulaire  unilorme  attribué  au  centre  de 
gravité  autour  de  la  verticale  EC. 

Or  ce  mouvement  est  dû  aux  forces  extérieures  transpor- 
tées en  ce  point  parallèlement  à  elles-mêmes.  Nous  pouvons 
cécomposer  la  lorce  S  en  deux  forces.  Tune  N,  vrrlicalc^ 
l'autre  F,  horizontale,  qui  sera  due  au  frottement  du  sol.  Le 
mouvement  du  point  0  étant  un  mouvement  uniforme  sur  le 
cercle  horizontal  décrit  du  point  G  comme  centre,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  extérieures  se  réduit  à  une  force 

p 
dirigée  suivant  OC  et  égale  à  -Û*xOC.  11  suffit  pour  cela 

p 

qu'on  ait  N  =  P,  et  F  =--û'  x  OC;  car  alors  la  force  N 

9 
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transportée  au  point  0  détruira  la  force  P,  et  la  force  F,  trans- 
portée en  ¥\  aura  la  direction  et  Tintensité  convenables  pour 
donner  au  centre  du  cerceau  le  mouvement  qu'il  doit  avoir. 

La  composante  verticale  N  de  la  réaction  S  est  donc  une 
force  connue  d'avance  ;  elle  est  égale  à  P. 

La  force  F  varie  avec  la  vitesse  angulaire  Û  et  la  distance 
OC  ;  elle  ne  peut  dépasser  la  limite  Vf  de  la  résistance  que 
le  sol  est  capable  d'opposer  au  glissement  latéral  du  cerceau. 
Les  deux  rotations  simultanées  Û  et  o)  ne  sont  pas  d'ail- 
leurs indépendantes  l'une  de  l'autre;  leur  rapport,  qui  varie 
avec  l'inclinaison  du  cerceau,  doit  être  tel  qu'il  y  ait  roule- 
ment, et  non  glissement,  au  point  A,  c'est-à-dire  quela  vi- 
tesse linéaire  du  point  de  contact  A  soit  constamment  nulle. 
Or  ce  point  a  la  vitesse  linéaire  COxû  du  centre  de  gra- 
vité; vitesse  commune  à  tout  le  système  mobile,  et  en  même 
temps  il  a,  en  sens  contraire,  la  vitesse  ARx6,  due  à  la  ro- 
tation instantanée  autour  de  l'axe  01 

On  a  donc  la  i  dation 

COxû  =  ARxe. 

On  peut  observer  que  le  produit  ARx6=ARx0i  est 
égal  à  la  différence 

OTxOA-OO'xAV, 

ou  bien  à 

«XOA— ÛXAV. 

L'équation  précédente  équivaut  donc  à  celle-ci 

C0XÛ  =  0AX«  — AVXÛ, 

OU  bien 

;C0  +  AY)  X  û  =  EA  X  û  =  OA  X  », 

de  sorte  que  les  vitesses  angulaires  w  et  Û  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  longueurs  OA,  EA. 

Nous  obtenons  en  définitive  trois  relations  distinctes  entre 
les  trois  inconnues  immédiates  de  la  question.  Ces  inconnues 


fBLdlii  tett  F.  OndoBKk 
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fimkscri- 


9 


aliènitMitiM 

les  Ames  SdP 

Miiitcrh  iKceihe 

iédilè;hié» 

ks  YÎIttses; 

tnnrril  ëek  pe> 

ém  point  0.  le 

btnjeclm 

dèsfaebsolie 

i 


5H.  Peur  tndnre  algâinqueiMiit  ces  lésnltals,  soient 
OA=a  le  rayoa  da  cerceso,  «  I  angle  BAS  de  son  pkn  nec 
le  plu  borixonlal,  CO=R  k  rajon  da  cerde  que  décrit  son 
centre  de  gn^ilé.  Soos  sions  d'abord  0T=«,  00' =û  ;  et  k 
trbngle  OIT,  dans  kqael  Fangle  OTI  =«  el  le  côté  01=6, 
nous  donne 


6^=t.»+n*— 2.OC08M. 


Ou  a  d'ailleurs 


OK  =  ji  =  rr  San  s  =  a  sîbm, 
On  =  r  =  OT— ITco6«  = 


M*-neo8 


Donc 


on'=cr  =  c«»~cacM«. 


La  vitesse  linéaire  du  point  G  s*obUendra  en  ajoutant  algé- 
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briquemcnt  les  vitesses  dues  à  chacune  des  composantes  p  et 
r  de  la  rotation  instantanée  ;  ce  sera  donc 

OH'XOK  — 0K'X0H  =  Crp  — Apr=(C  — A)|>r 

=  (C  —  A)  û  sin  a  («  ^  û  cos  «]• 

Soit  ^  l'angle  SAE,  formé  par  la  réaction  du  sol  avec  Thori- 
zon. 

Nous  aurons  0D  =  asin(9  —  a),  et  la  première  équation 
deviendra 

Sa8in(/i  —  a)  =  Nacosa  —  Fasina  =  (G  —  A)  asiiia(«i—  ÛCOScc); 

la  seconde  équation  sera 

F=£û«xR, 

9 

et  la  troisième 

Ra  =  ARxe  =  ou  X  AO  =  (m  ^  acosa]  X  a. 

avec  les  conditions  N=P,  et  F=ou  <iVf. 

345.  Le  vélocipède  à  deux  roues  montre  une  application 
de  la  théorie  du  cerceau,  telle  que  nous  venons  de  Pcx- 
poser. 

L'appareil  va  droit  tant  que  le  plan  des  deux  roues  reste 
vertical.  Si  ce  plan  s'incline  d'un  côté,  l'îippareil  tend  aussi- 
tôt à  infléchir  sa  roulé  de  ce  côté  ;  mais  les  deux  roues  qui 
composent  la  machine  sont  liées  l'une  à  l'autre,  et  le  cava- 
lier peut  régler  à  volonté  Torientation  de  la  roue  antérieure, 
qui  lui  sert  de  gouvernail.  Lorsqu'il  voit  le  vélocipède  s'in- 
cliner d*un  côté,  s'il  veut  lui  conserver  le  mouvement  en 
ligne  droite,  il  fait  dévier  le  plan  de  la  roue  antérieure  du 
côté  opposé  à  celui  où  l'inclinaison  prise  par  le  vélocipède 
tend  à  Fentrainer.  L'effet  résultant  de  ces  deux  tendances 
contraires  sera  la  conservation  du  mouvement  rectiligne, 
pourvu  que  le  cavalier  n'ait  pas  exagéré  ses  mouvements, 
car  Tappareil  est  très  sensible.  Au  point  de  vue  pratique,  le 
vélocipède  est  loin  d'être  une  machine  parfaite  :  il  n'a  pas 
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de  slabilitè  au  repos,  et  il  exige  de  la  part  du  cavalier  des 
efToi  ts  très  Taliganls.  Il  est  presque  impossible  notamment 
de  faire  gra\ir  au  yélocipède  une  rampe  un  peu  longue. 

MOUVEMENT   OSCILLATOIRE   d'uKE  TIGE   ÉLASTIQUE. 

S46.  Soit  AB  une  lige  élastique  homogène,  do  longueur  L, 
de  section  û  ;  cette  tige,  attachée  invariablement  au  point  A, 
est  verticale,  et  son  extrémité  B  est  libre.  On  suspend  un 
poids  P  à  Textrémité  B,  et  Ton  admet  que  le  poids  de  la  tige 
est  très  petit  par  rapport  à  ce  poids  additionnel.  La  tige  s'al- 
longe sous  l'action  du  poids  P,  qui  prend  un  mouvement, 
et  arrive  avec  une  certaine  vitesse  à  la  position 
d'équilibre,  c'est-à-dire  à  la  position  pour  laquelle 
il  fait  équilibre  à  la  tension  développée  dans  la  tige, 
par  suite  de  l'allongement  qu'elle  a  pris  ;  il  dépasse 
par  conséquent  cette  position,  mais  il  y  revient  en- 
suite par  une  série  d'oscillations  qui,  théoriiuemcnt, 
kiz.vjo.  jgyrajgp^  indéfiniment  se  prolonger.  C'est  ce  mou- 
vement oscillatoire  dont  nous  nous  proposons  de  chercher 
la  loi. 

Déterminons  d'abord  rallongement  de  la  lige  qui  correspond 
à  Téquilibre. 

L'expérience  montre  que  la  tension  T  d'une  tige  en  équi- 
libre, dont  la  longueur  naturelle  est  L,  la  section  Û,  l'allon- 
gement X,  est  donnée  par  la  formule 

^="r' 

E  étant  un  coefllcienl  qui  varie  avec  la  nature  de  la  tige,  cl 
qu'on  nomme  coefficient  d* élasticité  (11,  g  350). 

1^  pos  lion  cherchée  est  celle  qui  correspond  à  une  tension 
égale  au  poids  P  ;  l'allongement  correspondant  /  est  donc 
donne  par  l'équation 


H 
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d*où  Ton  déduit 

Eu 

Sur  le  prolongement  de  la  droite  AB=L,  prenons  B0=/. 
Le  point  0  sera  la  position  de  l'extrémité  B  qui 
correspond  à  Téquilibre;  si  Ton  plaçiit  sans 
\ilcsse  le  poids  P  à  Textrémité  0  de  la  tige  préa- 
lablement étendue  de  la  quantité  BO,  il  main- 
tiendrait cet  allongement  sans  prendre  aucun 
mouvement  vibratoire. 

Examinons  ce  qui  se  passe  quand  Textrémito 
libre  de  la  tige  est  en  un  point  M  quelconque,  à 
une  distance  BM=x  de  sa  position  primitive)  et 
à  une  distance  OM=x'=/— «  de  la  position       ^.    ^^^ 
d'équilibre. 

Dans  cette  position,  le  poids  mobile  est  sollicité  vers  le  haut 

Eux 
par  la  tension  T=-j— ,  et  vers  le  bas  par  le  poids  P;  la  ré- 
sultante de  ces  deux  forces  est  donc  égale  àP^T,  ou  à 

Eu/      Eux  ^    , 

-T =— ,  ou  enfin  a 

L  L 

En  ,       .      En  , 

Telle  est  la  valeur  de  la  force  qui  tend  à  entraîner  le 
poids  mobile  vers  le  point  0  ;  il  est  facile  de  voir  que  la  ré« 
sultante  des  deux  forces  P  et  T  est  dirigée  vers  le  bas  quand 
le  point  mobile  M  est  au-dessus  de  0,  et  qu'elle  est  au 
contraire  dirigét^  vers  le  haut  quand  le  point  M  a  dépassé 
le  point  0.  Donc  la  force  qui  produit  le  mouvement  cherché 
est  constamment  dirigée  vers  le  point  0,  et  eîle  est  propor- 
ionnelle  à  la  distance  s/  du  mobile  à  ce  point.  Nous  avons 
déjà  étudié  (g  21)  le  mouvement  produit  par  une  semblable 
force  :  ce  mouvement  est  la  projection  sur  la  direction  OB  du 
mouvement  uniforme  d'un  point  M'  qui  parcourrait  la  cir- 
conférence décrite  du  point  0  comme  centre  avec  OB  pour 
rayon.  On  trouve  ainsi  pour  limite  BB'  de  rallongement  de  la 
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lige,  le  double  de  rallongement  qui  correspond  &  l'équilibre, 
et  qu'on  appelle  pour  cette  raison  allongement  statique.  La 
durée  de  roscillation  simple,  qui  fait  parcourir  au  poids  mo- 
bile la  disLince  BB\  est  égale  au  temps  que  met  le  point  M' à 
parcourir  la  demi-circonférence  BM'B'.  La  vitesse  du  point  M' 
sur  sa  trajectoire  est  égale  à  la  vitesse  V  du  po'nt  M  quand  il 
passe  au  point  0.  Or  il  est  facile  de  calculer  cette  vitesse  en 
appliquant  le  théorème  des  forces  vives.  Car  la  demi-force 

1  P 
vive,  ^  -  V%  du  poids  P  à  son  passage  en  0,  est  égale  au  Ira* 
-6  g 

vail  des  forces  P  et  T  dans  le  parcours  de  l'espace  BO  ;  le  tra- 
vail de  lu  force  P  est  positif  et  égal  à  VI;  la  force  T  est  égale  i 

Elûx 

-^  ;  son  travail  élémentaire,  pris  positivement,  est  égal  à 

— j — ;  son  travail  total  est  égal  à  -pô"  P^^r  ^^  parcours 

égal  à  «,  et  -j-5  pour  le  parcours  x  =  BO=:/  (H,  §  352). 
Donc  le  travail  des  forces  P  et  T  est 


'^*        2L 


et  on  a  par  conséquent 


v  = 


Celle  expression  peut  se  simplifier.  En  effet,  P  =  -p-. 

Eu/ 
Remplaçons  -^  par  P  dans  le  second  terme  du  numérateur 

Là 

sous  le  radical  ;  P  disparaîtra  comme  facteur  commun,  et  Ton 
aura 
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Le  point  M'  a  donc  une  vitesse  égale  à  v^^,  et  la  durée  t  du 
parcours  de  la  demi-circonférence  BM'B'  est  égale  à 

C'est  la  durée  de  l'oscillation  simple  du  pendule  circulaire 
de  longueur  /  quand  l'angle  d'écart  est'  suffisamment  petit. 
Q  est  facile  de  reconnaître  l'analogie  des  deux  théories. 


.  CHAPITRE  YI 


THÉORIE  OU  CHOC  DES  CORPS  SOLIDES  NATURELS 


347.  Le  phénomène  du  choc  se  produit  lorsque  deux  corps 
sont  amenés  par  les  lois  de  leurs  mouvements  particuliers  à 
occuper  en  même  temps  une  même  portion  de  Tospace.  Ce  ré- 
sultat étant  impossible,  les  lois  du  mouvement  doivent  être 
modifiées,  et  elles  le  sont  en  effet  par  Faction  des  forces 
répulsives  qui  se  développent  au  contact  des  deux  corps, 
et  qui  changent  à  la  fois  Fintensité  et  la  direction  des 
vil  esses  relatives.  La  durée  du  choc  est  assez  courte  pour 
qu'on  puisse  regarder  ces  forces  comme  instofitané^s ;  ce  sont 
des  forces  d'une  très  grande  intensité,  agissant  pendant  on 
temps  très  restreint,  et  capables  par  conséquent  de  modifier 
les  vitesses  des  points  en  mouvement  sans  altérer  sensible- 
ment, pendant  la  durée  de  leur  action,  les  positions  de  ces 
points  (g  190).  Les  mêmes  considérations  font  reconnaître 
que,  pendant  la  durée  du  choc,  l'effet  des  forces  extérieures 
continues  est  négligeable. 

348.  Nous  prendrons  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple, 
celui  du  choc  direct  de  deux  corps  sphériques,  A  et  B,  de  masses 

^  m  et  m',  parcourant  la  même 

/^^      r\  droite  CD   avec  des  vitesses 

^^  ^    données  v  et   t/.  Supposons 

^*°-  *^^'  qu'ils  se  meuvent  tous  deux 

dans  le  sens  CD  ;  il  faudra  pour  qu'il  y  ait  rencontre  des  deux 

corps,  que  la  vitesse  du  corps  A  soit  plus  grande  que  celle 
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du  corps  B  :  nous  aurons  donct;>v^  Il  arrivera  alors  un  mo- 
ment où  les  deux  corps  seront  en  contact  ;  ce  sera  le  commen- 
cément  du  choc.  Dès  ce  moment  les  forces  répulsives  sont 
mises  en  jeu  ;  en  môme  temps,  les  deux  corps  se  déforment. 
Le  corps  A,  qui  a  la  plus  grande  vitesse,  est  graduellement 
retardé  par  la  résistance  que  lui  oppose  le  corps  B  ;  celui-ci 
au  contraire  est  poussé  par  le  corps  A,  et  sa  vitesse  aug 
mente.  Ce  double  effet  se  produit  tant  que  la  vitesse  du 
corps  A  est  supérieure  à  celle  du  corps  B.  Il  arrive  bientôt 
un  instant  où  les  deux  corps  A  et  B  ont  même  vitesse  ;  cet 
instant  termine  ce  qu'on  appelle  la  première  période  du  choc. 
Il  est  aisé  de  calculer  cette  vitesse  u,  commune  aux  deux  corps 
à  la  (in  de  lu  première  période.  En  effet,  les  forces  répulsives 
qui  agissent  à  la  fois  sur  le  corps  A  et  sur  le  corps  B,  pour 
accélérer  le  mouvement  de  l'un  et  pour  relarder  le  mouvement 
de  Taulre,  sont  pour  l'ensemble  des  deux  corps  des  forces 
mutuelles  intérieures,  qui  ne  peuvent  modifier  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  du  système  formé  par  ces  deux 
corps.  La  vitesse  u,  commune  aux  deux  corps,  est  donc  égale 
à  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravité,  puisque  le  choc  ne  con- 
tribue en  rien  à  Taltérer.  Or  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  l'équation 

mv  -h  »»  V . 

c'est,  en  d'autres  termes,  la  vitesse  moyenne,  eu  égard  aux 
masses,  entre  les  vitesses  des  deux  corps  considérés. 

Le  corps  A  a  donc  perdu  une  vitesse  égale  à  v — u,  et  une 
quantité  de  mouvement  égale  à  fn(v — u);  le  corps  B  a  gagtié 
une  vitesse  égale  à  u — v\  et  une  quantitéde  mouvement  égale 
à  m'(a  — v').  L'équation  précédente  fait  voir  que  l'on  a 

tn{v  —  II)  =  m'(ii  —  w'), 

OU  que  la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  l'un  des  corps 
est  égale  à  celle  que  l'autre  perd.  Tout  se  passe  comme  si  le 
corps  A  cédait  au  corps  B  une  partie  de  la  quantité  de  mouve- 
ment qu'il  possède. 

m.  —  nie,  ooLLM^oa.  57 


Jl  jn'iénllBiiiart  est  iartnl  Ai  diM  6ù  les  tHcsscs  ud 
igdMt>l6-->yitêBH  in  diox «Mp*  «pertlu une  ccrtaioe auin- 
tilè  daftne-me.  La  iBne-nre  it'u  système  {g  186|  est  en 
cClit  luMBMeda  d«a  parties  :  roue  est  la  force  nn  de  h 
■■■■■ewiHèwriiWfntrteMeettIrBdegraviifc;  rau(re,br(mx 
vireduiBlejMViMiMltralitî^  par  rapport  allés  aiesdeifr 
ndun  ccMstnte  moBè»  par  la  eratrc  de  gravité.  U  premlèR 

.  partie  oit  (m -hnOi^^  tante  èpoqoa,  puisque  la  vitcsiicoesl 
-îmari^le;IaEecaDdepa>tîaest^^faiH(p— u)<.{-ni'(ii— r*/ 
«nmiMMBt  où  ledMcoonmeoee;  car  e— u,  u  — ir'sonLlcs 

.ffitanes  relalives  im  eaipa  A  et'B  p«r  rapport  au  ccnlre  de 
4Wra4delMirs3fsU«e.Àla  fia  delà   première  période  di 

'  (Ckao,  lea  Titenea  ralalim  de  A  et  B  par  rapport  3u  a-ntre  dt 
^SiantéaeBt.DtiUeB;  lafcrea  ma  est  donc  alors  réduUeili 

.  pmièrerpartieeeBletetk  secoade iMutie, 

«(;-»)•+■'(«-•')•, 

^npréweùUiU  fertê  4»  t^tetth».  Or  nue  perte  de  forrpsiMI 
suppoM  un  fnnil  rËait«Dt;ee  travail  eat  foônùpârltusM 
ws  mutuelles  répoWies,  et  il  est  n^tif,  poisqne  \et  iam 
fendent  à  écai  *cr  les  deni  corps,  pendant  que  leur  mounoal 
relaliries  rapproche.  La  mesure  du  travail  de  ces  forcespet- 
danl  la  période  considérée  est  égale  h  la  moitié  de  la  forte 
vive  perdue,  et  nous  pouvons  poser 

T;=5(m  (.-.<]•  +  ■■'{»->')•], 

en  désignant  par  T^  le  t^a^'aiI  des  forces  mutuelles  întërieoFeii 
pris  positivement. 
349.  Passons  k  l'étude  de  la  seconde  phase  du  choc 
Ici  il  ï  a  plusieurs  cas  i  distinguer,  suivant  l'élaslicité  [4v 
ou  moins  grande  des  corps  A  et  B.  Considérons  seukàeil 
les  deui  cas  extrêmes,  celui  où  les  corps  A  et  6  sont  des  corp^ 
moi»,  et  i^lui  où  tous  doiz  sont  des  corps  complèleacnl 
éloêtiquei. 
On  appelle  corps  mot»  les  corps  qui ,  une  fois  déformés,  con- 
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servent  leur  déformation  sans  manifester  aucune  tendance  à 
revenir  à  leur  forme  primitive. 

On  appelle  au  contraire  corps  parfaitement  élastiques  ceux 
dont  les  déformations  ne  persistent  pas,  et  où  il  y  a  tendance 
des  molécules  à  revenir  à  leurs  positioms  relatives  premières. 
Les  solides  naturels  sont  tous  élastiques  tant  que  les  efforts 
qu'on  leur  fait  subir  ne  dépassent  pas  une  certaine  limite,  la 
limite  d'élasticité;  mais  au  delà,  les  déformations  produites 
ne  s'efiacent  plus,  et  le  corps  rentre  à  cet  égard  dans  la  classe 
des  corps  mous.  Cesi  ce  qui  arrive  presque  toujours  dans  le 
choc.  Les  forces  développées  par  la  collision  de  deux  corps 
sont  en  général  assez  grandes  pour  que  la  limite  d*élasticité 
soit  dépassée  sur  chacun  d'eux;  leurs  déformations  persistent 
alors,  sinon  en  totalité,  comme  s'il  s'agissait  de  corps  par- 
faitement mous,  du  moins  en  partie. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  corps  soient  mous.  L'élas- 
ticité n'interviendra  pas  à  la  fin  de  la  première  période  du 
choc  pour  restituer  aux  corps  leurs  formes  primitives.  Les 
deux  corps  sont  à  cet  instant  animés  d'un  mouvement  com- 
mun, et  bien  qu'ils  soient  en  contact  géométrique,  ils 
n'exercent  Tun  sur  l'autre  aucune  action.  Leur  mouve- 
ment commun  se  continue  donc  sans  altération,  et  le  choc 
est  terminé  à  la  fin  de  sa  première  période.  11  y  a  alors  en 
fin  de  compte  une  perte  de  force  vive,  dont  la  moitié  mesure 
le  travail  des  forces  mutuelles  qui  ont  produit  la  déformation 
des  deux  corps  et  la  variation  de  leurs  vitesses. 

Supposons  ensuite  que  les  corps  A  et  B  soient  tous  deux 
parfaitement  élastiques. 

Alors  les  deux  corps  déformés  vont  chacun  revenir  graduel- 
lement pendant  la  seconde  période  du  choc  à  leur  forme  pri- 
mitive ;  dans  ce  retour,  les  molécules  du  corps  A  vont  tendre 
encore  à  accélérer  le  mouvement  du  corps  B,  et  les  molécules 
du  corps  B  à  retarder  le  mouvement  du  corps  A.  Si  l'élasti- 
cité est  parfaite  de  part  et  d'autre,  le  corps  A  et  le  corps  B 
passeront  successivement,  mais  en  sens  inverse,  par  tous  les 
états  par  lesquels  ils  étaient  passés  pendant  la  première  pé- 
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riode,  et  se  retrouveront  ramenés  à  leur  forme  première  au 
',  bout  d'un  lemps  égal  à  celui  qu'ils  avaient  rais  à  s'en  écarter. 
Les  deux  périodes  sont  donc  pour  ainsi  dire  symétriques,  et 
rintcnsitë  des  efTcts  produits  ne  subit  pnsde  variation  de  Tune 
à  l'autre.  Le  corps  A  avait  perdu  la  vitesse  v  —  u  pendant  la 
première  période.  Il  perdra  encore  pendant  la  seconde  une 
vitesse  égaie  à  v — ti,  de  sorte  que  sa  vitesse  à  la  fin  de  la  se- 
conde période  sera 

le  corps  B  a  gagné  pendant  la  première  période  une  vitesse 
ti  —  v';  il  en  gagnera  encore  autant  pendant  la  secon'Ie,  ce 
qui  porte  sa  vitesse  à  la  fin  du  choc  à 

En  d'aulres  termes,  la  vitesse  u  est,  pour  chaque  corps,  la 
moyenne  arithmétique  des  vitesses  avant  et  après  le  choc. 

Dans  ce  cas,  le  choc  ne  produit  aucune  modification  dans  ia 
force  vive;  carie  travail  négatif — T^des  forces  développées 
pendant  la  première  période  est  détruit  par  le  travail  positif 
-f-T^  des  forces  qui  agissent  pendant  la  seconde.  Il  e^t  d'ail- 
leurs aisé  de  voir  qu'à  la  fin  du  choc,  les  vites-es  relatives  des 
corps  A  et  B  par  mpport  au  centre  de  gravilésonl  2m — i»— m, 
ou  u — r,  et  2u  —  v' — m,  ou  u  —  v\  de  sorte  que  la  seconde 
partie  de  la  force  vive  du  syslèmc,  qui  était  avant  le  choc 

m(v  —  m)'  -f-  m' (m  —  v']*, 

est  îiprès  le  choc 

m[u  —  i?')  -|-  m'(ii  — r')"*; 

• 

ces  deux  expressions  sont  identiques. 

550.  Les  solides  naturels  ne  sont  ni  parlaileinciil  niuiis, 
ni  parfaitement  élastiques;  les  défonnationN  qui  s  y  produi- 
sent persistent  en  p;irlie,  et  tendent  à  s'cfûicer  pour  ie  rest:. 
11  y  a  donc  une  picmiérc  perte  de  force  vive  à  con>t:iIer  dans 
tous  les  chocs,  et  cette  perte  est  duc  5  la  persistance  d'une 
pnitic  des  déformations  produites.  On  pouri^it  croire  que 


DE  DEUX  SPHÈRES.  5B1 

c'est  là  tonte  la  perte,  et  que  l'ëlaslicilé  suffit  comme  dans  le 
cas  que  nous  venons  d'examiner  pour  restituer  tout  le  sur- 
plus. Mais  il  n'en  est  pas  généralement  ainsi.  Le  retour  vers 
les  formes  primitives  ne  s'accomplit  pas  avec  la  symétrie  que 
nous  avons  admise  dans  un  cas  tout  à  fait  théorique.  Les  mo* 
*  lécules,  au  lieu  d'arriver  au  bout  du  choc  à  des  positions 
d'équilibre  avec  une  vitesse  de  plus  en  plus  petite,  y  parvien- 
nent avec  une  vitesse  finie,  et  dépassent  ces  positions  ou  bien 
tournent  autour  d'elles,  en  effectuant  une  série  d'oscillations 
analogues  à  celles  de  la  tige  élastique  dont  nous  avons  étudié 
le  mouvement  (8346).  A  ce  mouvement  vibratoire  correspond 
une  certaine  somme  de  forces  vives,  qui  n'appartient  plus  aux 
mouvements  généraux  des  corps  A  et  B,  et  qu'on  peut  consi- 
dérer comme  perdue;  à  vrai  dire  elle  est  simplement  dissimu- 
lée. La  force  vive  initiale  du  système,  mv*-\-fnV*^  se  trouve 
donc  diminuée  au  bout  du  choc  de  deux  parties  :  l'une,  affé- 
rente aux  déformations  permanentes,  et  l'autre  aux  mouve- 
ments vibratoires  ;  celle-ci  se  révèle  à  nous  par  la  production 
de  sons  et  de  bruits,  et  par  l'échaufiement  des  corps  choqués. 
Les  forces  intérieures  ne  paraissent  pas  dans  nos  équations, 
où  l'on  ne  voit  figurer  que  les  masses  et  les  vitesses.  Il  ne  fau- 
drait pas  oublier  pour  cela,  comme  l'ont  fait  certains  géomè- 
tres, qu'elles  jouent  le  rôle  principal  dans  le  phénomène.  L'é- 
quation du  mouvement  du  centre  de  gravité  ne  les  contient  pas, 
parce  qu'elles  sont  intérieures.  Mais  ce  sont  elles  néanmoins 
qui  modifient  les  vitesses  des  deux  corps,  et  la  théorie,  sans 
les  faire  connaître,  donne  la  mesure  de  leur  travail. 


EXAMEN  DE  CERTAINS  CAS  PARTICULIERS. 

551.  Supposons  que  les  deux  corps  qui  se  choquent  soient 
parfaitement  élastiques.  Appelons  toujours  v  et  v'  les  vitesses 
avant  le  choc,  et  soient  w  et  w'  les  vitesses  après  ;  nous  avons 
trouvé  les  équations 

tr  =  2u  —  V, 
w'  =  2îi  —  v'p 
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u  étant  la  vitesse  donnée  par  la  formule 

mv  +  mfff 


M  = 


tn-^mf 


m 

Nous  pouvons  sans  rien  changer  au  mouvement  animer 
les  deux  corps  d'une  vitesse  commune,  que  nous  choisirons 
égale  et  contraire  à  tr'.  Cela  revient  à  faire  tf=  0,  et  à  appeler 
r,«,u;,u;',  les  différences  v  —  if^u  —  t;',  w — »',  u/ — i/.  On 
obtient  alors  les  formules  simplifiées  : 


tr  =  ?ti  —  V» 
ID'  =  2ti, 

fnv 


M  = 


m  -H 

et  par  suite 

2m» 

10»=: 


2mv  [m  —  m^)9 

tn-^tn'  tn'{-  m' 

Cela  posé,  nous  examinerons  les  cas  particuliers  suivants, 
l""  Supposons  les  deux  masses  m  et  m' égales. 
On  aura  alors 

ir  =  0, 

c'est-à-dire  que  le  corps  A,  qui  vient  choquer  le  corps  B, 

d'égale  masse,  perd  sa  vitesse  et  la  lui  communique  toute 

entière. 

C  c^l  ce  qu'on  peut  vérifiet  par  une  expérience. 

Deux  boules  divoire,  de  même  diamètre,  sont  attachées 

^  ^  en  A  et  B  à  des  fils  OA,  O'B,  d'égale 

longueur.   Elles  se  touchent   en    un 
point  de  la  droile  AB,  égale  et  parallèle 
à  00'.  On  forme  ainsi  un  double  pen- 
\    ^     dule.  On  écarte  d'un  certain  angle, 
->^iyl— -'^B'      A.^A',  le  premier  pendule:   puis  oii 
A  u  laisse   retomber  la  boule,   qui   vient 

'^"    ''*  choquer  la  boule  B.  L'ivoire  étant  doué 

d'une  grande  élasticité,  il  y  a  communication  du  mouvement 
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de  la  boale  A  ii  la  boule  B  ;  aussi  la  première  boute  reste  au 
point  A,  et  la  boule  B  est  lancée  suivant  l'arc  de  cercle  DB'  avec 
la  vitesse  que  possédait  la  boule  A,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
due  à  la  chute  verticale  du  point  A'  au  point  A.  Elle  s'élèvera 
donc  jusqu'au  point  B',  à  la  même  hauteur  que  le  point  A'; 
puis  elle  retombera  de  B'  en  B,  choquera  la  première  boule  qui 
est  maintenant  au  repos,  et  s'arrêtera  en  communiquant  à 
celle-ci  la  vitesse  qu'elle  possède.  On  aura  en  définitive  une 
série  de  mouvements  oscillatoires  des  deux  pendules,  chacun 
elTectuant  deux  demi-oscillations,  l'une  montante,  l'autre  des- 
cendante, de  chaque  cAté  de  la  verticale  moyenne  de  l'appareil. 
Si,  au  lieu  des  deux  boules  A  et  B,  on  en  dispose  un  cer- 
tain nombre,  A,  A',  A',...  A'",  d'égal  poids  et  d'égal diamiitre, 
juxtaposées  le  long  d'une  horizontale,  et  suspendues  chacune  à 
des  fils  OA,  CA',  tVA",...  0"'A"'  „  ,,  :,■.-     „. 

d'égale  longueur ,  puis  qu'on 
fasse  choquer  la  première  boule 
contre  la  seconde  en  écartant 
le  premier  pendule  d'un  certain 
angle  à  partir  de  la  verticale, 
la  boule  A'  prendra  eans  dépla- 
cement sensible  la  vitesse  v  que  "'  '" 
la  boule  A  lui  communique;  mais  elle  choque  aussitôt  la 
boule  A',  à  laquelle  elle  communique  pareillement  la  vitesse  v 
en  la  perdant  elle-même.  La  boule  A'  la  transmet  à  la  houle 
voisine,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  la  vitesse  v  soit 
transmise  à  h  dernière  boule  A'"  par  la  boule  précédente. 
La  dernière  boule,  ne  trouvant  plus  à  communiquer  la 
vitesse  V  à  une  boule  contiguë,  la  conserve  le  long  de  l'arc 
de  cercle  décrit  du  point  0'"  comme  centre  avec  la  lon- 
gueur du  fil  pour  rayon  ;  elle  s'élèvera  donc  verlicalement  sur 
ce!  arc  de  laquanlitè  duc  à  la  vitesse  v,  c'est-à-dire  elle  par- 
viendra à  la  même  hauteur,  A,,  que  le  point  de  départ  A  de  la 
première  boule.  En  retombant  de  ce  point,  elle  transmettra 
de  même  à  la  première  boule  la  vitesse  i>  qu'elle  en  avait  re- 
çue, et  le  mouvement  oscillatoire  de  l'appareil  comprendra 


.^.3r 
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deux  dnmi-osci Hâtions,  Vunc  moiitanle  et  l'autre  Jcscaiftafle, 
des  deux  boules  cxirâmes,  sans  déplatUMocnt  apparent  àa 
boules  inlcrmc-diaires. 

Celte  expérience  rend  compte  de  la  propagation  des  mon- 
venienls  parl'inlormidiaire  des  corps  élastiques,  la  durée  de 
choc  des  deux  boulrs  est  trop  petite  pour  qu'on  puisse  l'en 
Kier  par  une  observation  directe.  Maïs  si  l'on  intercale  enln 
les  doux  boules  exln>me$  un  nombre  sufGsamrocnl  grand  di 
boules,  les  durées  des  chocs  successifs  s'ajout.  ni,  el  si!  e 
possible  dVvulupr  le  retard  du  commencemeni  de  l'oïcillalioi 
e  la  dernii^re  boule  sur  la  fin  de  l'oscillation  de  la  première 
n  pourra  calculer  la  durée  du  choc. 

Lu  IranstnissIoR  du  son  dans  les  milieux  élastiques  donu 
lieu  à  la  production  d'un  phénomène  analogue.  Les  molécule! 
d'air  rangées  le  long  d'un  rayon  sonore  sonl  ébranlées  sik- 
cessivemcnl,  et  chacune  communique  à  la  niuUcule  qui  li 
suil  lu  vitesse  qu'elle  a  rei;iic  de  la  mol(k:ule  qui  la  prércde. 
La  vitesse  de  la  propagation  de  l'ébranlement,  ou  plu«  bric- 
vcnicnt  la  vitette  du  son,  dépend  de  la  densité  et  de  ïëas- 
licite  du  milieu. 

S*  Eu  s('rr>rid  lit^ri,  siipjtdsons  qiio  In  npasse  m'  soit  tr« 
grande-par  rapport  à  la  masse  m.  Alors  la  vitesse  u/  sera  très 

petite  par  rapport  à  «,  el  la  fraction  -■■  étant  5eQsil>l^ 

ment  égale  k  Tunité,  od  aura  approxîmativemeal  v=— r. 
Si  l'on  suppose  m' infini  par  rappoi  t  i  m,  celle  équation  de- 
vient rigoureuse,  el  Ton  a  aussi  w'^0.  Dans  le  cas  où  on 
cnrps  élastique  vient  choquer  un  autre  corps  élastique  de 
masse  Inrinimenl  grande,  le  corps  choqué  ne  prend  point  de 
vitesse,  cl  la  vitesse  du  corps  choquant  change  de  signe  en 
conservant  sa  valeur;  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  y  ) 
réjJexion  du  corps  choquant  sur  le  corps  choqué. 

C'est  ce  qui  arrive  dans  le  choc  direct  d'une  bille  d'iinre 
contre  la  bande  d'un  billard.  Le  corps  choqué,  B,  peut  ici 
être  considéré  comme  ayant  une  masse  infiniment  grande, 
car  il  fait  partie  d'un  système  1  peu  près  immobile.  Soit  fSf 


B 


C 

Fig.  195. 


ir 
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h  bande,  A  la  bille.  Si  on  la  lance  suivant  la  normale  AC,  clic 

reviendra  suivant  la  môme  droite  et 

avec  la  même  vitesse  dans  le  sens  CA. 

Il  en  serait  rigoureusement  ainsi  s'il 

n'y  avait  pas   de   frottement  de  la 

bille  sur  le  tapis,  et  si  la  bande  était 

parfaitement  élastique,  et  douée  d*unc  immobilité  absolue. 

On  peut  étendre  ce  résultat  au  choc  oblique,  en  faisant 
abstraction  des  effets  du  frottement. 

Soit  AC  la  trajectoire  que  la  bille  décrit  avec  une  vitesse  V. 
Arrivée  au  contact  de  la  bande  BB',  elle  subit  une  action 
instantanée,  qui  est  par  hypothèse  normale  à  la  surface  BB'. 
Or  on  peut  décomposer  la  vitesse  V  en  deux  vitesses,  Tune  CD 
suivant  la  bande,  et  l'autre  CE  nor- 
male. La  réaction  normale  de  la 
bande  est  sans  effet  sur  la  vitesse  CD  ; 
car  l'impulsion  de  la  bille  projetée 
sur  BB'  n'est  pas  altérée  par  l'inter- 
veniion  d'une  force  perpendiculaire 
à  sa  direction.  La  composante  CD  de 
la  vitesse  se  conserve  donc  après  le  choc.  Imprimant  à  la 
bille  et  au  billard  un  mouvement  égal  et  contraire  à  CD,  nous 
ramenons  le  mouvement  relatif  de  la  bille  au  cas  du  choc  di- 
rect avec  la  viterse  CE;  cette  vitesse  change  de  signe  par 
Teffel  du  choc,  et  prend  la  direction  CF  en  conservant  sa 
grandeur.  La  vitesse  réelle  de  la  bille  après  le  choc  est  en  dé- 
finitive la  résultante  des  deux  vitesses  CD,  CF  ;  la  direction 
CHest,  par  rapport  à  la  bande,  symétrique  de  la  direction  pri- 
mitive CV,  et  la  route  réfléchie  fait  avec  la  normale  CF  à  la 
surfa(  e  réfléchissante  un  angle  FCH  de  réflexion  égal  à  l'angle 
ACF  (Tincidence. 

La  réflexion  de  la  lumière  et  du  son  sur  les  surfaces  polies 
suit  une  loi  toute  semblable  quant  à  la  direction  des  rayons 
réfléchis. 


F  g  1)6 
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352.  Comme  exempte  de  choc  de  corps  non  élaslisqaes, 
nous  prendrons  le  battage  des  pieux  que  l'on  enfonce  dans  le 
sol  pour  servir  de  supports  à  la  fondation  d*ua  ouvrage.  Od 
so  sert  à  cet  effet  d'une  sonnette  ABO  (%.  197  et  108),  appa- 
reil en  charpente  destiné  à  élever  et  à  laisser  retomber  aller* 


Fig.  198. 


nativcmont  un  mouton  en  fonte.  La  sonnette  peut  Ctre  à 
ttrande  ou  à  dédie.  La  sonnelte  à  liraude  s'emploie  pour  com- 
mencer le  battage,  ou  pour  enfoncer  des  pioux  duns  un  ter- 
rain peu  résistant;  on  peut  donner  en  peu  de  temps  un  grand 
nombre  de  coups,  mais  la  hauteur  à  laquelle  le  mouton  s'é!c\e 
reste  faible.  La  sonnette  à  déclic  est  beaucoup  plus  hautu;  le 
mouton  est  élevé  au  moyen  d'un  équipage  de  roues  dentées; 
une  fois  qu'il  est  panenu  à  son  point  le  plus  haut,  un  déclic, 
mis  en  jeu  par  la  machine  elle-même  ou  par  un  ouvrier  spé- 
cial, détaclie  le  mouton  do  la  corde  qui  l'a  soulevé  et  le  laisse 
tond)er  sur  la  IcLc  du  pieu. 
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On  arrive  ainsi  à  faire  tomber  un  poids  P  d'une  hauteur  H 
sur  la  tôte  d'un  pieu  déjà  engagé  dans  le  sol  :  on  demande 
Teffet  qui  va  résulter  de  ce  choc. 

Nous  appliquerons  successivement  les  équations  des  quan- 
tités de  mouvement  et  des  forces  vives. 

Soit  Bo  la  résistance  moyenne  du  sol  pendant  la  durée^  6,  du 
choc  ;  la  vitesse  t;  commune  au  mouton  et  au  pieu  à  la  fin  du 
choc  sera  donnée  par  la  relation 

où  p  désigne  le  poids  du  pieu. 

Car  rim pulsion  de  la  résistance  Ro  a  réduit  pendant  la  durée 

0  la  quantité  de  mouvement  du  mouton  à  Tinstant  du  choc, 

p    

-  s/2gll ,  à  la  quantité  de  mouvement  du  mouton  et  du  pieu  à 

1     r       P  +  Sf 

la  fin, V. 

9 

Si  h  est  renfoncement  du  pieu  dû  au  coup  de  mouton,  on 
aura,  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives, 

9 

en  appelant  R  la  valeur  moyenne  de  la  résistance  du  sol  pen- 
dant l'enfoncement. 

Dans  celte  dernière  équation  nous  négligeons  le  travail  des 
forces  intérieures  qui  se  développent  pendant  la  déformation 
du  pieu  et  le  traviiil  de  la  pesanteur.  Dans  la  première,  nous 
négligerons  de  môme  le  terme  Ro6,  ce  qui  revient  à  supposer 
que  tout  se  passe  pendant  le  choc  comme  si  le  pieu  était  libre. 
On  a  alors- pour  v  une  limite  supérieure, 

P 


v  = 


P-4-;> 


V^, 


qu'on  pourra  substituer  dans  la  seconde  équation;  ce  qui 
d'jnne  pour  R 
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Supposons  par  exemple  que  le  mouton,  pesant  500  kilo- 
grammes tombe  d'une  hauteur  de  4  mètres,  et  produise  un 
enfoncement  d'un  millimètre,  le  pieu  pesant  100  kilogram 
mes  ;  la  formule  donnera 

«      ^n..  *  500  500x4       5       ,^^^^«,,.2 

C'est  par  excès  une  valeur  moyenne  de  la  réaction  du  ter- 
rain pendant  que  le  pieu  s'enfonce.  Le  pieu  est  battu  au  refus 
quand  il  ne  s'enfonce  plus  que  d'une  quantité  imperceptible 
sous  une  volée  de  coups  de  mouton.  On  obtient  par  ce  moyen 
une  fondation  très  rigide  sur  laquelle  on  peut  asseoir  avec 
sécurité  les  constructions.  Mais  Tcxpérience  montre  que  la 
charge  par  pieu  ne  doit  pas  dépasser  le  centième  de  la  limite 
obtenue  par  cette  mcHhodc. 

Le  battage  des  pieux  fait  bien  voir  la  différence  qu'il  y  a 
entre  un  choc  et  une  pression  statique.  On  peut  déterminer, 
par  exemple,  une  charge  assez  grande  pour  faire  enfoncer  un 
pieu  d'un  centimètre  ;  mais  une  fois  renfoncement  produit, 
la  charge  se  trouve  équilibrée  par  la  résistance  du  terrain,  et 
elle  ne  produit  plus  aucun  efiet,  tandis  que  la  répétition  d'un 
môme  choc  peut  produire  des  enfoncements  répétés. 

353.  Le  battage  des  pieux  a  pour  objet  renfoncement 
du  pieu  sous  le  choc  du  mouton.  Dans  d'autres  cas,  le 
but  à  alloindre  est  une  déformation  ou  une  ru|)ture  du  corps 
choqué.  Tel  est  par  exemple  le  travail  du  fer  sous  le  mar- 
teau ;  tel  est  encore  le  cassage  des  pierres  pour  lentretion 
des  routes.  Dans  ces  deux  exemples,  la  force  vive  commu- 
niquée au  marteau  doit  être  détruite  par  le  travail  de  la  de- 
formation  du  corps  choqué  ;  tout  ce  qui  reste  à  l'étal  de  force 
vive,  comme  Tébranlement  du  sol  sur  lequel  est  posée  l'en- 
cluine,  ou  la  projection  des  débris  des  pierres  cassées,  doit 
être  considéré  comme  un  travail  perdu.  Il  est  diflicile  de  se 
rendre  compte,  autrement  que  par  Texpérience,  decesanises 
de  perte  de  travail.  Tout  ce  qu'on  sait  sur  ce  sujet,  c'est  que 
les  marleaux-pilons  doivent  avoir  une  lourde  masse  et  tomber 
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d'une  faible  hauteur  sur  le  corps  amolli  par  la  chaleur,  pour 
en  augmenter  la  cohésion  et  pour  lui  donner  une  forme 
particulière  ;  le  marteau  du  casseur  de  pierres  au  contraire 
a  une  masse  faible,  et  il  est  monté  au  bout  d'une  tige  de  bois 
élastique;  Touvrier,  en  lui  communiquant  une  grande  vitesse, 
donne  sur  la  pierre  un  coup  see  qui  produit  la  rupture. 

TnÉORÈMB   DB   GARlfOT. 

354.  Le  théorème  de  Carnot  a  pour  objet  l'évaluation  des 
forces  vives  perdues  dans  le  choc  des  corps  parfaitement 
mous.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de 
d'Âlembcrt  étendu  aux  forces  instantanées  ;  mais  la  proposi- 
tion n'est  vraie  que  lorsqu'on  peut  négliger  les  frottements  des 
corps  les  uns  sur  les  aulros,  ou  lorsqu'on  suppose  les  réac- 
tions développées  par  le  choc  normales  aux  surfaces  de  con- 
tact. 

Le  théorème  de  d'Alembert  montre  qu'il  y  a  équilibre 
entre  les  forces  instantanées  qui  agissent  réellement  sur  les 
corps,  les  quantités  de  mouvement  initiales  et  les  quantités 
de  mouvement  iinales  changées  de  sens  (g  191). 

Soit  m  la  masse  d'un  point  du  système  ; 

ii,u',  u"^  les  composantes  de  sa  vitesse  avant  le  choc; 

U,  U',  U",  les  composantes  de  sa  vitesse  après  le  choc; 

X,  Y,  Z,  les  composantes  des  forces  instantanées  développées 
par  le  choc  ;  nous  aurons  l'équation  générale 

Appliquons  celle  équation  à  un  déplacement  virtuel  parti- 
culier, coïncidant  avec  le  déplacement  réel  que  subissent  les 
points  du  système  à  la  fin  du  choc,  et  qui  s'aa'omplit  avec  les 
vitesses  U,  U',  U". 

Nous  ferons 

ix  =  iv//, 

Sy  =  l'r//, 
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Ce  déplacement  annule  la  somme  2  (X&c  +  Y8y  +  Zi%). 
En  effet,  à  la  fin  du  choc,  les  corps,  supposés  mous,  se 
meuvent  avec  la  même  vitesse  en  projection  sur  la  normale 

commune  aux  surfaces  par  lesquelles 
ils  se  touchent.  Soit  A,  par  eiemple,  le 
point  de  contact  de  deux  corps;  les 
réactions  mutuelles  des  deux  corps  se- 
ront la  force  N  et  la  force  —  N  ;  dans 
le  mouvement  commun ,  le  point  A  du 
premier  corps  ira  en  A' ,  et  le  point  A 
du  second  en  A",  et  les  points  A'  et  A" 
seront  situés  dans  un  même  plan  KA'A''  normal  à  AN.  Donc 
le  travail  des  forces  mutuelles  N  et  —  N  est  nul  (Cf.  II, 
§  135,  y). 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  forces  instantanées  dévelop- 
pées par  le  choc  des  divers  corps  mous  formant  le  système 
total.  L* équation  d^équilibre  devient  donc,  en  divisant  par  dt^ 

2m[(D  —  ti)U  4-  (U'  — t/)U'+  (U*  —  i«»)U']  =  0, 

ou  bien 

2m  [(U«  +  U'»  H-  U«^)  —  (Uu  +  UV  H-  M'u'  )]  =  0. 

Or  appelons  v  la  vitesse  absolue  du  point  m  avant  le  choc, 
V  la  vitesse  du  môme  point  après  le  choc,  et  w  la  vitesse  per 
due,  c'est-à-dire  la  vitesse  qui,  composée  avec  v,  donne  poui 
résultanle  la  vitesse  finale  V.  Nous  aurons  à  la  fois 

V*  =  u* -}-  u'* -\-  u"*, 
V«  ==  U«  H-  U'«  +  C», 

Mj«  =  (u  —  u)*  +  (U'  —  M';«  +  (u*  -  ti»)« 

=  (U«  4-  U'*  4- 1"*)  4-  ( w*  +  m'*  -4-  «"«)  —  2 (Um  +  U'i** -f-  U V) 
=  V«  -+-»«  —  2(Um  +  U'M'  -f-  U"!*''). 


On  en  déduit 


v*  j_  mS  —  to* 
Vu  -f-  U  V  -f-  l'^M"  =       ^^ ^  f 
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et,  substituant  dans  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir,  il 
vient 

OU 

2mV»  —  Imv*  +  2mw'  =  0, 

OU  enGn 

La  somme  des  forces  vives  après  le  choc  des  corps  mous  est 
donc  égale  à  la  somme  des  forces  vives  avant  le  choc  diminuée 
de  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  pendant 
le  choc,  OU  autrement  la  perte  de  force  vive  est  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues. 

Tel  est  l'énoncé  du  théoi  éme  de  Carnot. 


peudule  balistique. 

555.  Le  pendule  balistique  sert  à  mesurer  la  vitesse  des 
projt'cliles  à  la  sortie  des  bouches  à  feu.  U  consiste  essentiel- 
lement en  un  corps  mou,  lié  à  un  axe  horizontal  de  rotation; 
le  boulet  vient  frapper  ce  corps  mou  et  le  pénètre  à  une  cer- 
taine profondeur  j  à  la  fin  du  choc,  le  boulet  et  le  pendule  ne 
font  qu'un  seul  et  même  système,  animé  d'une  vitesse  angu- 
laire autour  de  l'axe  de  suspension  ;  le  pendule  s'écarte  de  la 
verticale  en  vertu  de  la  vitesse  qui  lui  est  communiquée,  et 
son  centre  de  gravité  s'élève  jusqu'à  ce  que  le  travail  néga- 
tif de  la  pesanteur  ait  détruit  sa  force  vive.  A  ce  momenf, 
le  pendule  a  atteint  Textrémité  de  son  oscillation  ;  son  mou- 
vement se  continue,  mais  en  sens  contraire.  Un  curseur, 
entraîné  par  le  pendule  pendant  le  mouvement  ascendant,  et 
abandonné  au  point  qu'il  occupe  lorsque  le  pendule  com- 
mence à  descendre,  permet  d'évaluer  Pangle  d'écart,  et  par 
suite  le  travail  négntif  de  la  pesanteur  ;  la  valeur  absolue  de 
ce  travail  est  égale  à  la  demi-force  vive  du  système.  Connais- 
sant cette  force  vive,  on  en  déduira  successivement  la  vitesse 
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angulaire  initiale  du  pendule,  la  vitesse  linéaire  du  boulet  à 
la  fin  du  choc,  enfin  la  vitesse  linéaire  du  boulet  au  commen- 
cement du  choc,  qui  est  la  vraie  inconnue  de  la  question. 

Soit  MN  le  corps  du  pendule,  0  son  axe  de  suspension,  G  le 
centre  de  gravite  du  système  oscillant.  La  droite  BA,  menée 
dans  le  plan  moyen  du  pendule,  à  angle  droit  sur  la 
direction  de  Taxe  0  et  un  peu  au-dessous  du  point  G, 
i^eprësente  la  trajectoire  du  boulet,  que  nous  supposerons 
enfoncé  jusqu'au  point  A  dans  la  terre  remplissant  le  corps 

du  pendule.  Appelons  v  la  vitesse 
du  boulet  avant  le  choc,  u  la 
vitesse  linéaire  qu'il  consene 
après  le  choc,  quand  il  ne  fait 
plus  avec  le  pendule  qu'un  seul 
et  même  corps.  Soit  p  le  poids 
du  boulet  ;  I  le  moment  d'iner- 
tie du  pendule  par  rapport  à 
l'axe  projeté  en  0  ;  o  la  vitesse 
angulaire  qu'il  possède  à  la  fin 
du  choc,  qui  assure  à  son  point  A 
la  vitesse  linéaire  ti.  La  pointe 
C  pousse  le  curseur  le  long  de 
l'arc  CD  à  mesure  que  le  pendule  s'écarle  de  sa  position 
d'équilibre  ;  elle  l'abandonne  au  point  D  au  moment  où,  ayant 
perdu  toute  sa  vitesse,  le  pendule  commence  à  rétrograder. 
Dans  son  mouvement  ascendant,  le  centre  de  gravité  dôcril 
l'arc  Gh\  et  s'élève  par  conséquent  de  la  quantité  verticale 
011:= /i,  qu'on  peut  mesurer. 
Posons  0A  =  /  ;  angle  COD=a. 
On  en  déduit  h  =  a(i — cosa). 

Appelons  F  la  réaction  moyenne  développée  pendant  la  du- 
rée du  choc  entre  le  boulet  et  le  pendule  ;  0  représeniant  celle 
durée,  l'impulsion  de  la  force  F  sera  Fô;  celle  impu'sion, 
agissant  sur  le  boulet  dans  le  sens  AB,  en  sens  coniraire  «in 
mouvement,  réduit  sa  vitesse  de  la  valeur  initiale  v  à  la  >j- 
leur  finale  u. 


Fig.  ÎOO. 
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Nous  avons  donc 

9 

La  même  force,  agissant  sur  le  pendule,  fait  passer  sa  vi- 
tesse angulaire,  pendant  la  môme  durée,  de  la  valeur  0  à  la 
valeur  u>  ;  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouvement 
et  des  forces  par  rapport  à  Taxe  0,  nous  aurons 

fi$  =  i«. 

Entre  ces  deux  équations,  éliminons  le  produit  FO  ;  il  suffit 
pour  cela  de  multiplier  la  première  par  I  et  d'ajouter.  Il  vient 

d'où  Ton  déduit 

pi 
Hais  u=:ziùly  et  par  suite 

La  force  vive  du  système  à  la  fin  du  choc  se  compose  de 

IXV?   CI.    vie   AU    lUAUC    ^ItC     ~ 

let  i  elle  est  donc  égale  à 

Elle  est  réduite  à  0  quand  l'ongle  d'écart  atteint  la  valeur 
COD  ;  or  le  centre  de  gravité  du  pendule  s'est  élevé  de  la  quan- 
tité /i=a  (1  —  cosa),  et  le  centre  de  gravité  du  boulet,  de  la 
quantité  ÂL,  laquelle  est  à  IIG  dans  le  même  rapport  que  OA 
à  OG,  ou  que  /  à  a.  Le  travail  de  la  pesanteur  est  donc,  en 
appelant  P  le  poids  du  pendule, 

et  Téquation  di  s  forces  vives  nous  donne 

A  +  ?  /^  K*»  =  2a  Tp  +  '^  j  (t  -  C08«). 


la  force  vive  Iw*  du  pendule  et  de  la  force  vive  -  /V  du  bou- 
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Cette  équation  fait  connaître  u),  ensuite  Tëquatioa  prècédeote 
donne  la  valeur  de  v. 

Il  est  nécessaire  que  le  boulet  frappe  le  pendule  au  centre 
de  percussion  correspondant  à  Taxe  0  ;  autrement  Taxe  0  su- 
birait pendant  le  choc  des  pressions  qui  pourraient  déranger 
Tappareil.  On  sait  que  la  distance  l  du  centre  de  percussion  i 

Taxe  est  égale  à  an — ,  a  étant  la  distance  OG  du  centre  de 

gravité  au  méii^e  axe,  et  K  le  rayon  de  giration  autour  d'un 
axe  parallèle  à  Taxe  0  mené  par  le  point  G  ;  c'est-à-dire  que 
la  distance  l  est  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
du  pendule  composé  formé  par  le  pendule  balistique.  S'il  en 
est  ainsi,  Taddition  du  boulet  au  point  A  n'altérera  pas  la  du- 
rée des  oscillations  du  pendule.  On  pourra  donc  déterminer 
empiriquement  le  point  Â  où  le  boulet  doit  frapper ,  en  pla- 
çant le  boulet  à  différentes  hauteurs  dans  le  plan  moyen  trans- 
versal du  pendule,  et  en  le  faisant  osciller  chaque  fois  dans 
CCS  diverses  conditions.  La  position  cherchée  est  celle  pour 
Inquelle  l'addition  du  boulet  au  pendule  ae  produit  aucune 
différence  dans  la  durée  des  oscillations.    . 


MARTEAUX   ET    CAMES. 

o50.  On  emploie,  dans  l'industrie  du  fer,  des  marteaux 
qu'une  roue  à  cames  soulève,  et  qui  retombent  ensuite  libre- 
ment sur  Tenelume.  Il  y  a  plusieurs  espèces  de  marteaux  ;  les 
marteaux  frontaux  sont  soulevés  par  une  came  qui  agit  dans 
le  plan  vertical  du  manche,  au  delà  du  marteau  par  rapporta 
son  axe  de  rotation.  Les  marteaux  à  bascule,  ou  martinets,  des- 
tinés à  battre  un  grand  nombre  de  coups  par  minute,  sont 
saisis  par  la  came  en  arrière  de  Taxe  de  rotation  :  la  came 
git  sur  eux  de  haut  en  bas  ;  enfin  les  marteaux  à  soulèvement 
sont  munis  d'un  menlonnet  latéral  sur  lequel  la  came  vient 
<igir  dans    un   plan    vertical  perpendiculaire  au    plan    du 
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manche.  La  théorie  est  à  peu  près  la  même  pour  ces  divers 
types. 

Chaque  coup  de  marteau  peut  se  décomposer  en  trois  pé- 
riodes :  la  première,  qui  dure  un  temps  très  court,  est  la  pé- 
riode du  dwc  ;  die  commence  à  Tinstant  où  la  came,  animée 
d'une  grande  vitesse»  rencontre  le  manche  du  marteau  ;  elle 
Cnit  à  l'instant  où  les  deux  points  en  contact,  appartenant  l'un 
â  la  came,  l'autre  au  marteau,  se  déplacent  avec  des  vitesse? 
égales. 


Flg.  fOl. 


La  seconde  est  la  période  de  la  levée  ;  elle  fait  suite  à  la  pre- 
mière  période,  et  comprend  tout  le  temps  que  la  came  et  le 
marteau  sont  en  prise  ;  elle  se  termine  à  l'instant  où  le  con- 
tact cesse,  et  où  le  marteau  est  abandonné  parla  came. 

La  troisième  période  comprend  la  durée  de  la  chute  du 
marteau  sur  l'enclume  (ou  plutôt  sur  le  corps  placé  sur  l'en- 
clume),  plus  un  temps  perdu  qu'on  peut  réduire  à  volonté,  et 
qui  sépare  la  fin  de  chaque  coup  de  l'instant  où  une  nouvelle 
came  vi^nt  en  prise  avec  le  marteau. 

L'espacement  des  cames  au  pourtour  de  Tarbre  tournant 
et  la  vitesse  angulaire  de  cet  arbre  doivent  élre  réglés  de  telle 
sorte  que  la  chute  du  marteau  soit  complète,  et  que  le  marteau 
ne  soit  pas  relevé  par  une  came  avant  d'être  tombé  à  fond  sur 
l'enclume. 

Nous  allons  chercher  les  différentes  pertes  de  travail  subies 
par  l'appareil  dans  ces  périodes  successives,  en  prenant  pou* 
eicmple  un  marteau  frontal. 
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Première  période.  —  Au  commencement  de  la  période  du 
choc,  le  marteau  est  immobile,  et  ia  came  possède  autour  de 
son  axe  0'  une  vitesse  de  rotation  (û\.  A  la  fin,  le  marteau,  sans 
déplacement  sensible,  a  une  vitesse  de  rotalion  co^  et  la  came 
une  vitesse  de  rotation  u)\.  Appelant  F  la  percussion  mutuelle 
subie  par  les  deux  corps  pendant  le  choc,  R'  le  rayon  de  la 
came,  mesuré  à  partir  de  son  centre  jusqu'au  point  de  con- 
tact des  deux  corps,  R  la  distance  de  ce  même  point  à  Taxe 
lie  rotation  du  marteau,  WW*  le  moment  d'inertie  de  la  came, 
et  MK*  celui  du  marteau,  par  rapport  à  leurs  axes  respectifs, 
nous  aurons  les  deux  équations  : 

Fa'        ,  FR 

«'.  — «'4=jp^       et       ««=|i^* 

Les  vitesses  linéaires  des  points  de  contact  au  bout  de  la 
première  période  sont  égales  :  donc 

Nous  simplifierons  ces  équations  en  remplaçant  RVopar  la 
lettre  u,  RV^  ou  Ra>^  par  la  lettre  v^  et  les  moments  d'inertie 
BIK*,  M'K'*  par  les  produits 

/*U«        et       /R'«; 

|ji  sera  la  masse  fictive  du  marteau,  |ji'  la  masse  fictive  de  la 
came;  u  la  vitesse  linéaire  du  point  de  contact  de  la  came  au 
comnienccincnt  du  clioc,  et  v  la  vitesse  commune  aux  points 
en  contact  à  la  fin.  Les  équations  deviennent,  après  ces  sub- 
stitutions et  après  avoir  éliminé  F, 

ou 

(fx  -f-  m')  0  =  /*'"• 

Tout  se  [asse  donc  comme  si  un  corps  mou  de  masse  ;/, 
animé  (le  h  vitesse  m,  choquait  directement  un  corps  de  masse 
[A,  on  repos,  et  lui  comiuuniquail  la  vitesse  v. 
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On  voit  qu'en  rendant  [>f  assez  grand,  ou  en  augmentant  suf- 
fisamment le  moment  d'inertie  de  la  came,  on  peut  rendre  v 
aussi  peu  différent  qu'on  voudra  deti,  ou  rendre  la  diflerence 
u^v  aussi  petite  qu^on  voudra  par  rapport  à  la  moyenne, 

,  des  vitesses  extrcme^. 

Le  travail  négatif  subi  par  la  came  pendant  le  choc  se  cal- 
culera en  observant  qu'il  est  égal  à  la  demi-différence  des  forces 

vives  de  la  came  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  période, 

1 

ce  qui  donne  ^  \k'  (tt* — v') .   . 

Pour  transformer  cette  expression,  observons  qu'elle  est 
égale  à 

Or  ^  ,  moyenne  des  vitesses  extrêmes  du  point  de  con- 
tact de  la  came,  est  sensiblement  égale  à  la  vitesse  moyenne, 
Y,  du  même  point,  calculée  d'après  le  nombre  de  tours  que  la 

came  fait  dans  l'unité  de  temps.  Faisons  donc  -5 — =rV. 

Nous  avons  d'ailleurs -= — ^. 

Donc 

___VV_ 

et  enfin 

|,.(..-..)  =  ^,v.=,v.x-l^. 


pour  rendre  v  et  u  peu  différents  l'un  de  l'autre.  Le  travail  à 


En  général,  le  rapport  4  est  très  petit,  condition  nécessaire 

i* 


rournir  à  la  came  pour  réparer  le  travftTi  perdu  par  snife 
du  choc  est  donc  à  peu  près  égal  è  iaY',  ou  à  la  force  Thre 
que  posséderait  le  marteau  si  Ton  attribuait  à  son  point  de 
contact  la  vitesse  linéaire  moyenne  du  point  de  contact  de  la 
came. 

Deuxième  période.  —  Le  travail  à  communiquer  à  la  came 
pendant  qu'elle  soulève  le  martemi,  se  calcule  approximative- 
ment comme  il  suit  : 

Soit  P  le  poids  du  mafrtea«r  ; 

N  la  valeur  moyenne  de  la  réaction  de  la  came»  réaction 
que  nous  supposerons  verticale  pendant  toute  ta  durée  de  la 
période; 

Q  le  poids  de  la  came; 

/  la  levée  ou  la  hauteur  du  point  de  contact  M  au-dessus  de 
la  ligne  des  centres  ; 

r  la  hauteur  correspondante  dont  a'éléve  au-dessus  de  la 
même  ligne  le  centre  de  gravité  du  marteau. 

Soit  T  le  point  de  contact  de  la  came  et  du  marteau  à  Pin* 
stant  du  choc  ;  faisons  OT=^R,  OT=tR;  soit  enfin  p  le  rayon 
des  tourillons  0  de  la  hurêsscj  et  p  le  rayon  des  tourillons  0^ 
de  Tarbre  à  cames. 

La  pression  exercée  sur  les  tourillons  de  hurasse  est  sen- 
siblement verticale  et  égale-à  la  différence  P  —  N;  cette  pres- 

f 
sion  donne  naissance  à  un  frottement  égal  à  -=L=  (P  —  N), 

et  le  travail  de  ce  frottement,  pour  un  déplacement  angulaire 
sensiblement  égal  à  tt  ,  est  égal  au  produit 


R 


Le  travail  du  poids  du  marteau  est  VI'  ;  le  travail  de  la 
réaction  N  est  Ni;  et  comme  le  mouvement  pendant  la  période 
est  sensiblement  uniforme,  on  a  Téquation 


'''-''+ ^^'-"^i- 


GAIIES  ET  MARTfiiUX.  699 

qui  fait  caniiailre  N  : 

Le  travail  <fai  frottement  an  contact  de  la  came  et  du  mar- 
teau est  donné  par  la  formule  du  frottement  dans  les  engre- 
nages ;  lu  quantité  /  représentant  le  pot,  on  aura  pour  ce  tra- 
vail (II,  g  300), 

Enfin,  le  frottement  des  tourillons  de  la  came,  pendant  le  dé- 
placement angulaire  ^,  qu'elle  subit,  est  égal  à 

en  observant  que  le  poids  Q  diffère  peu  de  la  réaction  exercée 
sur  Taxe,  à  cause  de  la  grande  masse  de  l'arbre  à  cames,  ce 
qui  rond  N  négligeable  vis  à  vis  du  poids  Q.  Le  travail  total  à 
fournir  à  l'arbre  à  cames  pendant  cette  seconde  période  pour 
en  entretenir  la  vitesse  uniforme  est  donc  en  définitive 
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expression  dans  laquelle  on  devra  remplacer  N  par  la  valeur 
calculée  plus  haut. 

Pour  appliquer  ce  calcul  à  un  marteau  à  bascule,  il  suffi- 
rait d'observer  que  la  réaction  des  tourillons  de  hurasse  sr'rail 
alors  égale  à  P-i-N,  au  lieu  de  F  —  N. 

Troisième  période.  — La  période  de  la  marche  à  vide  ne  com- 
prend d'autre  travail  à  vaincre  que  celui  du  frottement  de  la 
came  sur  ses  tourillons,  qu'il  est  aisé  de  calculer,  connais- 
sant le  poids  de  la  came  et  l'espace  décrit  à  la  circonférence 
des  tourillons. 

Si  Ton  ajoute  les  travaux  afférents  i  ces  trois  périodes,  on 
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aura  le  travail  total  qu'il^  faut  communiquer  à  la  came  à 
chaque  coup  de  marteau,  pour  entretenir  runiformité*  ou  plu- 
tôt la  périodicité  du  mouvement. 

Il  est  utile  que  le  point  où  le  marteau  subit  le  choc  de  la 
came  soit  situé  à  peu  de  distance  du  centre  de  percussion  du 
marteau  relatif  a  son  axe  de  rotation  :  autrement  cet  axe 
aurait  à  supporter  à  chaque  coup  une  poussée  très  considé- 
rable, qui  ne  tarderait  pas  à  détériorer  rappareil. 


ADDITIONS 


SUR   LA    MASSE  (gg    7    ET   SUIT.) 

357.  Pour  définir  la  masse,  nous  avons  recours  à  une  notion 
particulière,  qu'on  n'emploie  pas  habituellement  dans  cette 
théorie,  et  qui  nous  semble,  sinon  indispensable,  du  moins 
très  utile  pour  le  but  qu'on  veut  atteindre  :  la  notion  du 
poids. 

En  général,  les  traités  de  dynamique  commencent  par  éta- 
blir, à  Taidc  des  principes  fondamentaux,  que  les  forces  sont 
proportionnelles  aux  accélérations  qu'elles  communiquent  à 
un  môme  point  matériel,  et  qu'elles  se  mesurent  en  consé- 
quence par  ces  accélérations  elles-mêmes  ;  ensuite,  on 
introduit  la  notion  de  masse  en  considérant  les  forces  comme 
appliquées  à  des  points  matériels  différents,  et  en  disant  que, 
pour  chacun  de  ces  points,  la  masse  est  le  rapport  de  la 
force  à  V accélération  qu'elle  produit. 

Cette  définition  suppose  qu'on  possède  un  moyen  quel- 
conque de  mesurer  la  force  indépendamment  de  l'accélération; 
car  si  l'on  n'avait  pour  mesure  de  la  force  que  l'accéléi  ation 
qu'elle  produit,  la  comparaison  serait  sans  objet,  et  ne  pour- 
rait conduire  à  aucune  idée  nouvelle.  Si,  par  exemple,  en 
observant  la  chute  des  corps  graves,  on  trouve  que  l'accélé-* 
ration  produite  par  la  pesanteur  est  la  même  pour  tous  lee 
corps,  il  serait  naturel  d'en  conclure  que  celte  force  est  aussi 
égale  pour  tous. 

L'idée  de  masse  est  née,  au  contraire  ,  de  ce  fait  bien  con- 
staté, que  des  corps  de  poids  inégaux  acquièrent  en  tombant 
des  accélérations  égales  ;  l'introducti  on  de  la  masse  dans  la 
dynamique  suppose  ainsi  la  détermination  préalable  des 
poids  au  moyen  de  la  balance,  c'est-à-dire  une  mesure  sta* 
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tique  des  forces,  indépendante  des  accélérations  qu'elles 
peuvent  produire.  La  combinaison  de  ces  deux  mesures  de  la 
force  conduit  immédîalemenl  à  la  notion  nouvelle  de  masse. 
L'idée  de  force  nous  est  fournie  par  la  conscience  des  efforts 
que  nous  avons  à  développer  pour  équilibrer  ou  pour  dépla- 
cer des  corps  pesants  ;  la  mesure  statique  des  forces  a  de 
beaucoup  précédé  la  détermination  de  leurs  effets  dyna- 
miques, et  constitue  un  problème  beaucoup  plus  élémentaire. 
Faire  interv^r  i*idée  de  poids  dans  la  définition  de  la 
masse,  c'est  donc  revenir  sinpleraevl  à  Tordre  natorel  du 
développement  des  idées  mécaniques.  On  voit  aussi  que  nons 
admettons  la  réalité  de  b  force  aussi  bien  que  de  la  mts^e, 
et  que  ces  deux  idées  sont  pour  nous  des  notions  essen- 
tielles et  irréductibles;  nous  ne  définirons  pas  la  force, 
par  exemple,  en  disant  ^'dte  est  le  produit  de  la  nw$$e  par 
TaccAéralitm,  comme  le  font  quelques  outeon ,  oaMitnt 
qu'ils  ont  défini  la  masse  par  le  rapport  de  la  forée  à  Faccé- 
lération.  L'équation  F  =:  mj  est  pour  nous  l'énoncé  d*one 
relation  qui  lie  des  quantités  de  diverses  natures,  et  non  une 
identité  ou  une  taatoloig[ie.  La  dynamique  nous  parait  ren- 
fermer une  dualité  qu'il  importe  de  mettre  en  évidence  : 
d'une  part  les  forces,  de  l'autre  les  masses;  les  forces 
dissent  sur  les  masses,  les  masses  subissent  Faction  des 
forces.  One  multitude  de  faits  nous  révèlent  Texistencc  de 
CCS  deux  éléments,  et  nons  ne  voyons  aucun  avantage  à  cher- 
cher à  les  réduire  l'un  à  l'autre*.  (Cf.  2  350,  dernier  alinéa.) 

APPAREIL  Er^REGîSTREUR  DÉ  M.    LÉ  COLOI^EL  SEDERT. 

558.  M.  le  colonel  Sebert  a  imaginé  un  appareil  enregis- 
treur qui  fait  connaître  la  loi  du  mouvement  d'un  projectile, 

*  Dicn  que  les  quantités  primordiales  que  l'on  considère  en  mécanique  soient 
ao  nombre  de  quatre,  longueur^  trmpSj  force  et  masse  (T,  §  4),  il  est  nécessain^ 
de  fixer  seulen^ent  trois  unités  pour  mesurer  ces  quatre  quantités,  puisque 
l'équation  Y=ztiij,  où  j  représente  une  longueur  divisée  par  le  carré  duu 
temps  (I,  §§  90  et  91),  détermine  la  mesure  numérique  de  l'une  d'elU'S  en 
fonction  des  mesures  numériques  des  trois  antrc<.  L'u?agc  qni  tend  à  prôraloir 
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soit  daiis  l'âme  de  la  bouche  k  feu,  soit  dans  nn  mtlien 
résistant  (Comptes  rendue  de  r  Académie  des  êcienceêf  31  et 
28  jain  1880). 

Le  projectile,  qui  est  creux ,  renferme  dam  sa  eafité  ioté- 
neure  une  tige  métallique  à  sectioii  carrée,  placée  dans  son 
axe,  et  qui  sert  de  guide  à  nne  masse  mobile  ;  cette  masse 
porte  un  petit  diapason,  dont  les  branches  sont  mmiies  cha- 
cune d'une  petite  plume  métaUi<|ue  ;  les  deux  plumes  sont 
en  contact  par  leurs  extrémités  atec  use  ISice  de  la  tige  préala- 
blement recouTcrte  de  noir  de  Aimée. 

Avant  le  tir»  la  masse  mobile  est  amenée  contre  la  face 
antérieure  du  projectile  ;  le  diapason  se  trouve  en  prise,  en 
ce  point,  avec  un  petit  coin  fixé  invariablement  à  la  tige. 
Au  moment  du  tir,  le  projectile  part  ;  maïs  l'inertie  de  la 
masse  mobile  la  maintient  en  repos  sur  la  tige  qui  se  déplace 
avec  la  vitesse  du  projectile;  il  en  résulte  que  le  coin  est 
arraché,  et  que  le  diapason  entre  en  vibration  ;  les  plumes 
tracent  deux  courbes  sinusoïdales  symétriques  sur  le  noir  de 
fumée.  Si  Ton  coupe  ces  dent  courbes  parr  leur  ligne  moyenne, 
qu'on  obtient  bien  aisément  en  promenant,  avant  le  tir,  la 
masse  mobile  le  long  de  la  tige  sans  faire  vibrer  le  diapason, 
les  intersections  de  Tune  quelconque  des  deux  courbes  avec 
sa  ligne  moyenne  font  connaître  avec  une  exactitude  sufB-. 
santé  les  positions  relatives  du  projectile  et  de  la  masse  mo- 
bile, au  bout  de  chacun  des  intervalles  de  tempe  égaux  que 
représentent  les  vibrations  du  diapason. 

On  reconnaît  facilement  que  le  déplacement  de  la  masse 
inerte  est  tout  à  ftiit  négligeable,  eu  égard  à  la  vitesse  très 
grande  du  projectile,  pendaïut  qn^il  pa  rcourt  un  espace  égal  à  sa 
propre  longueur.  On  laisse  d'ailleurs  à  la  tige  et  à  tout  le  méca- 
nisme interne  la  facilité  de  tourner  snreux-m  émes  à  l'intérieur 
du  projectile,  de  manière  à  les  soustraire  au  mouvement  de  ro- 

ai^oordliui  parmi  les  pliysickiOiM  est  de  prendre  le  ceHtimèit'e  pour  oitité  de 
loRgœtfr,  le  gramme,  eamkièfè  emraie  HMsare  d*«ne  ^Natité  de  matière 
(H,  %  155),  eomme  miité  <le  mtiifM,  et  Ya  ieemde  êexnfffyimale  comme  unité  de 
temps.  On  désigne  ce  système  de  metatet  par  les  trois  lettres  C6S. 
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tation  communique  au  projectile  par  les  rayures  de  la  pièce. 

Le  même  appareil  peut  être  appliqué  à  la  recherche  de  b 
loi  du  mouvement  d*un  projectile  dans  un  milieu  résistant, 
comme  une  muraille,  un  massif  de  terre,  une  cuirasse  de 
navire,  etc.  Il  sufOi  de  placer  la  masse  mobile  munie  du  dia- 
pason à  l'arrière  du  projectile,  et  non  à  Tavant  ;  seulement  le 
projectile  enregistreur  fait  connaître  son  mouvement,  dans  ce 
cas,  sur  un  parcours  plus  grand  que  la  course  laissée  à  la 
masse  inerte;  car  cette  masse,  au  lieu  d^ètre  en  repos  dans 
Tespace,  est  animée,  comme  le  projectile  lui-même,  au  mo- 
*ment  où  elle  touche  Tobstacle,  d'une  très  grande  vitesse  qu'elle 
conserve,  tandis  que  le  projectile  se  ralentit;  le  tracé  des 
courl>es  fait  connaître  le  mouvement  relatif  des  deux  pièces. 

On  a  été  plus  loin,  et  au  moyen  de  projectiles  à  relais,  dans 
lesquels  un  premier  curseur,  parvenu  au  bout  de  sa  course, 
en  déclanche  un  second  qui  vient  lé  relayer,  on  arrive  à  en- 
registrer le  mouvement  du  projectile  dans  l'air,  et  à  mesurer 
la  résistance  de  Tair  dans  le  voisinage  de  la  bouche  à  feu  ^ 

Ces  appareils  constituent  une  belle  application  du  principe 
de  r  inertie. 

RECHERCHE  DE    COURBES  DE  SURETE. 

359.  On  a  vu  (g  19)  que  les  diverses  trajectoires  parabo- 
liques que  Ton  obtient  en  faisant  varier,  dans  un  même  plan 
verlical,  la  direction,  mais  non  la  grandeur,  de  la  vitesse  ini- 
tiale d'un  projectile  pesant  lancé  dans  le  vide,  est  une  para- 
bole à  axe  vei  lical  ;  c'est  une  courbe  de  sûreté j  qui  limite  la 
région  du  plan  qu'il  est  possible  d'atteindre  avec  le  projectile. 

*  M.  Sebert  a  appliqué  les(  mêmes  principes  à  la  mesure  des  efforts  exercés  par 
la  poudre  sur  le  projectile,  abstraction  faite  des  résistances  qui  s^opposent  au 
mouvement,  et  il  a  reconnu  que  les  gaz  de  la  poudre  continuent  i  exercer  un 
effet  sensible  sur  le  projectile  à  une  distance  beaucoup  plus  grande  qu'on  ne 
Tadmel  généralement.  Voir  sur  ce  sujettes  Etsah  iT  enregistrement  delà  loi  du 
mouvement  des  projectiles,  expériences  faites  à  la  poudrerie  de  Scvran-Livnf^ 
par  H.  Sebert,  lieutenant-colonel  d'artillerie  de  marine  (Extrait  du  llèraMiil 
de  lartillerie  de  marine,  2*  série,  2.  —  1881). 
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On  peut  résoudre  un  prol)lèmc  analogue  sur  le  mouvement 
des  planètes  tel  qu'il  est  défîni  §  63  ;  une  planùte  M  (fig.  34) 
étant  lancée  dans  le  plan  du  papier,  avec  une  vitesse  v^  donnée 
en  grandeur,  mais  non  en  direction;  quelle  esl  l'enveloppe  des 
trajcîctoires  que  Ton  obtient  en  donnant  à  celte  vitesse  v^ 
toutes  les  directions  MA  possibles?  Quelle  est,  en  d'autres 
termes,  la  courbe  de  sûreté  dans  cette  espèce  de  tir  plané- 
taire'f 

On  remarquera  que  toutes  les  trajectoires  obtenues  en  fai- 
sant varier  la  direction»  mais  non  la  g  randcur,  de  v^,  sont 
des  courbes  de  même  espèce,  des  ellips  es,  par   exemple,  si 

B=  r^'  — -^  est  négatif.  Supposons  qu'il  en  soit  ai  nsi.  Toutes 

ces  ellipses  ont  le  même  grand  axe,  2a,  car  a  ne  dépend  que  de 

f 
B  por  Téquation  a= —  J.»  Le  problème  est  donc  ramené  à 

chercher  Tenveloppe  des  ellipses  de  môme  grand  axe  2a, 
qui  passent  par  le  point  M  et  qui  ont  le  point  0  pour  foyer. 
Il  est  très  facile  de  montrer  géométriquement  que  l'enveloppe 
cherchée  est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  M, 
et  pour  grand  axe  la  différence  2  a  —  r,.  Nous  renverrons 
pour  la  solution  et  la  discussion  de  ce  problème  au  Compte 
rendu  du  congrès  de  Paris  de  V Association  française  pour 
T avancement  des  sciences^  séance  du  23  août  1878. 

Au  congrès  de  Reims,  M.  Schoute  (de  La  Haye)  a  fait  voir 
(séance  du  14  août  1880),  que  si,  au  lieu  de  supposer  l'attrac- 
tion proportionnelle  à  l'inverse  du  carré  de  la  distance,  on  la 
suppose  proportionnelle  à  la  distance  elle-même,  auquel  cas 
la  trajectoire  est  une  ellipse  ayant  pour  centre  le  pointO  (§  59), 
l'enveloppe  des  ellipses  obtenues  en  faisant  varier  la  direction, 
et  non  la  grandeur,  de  la  vitesse  initiale  t;^,  est  une  ellipse 
ayant  le  point  0  pour  centre  et  le  point  M  pour  foyer. 

Nous  ajouterons,  pour  donner  un  nouvel  exemple  de 
courbes  de  sûreté,  que  si,  en  divers  points  d'une  paroi  verticale 
baignée  d'un  côté  par  un  liquide  pesant  à  niveau  constant  y  on 
ouvre  successivement  des  orifices  infiniment  petits j  qui  laissent 
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éduLpper  un  jet  pardkoUque^  Cenvdoppe  de  touteê  les  fM 7*a- 
hole$  décrites  dans  tm  mime  plan  vertical  est  une  droite  àh 
dinée  à  45*  sur  F  horizon.  (Voir  notre  Hydraulique^  2** 
édition,  Donod,  1880,  p.  105.) 

FBOBLÈHE  DÉ  lEPLER  (g  67). 

360.  M.  Eugène  Rouché  a  donné,  dans  le  XXXIX«  cahier  du 
Journal  de  V École  polytechnique ^  une  nouvelle  démonsf ration 
de  la  série  de  Lagrange  ;  il  en  a  fait  Tapplication  au  problème 
de  Kepler,  qui  consiste  à  exprimer  Tanomalie  moyenne  u  en 
ioociioa  du  temps  I,  les  variables  u  et  /  étant  liées  par  Té- 
quation 

•  —  c  sfam  =  Kf  -f  ce, 

n  étant  le  moyen  mouvement,  et  e  rexcentricité  relative. 
X.  Bouché  a  déienninè  tiès  élégamment  par  sa  méthode  h 
cooditioa  de  convergence  de  la  série  qui  exprime  la  valeur 
deii. 

On  peut  cons  aUer  sur  ce  sujet  VJUgèbre  supérieure  de 
M.  Serret,  3**  édition,  tome  l*',  pages  462  et  suivantes. 

SUR   ITŒ   XAMÈRE   DE    REXDRE    TAUTOCHRO.NE    UlfE    COCROE    rLA.>X. 

361  •  La  cycloîJe  représentée  par  Téquation  «*  =  Srz, 
est  la  seule  courbe  plane  tautochrone.  Mais  ceci  suppose qiie 
la  courbe  soit  parcourue  par  un  point  unique  pesant.  En 
substituant  au  i>oint  unique  un  solide  de  révolution  dont  le 
centre  de  gravité  parcoure  la  courbe  donnée,  et  qui  soil 
animé  d*un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe  de 
lijure,  supposé  noiinal  au  plan  vertical  qui  contient  la  courbe, 
on  pouira  Kyler  la  vitesse  angulaire  du  corps  de  telle  sorte, 
que  la  d  liée  de  Toscillation  soit  indépendante  de  Técart 
initial.  Ce^t  le  principe  d*une  solution  qui  a  été  donnée  an 
Omqi^s  de  Paris,  le  21  août  1878,  et  pour  laquelle  nous 
ivn\  errons  au  Compte  rendu  de  r Association  française  pour 
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l'avancement  des  scietices.  La  solution  s'étend  sans  diHiculté 
au  pendule  composé  (§  265). 

MOUVEMENT  d'uN  POINT  PESANT    SUR  Ulf  PARABOLOÏDE  DE  RÉVOLUTION 

A  AXE    VERTICAL    (g   208). 

362.  La  solution  donnée  dans  le|  208  ne  s'applique  qu'aux 

oscillations  assez  petites  pour  que  Ton  puisse  négliger^ 

devant  Tunité  au  numérateur  de  l'équation  (10),  page  530. 
Si  Ton  conserve  ce  lerme,  la  solution  ne  peut  plus  ètitî  expri- 
mée que  par  les  séries,  ou  par  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  donné,  dans  un  mémoire  lithographie  (Paris, 
1874),  le  développement  en  série  de  la  solution. Si  Ton  prend 
pour  variable  auxiliaire  Tangle  OCM  =  ç  (figure  i07),  angle 
qui  dans  la  solution  approximative  est  égal  à  2(k>^  et  qu'on 
pose,  pour  abréger  l'écriture, 


demi-somme  des  rayons  des  parallèles  extrêmes  atteints  dans 
'oscillation  du  point,  et 


'==■ 


dcmi-dirrércnce  de  ces  mêmes  rayons,on  aura 

H-  f^j^e  [(«'  -1  ^*r  P  -  6  a6  (a«  +  6«)«  sin  9 

+  6  a«6«  (a«  4-  6«)  T?  +  5  «in  î^)  —  îa»  6»  ^3  sin  ç,  + 1  sin  Zf\^  —  ... 

+  nîJ«^[(«*  -i-  i^'i*  f-iab{a*  +  h^)  sin  y  +  2««6«  (y  +  ^«in 2-,  )]  -  .... 
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MOUVEMENT  D'UN  POINT  PESANT 


Dans  cette  dernière  équation  ^  représente  un  angle  auxi- 
liaire lié  à  9  par  la  relation 


^^  *  ~  (a«  +  (f*)  —  2ab  cos  9* 


ces  deux  angles  9  et  4»  devant  s'annuler  en  semble. 

L'ordre  de  petitesse  de  chaque  terme  de  ces  séries  peut  (tre 
regardé  comme  égal  à  l'exposant  de  R  en  dénominateur;  les 
séries  sont  d'autant  plus  convergentes  que  R  est  plus  grand 
par  rapport  à  (a -H 6). 

Si  dans  ces  équations  on  fait  9=  ic,  la  première  donne  la 
durée  T  du  trajet  qui  amène  le  point  mobile  d*un  parallèle 
extrême  à  l'autre,  et  la  seconde  fait  connaître  l'angle  6  décrit 
sur  le  plan  horizontal  pendant  le  même  temps  parle  rayon 
vecteur  projeté  OM.  Si  l'on  suppose  encore  que  le  mouvement 
s'accomplisse  dans  l'ellipse  du  mouvement  simplifié»  il  faudra 
regarder  cette  ellipse  comme  mobile  dans  le  sens  positif  autour 
du  point  0,  et  animée  d'une  vitesse  angulaire  Û  constante  et 
égale  à 


®-? 


Arrêtons   rapproximaliou  aux  termes  du  second  ordre,  et 

nous  aurons 

On  reconnaîtra  ensuite  que  le 
mouvement  s'opère  bien  dans 
celte  ellipse  tournante,  à  ce  de^ré 
d'approximation,  en  rapportant  le 
mouvement  à  des  axes  OX",  OY' 
animés  autour  du  point  0  de 
la  vitesse  angulaire  Û;  si  Tod 
appelle  U   l'angle  azimulal  du  rayon  OC,  rapporté  à  Taxe 


Fii'    i02. 
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fixe  OX,  et  u  l'angle  azimutal  du  même  rayon  rapporté  à 
Taxe  mobile  OX",  on  aura 

i 

aux  termes  près  du  quatrième  ordre.  Donc  9  =  2i/',  équa- 
tion qui  définit  une  ellipse  rapportée  aux  axes  mobiles 
0X%  0Y^ 

Si  l'on  appelle  Z^  et  Ç^  les  angles  d'écart,  minimum  et  maxi- 
mum, de  la  normale  qui  suit  le  point  mobile  par  rapport  à  la 
verticale,  et  qu'on  substitue  les  angles  eux-mêmes  à  leurs 
tangentes  Irigonométriques,  on  aura  pour  la  durée  de  l'oscil- 
lation entière 


"=V?C+'^) 


et  pour  la  vitesse  angulaire  de  l'ellipse  tournante, 


û=ôÇoÇ 


i 


363.  Les  mômes  résultats  peuvent  s'étendre,  moyennant 
une  simple  modification  des  coefficients,  au  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  une  surface  de  révolution  quelconque,  tan- 
gente au  plan  horizontal  au  point  0.  On  pourra  représenter 
la  surface,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  termes  du 
quatrième  ordre  inclusivement,  par  l'équation 

en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  en  son 
sommet,  et  par  K  un  coefficient  numérique  constant;  et  les 
mêmes  calculs,  bornés  aux  termes  du  second  ordre,  mon- 
treront que   le  mouvement   s'accomplit  encore  dans   une 

UI.  —  HKC.  C0LL'G!{05.  39 


et  k  titfisae  angulaire  de  ortie  dlif^  flans  tefim  ItorinabL 
On  aura 


et 

1— il 


a  = 


r^^^y/h 


S  l'en  Mt  C^  ss  #,  la  fimière  %f  uiuRe  demie  la  taés  ds 
roadllalion  complète  da  pendule  simple  sur  la  comte  «en- 


1 

Ito  eifiiBfle«jpou*1efiende  o&Sss  ^laJMniola 

dmmela  durèede  rtaofflition  opwmJftte  dn  pendule  dradaire^ 
pour  un  écart  angulaire  (^  (2  IIS). 

Ponrla  cyetalii,  »:==:  ^^  Wcat  u  tmâml^égéL  k  ia/J 

On   voit  que  Û  n^esl   nul   qu'autant  que  K  =i  ^,  de  sorte 

que,  sur  la  surùce  engendrée  par  la  révolution  autour  de 
Taxe  des  z  de  la  couibe 

le  mouvement   d'un  point  pesant  s'effectuerait  daos  ane 
ellipse  sensiblement  fixe. 

Remarquons  l'analogie  de  ce  mouvement  angulaire  de 
l'ellipse  avec  le  déplacement  de$  apsides  des  orbites  plané- 
taires. 


an  LES  Fonces  cs'stautàkêes. 
964.  Nous  avons  montre  (g  191)  que  le  théorème  de  d'Alem- 
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bert  peut  s'appliquer  aux  systèmes  soumis  à  des  forces 
instantanées,  en  partant  de  l'équation  de  l'équilibre  dyna- 
mique ou  du  travail  virtuel 

«t  en  faisant  l'intégration  pendant  la  durée  6  de  l'action  des 
forces  instantanées  X,  Y,  Z.  Il  est  possible  de  démontrer  la 
même  proposition  directement,  sans  rien  emprunter  au  théo- 
rème de  d'Alembert  appliqué  aux  forces  finies,  ni  à  l'équation 
qui  exprime  l'équilibre  entre  les  forces  et  les  forces  d'inertie. 
Ck)nsidérons  d'abord  un  point  matériel  unique,  de  masse  m, 
sollicité  par  une  force  F,  constante  ou  variable,  qui  agit  sur 
ce  point  pendant  un  temps  0  très  court;  soient  v^  et  v  les 
vitesses  du  point  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  durée  0  ; 
nous  avons,  en  appliquant  le  théorème  des  quantités  de 
inouvement  projetées,  les  équations 

mo«  •—  rnv^c  =5    f     F»  dt^ 

les  indices  désignant  les  projections  des  vitesses  et  des  forces 
sur  trois  axes  coordonnés,  qu'on  peut  supposer  rectangu- 
hires. 

Ces  trois  équations  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
^  ;  on  peut  y  supposer  6  infiniment  petit,  et  F  infiniment  ' 
grand  ;  alors  les  seconds  membres  se  réduisent  aux  compo- 
santes P,,  Pp  P„  de  la  percussion  exercée  sur  le  point,  et  l'on 
a 

mr, —  mVtjo  =  P«, 

équations  qui  font  connaître  les  variations  subies  par  les 
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composantes  de  la  vitesse  v,  sans  altération  appréciable  de  la 
position  du  point. 

Ces  équations  montrent  qu'en  projection  sur  chaque  axe, 
la  percussion  P  est  la  différence  entre  les  quantités  de  mou- 
vement mv,  mr^,  qu'on  peut  assimiler  à  des  forces  instanta. 
nées,  de  sorte  qu't/  y  a  équilibre  entre  la  percussion  P  et  la 
quantité  de  mouvement  perdue j  résultante  des  quantités  de 
mouvement  mv^  et  mv. 

365.  Supposons  en  second  lieu  qu'un  système  matériel 
assujetti  à  des  liaisons  soit  soumis  à  des  forces  instantanées. 
On  pourra  appliquer  la  proposition  précédente  à  chaque  point 
matériel,  moy*  nnant  qu'on  supprime  les  liaisons  et  qu'on  les 
remplace  par  des  percussions  équivalentes. 

Soit  M  un  point  matériel  dU  système  ;  il  est  soumis  par 

hypothèse  à  une  percussion  /  Frf/, 
^     que  nous  pouvons  représenter  par 
une  droite  MA;  les  liaisons  aux- 
quelles le  point  est  soumis  équiva- 
lent à  des  forces  qu'on  peut  com- 
poser en  une  seule,  et  soit  /  Rrf/ 
la  percussion  résultante,  représen- 
tée sur  la  figure  par  la  droite  MB. 
Composons  MA  et  MB;  nous  oblicn- 
ilrons  en  MC  la  lésultante  des  for- 
ces qui  agissent  sur  le  point  M  supposé  libre;  et  en  vertu 
du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  si   Ton  prend  cette 
résultante  en  sens  contraire,  on  aura  en  MD  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  quantité  de   mouvement  Mu   perdue  par  le 
•  point  M.  Il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  du  sy*>tèmo, 
el  il  y  a  par  conséquent  équilibre  en  chuque  point  enire  les 
pen  ussions  qui  agissent  sur  ce  point,  les  percussions  qui 
tiennent  lieu  des  liaisons,  et  la  quantité  de  mouvement  per- 
due. Donc  enfin,  si  l'on   supprime  les  percussions  /  Hdt, 
mais   qu'on  rétablisse  les  liaisons  équivalentes,  i7  y  a  équi- 
libre, au  moyen  des  liaisons  y  entre  les  percussions  J  Fdt  d 
les  quantités  de  mouvement  perdues. 
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PROBLÈME  DES  TRAJECTOIRES  FERMÉES  (g  233). 

• 

566.  On  trouvera  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadémis 
des  sciences  de  nouvelles  recherches  sur  le  sujet  traité  par 
M.  J.  Bertrand  le  20  octobre  1873.  M.  Darboux  a  cherché  la 
loi  que  doit  suivre  une  force  centrale  pour  que  la  trajectoire 
soit  toujours  une  conique  (Comptes  rendus  d'avril  fet  de  mai 
1877);  il  a  étendu  le  problème  de  la  courbe  fermée  au  mou- 
vemenft  d'un  point  sur  une  surface  de  révolution  {Bulletin  de 
la  Société  mathématique^  tome  V,  mars  1877). 

M.  Bertrand  a  démontré  dans  les  C  omptes  rendus  du  9  avril 
1877,  que  de  la  première  loi  de  Kep  1er  seule  dérive  nécessai- 
rement la  loi  de  l'attraction 5  dirigée  vers  le  soleil^  pourvu 

quon  sache  à  priori  que  les  composantes  de  la  force  sont  des 
fonctions  des  coordonnées  de  la  planète  par  rapport  à  des 
axes  tracés  dans  son  plan  par  le  centre  du  soleil,  et  qu'elle  e 
sont  indépendantes  du  temps  et  des  vitesses. 

M.  Halphen,  dans  les  Comptes  rendus  du  30  avril  1877,  a 
donné  une  solution  analytique  du  problème  suivant  :  sachant 
que  les  planètes  décrivent  des  sections  coniques^  et  sans  rien 
supposer  de  plus,  trouver  Vexpression  des  composantes  de 
la  force  qui  les  sollicite^  exprimées  en  fonction  des  coordon- 
nées de  son  point  d'application. 

Dans  les  Comptes  rendus  da  9  juillet  1877, on  trouvera  une 
note  de  M.  J.  Boussinesq  sur  les  mouvements  quasi  circu- 
laires d'un  point  soumis  à  V attraction  d'un  centre  fixe. 

Ces  diverses  recherches  contribuent  à  mettre  en  évidence 
le  caractère  individuel  de  loi  newtoniennc.  Nous  établirons 
aussi  dans  notre  quatrième  volume  que  la  seule  loi  d'attrac- 
tion pour  laquelle  une  couche  sphérique  homogène  n'exerce 
aucune  action  sur  un  point  intérieur  est  la  loi  newtonienne 
(IV,  §  254). 


cil  n&OTTElKfT  DE  GUSSBIBIIT. 


SUR  LE  FROTTEMEIfT  DE  GLSISElfEIfT. 


567.  Le  coefGcîent  f  du  frottement  de  glissement  est 
regardé  dans  les  calculs  de  la  dynamique  comme  indépendant 
de  la  vitesse  relative  des  corps  glissants.  Ce  n'est  là  qu'une 
approiimafiou  plus  ou  moins  grossière,  et  les  études  expéri- 
mentales récentes  ont  montré  que  les  vitesses  ont,  au  contraire, 
une  influence  très  sensible  sur  le  rapport  du  frottement  à  la 
pression.  Coulomb  et  les  anciens  observateurs,  opérant  sur 
des  vitesses  très  petites,  ne  pouvaient  pas  s'en  apercevoir;  ils 
ont  seulement  constaté  la  réduction  que  subit  le  coefficient  du 
frottement,  dès  que  le  départ  du  corps  a  eu  lieu,  c'est-à-dire 
dès  que  le  glissement  s'est  effectivement  produit. 

Le»  grandes  vitesses  réalisées  dans  les  chemins  de  fer  ont 
permis  de  répéter  les  expériences  dans  des  conditions  plus 
variables,  et  alors  l'influence  de  la  vitesse  s'est  manifestée 
d'une  manière  bien  évidente.  Citons  les  expériences  de 
MM.  Bochet\  Sella',  Him%  Poirée\  Conti*,  etc.  La  machine 
à  essayer  les  huiles^  de  BfM.  Deprez  et  Napoli,  peut  servir  à 
mettre  en  évidence  cette  inducnce  de  la  vitesse  relative  sur 
rinlensilé  du  frottement.  On  en  trouvera  une  description  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  d'encouragement  pour  Vindustrie 
nationale^  juin  1878,  p.  289. 

La  loi  qui  lie  le  coefficient  /*  à  la  vitesse  n'est  pas  encore 
connue,  et  le  problème  qui  consisterait  à  la  déterminer  est  si 
complexe,  qu'on  peut  douler  qu'elle  le  soit  jamais  entière- 
ment. Le  frottement  dépend  de  la  déformation  mutuelle  des 
surfaces  frottantes,  et  par  conséquent  de  Télasticité  et  de  la 
raideur  des  corps  en  contact,  de  la  forme  des  parties  qui 

*  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences,  1857,  t.  IT,  p.Co6.  — Ibid,  1858, 
(.  r,  p,  802.  —  IbiJ-,  1800,  t.  II,  p.  974. 

^  SIémoirc  sur  la  résistance  qui  se  produit  quand  on  fait  glisser  un  corps  sar 
un  aulre.  Académie  des  sciences  de  Turin,  7  an*il  1864. 
''Bulletin  de  la  Société  industrielle  de  Mulhouse,  1856. 

*  Bulletin  de  la  Société  des  ingénieurs  civils  de  Paris,  1864,  p.  335. 

*  Conti,  Sul'  Altrito,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  dei  Linccu 
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tendent  à  se  pénétrar,  etc  ;  on  conçoit  qu'il  soit  moindre 
lorsque  la  déformation  mutuelle,  une  fois  acquise,  se  cen- 
8er?e,  que  si  elle  s*efiace  en  ua  point  pour  se  reproduire 
immédiatementen  un  autre  ;  par  exemple,  le  frottement  sera 
moindre  pour  une  couronne  métallique  circulaire,  qui  glisse 
le  long  d*une  pareille  couronne  fixe,  que  pour  une  bande 
rectiligae  de  mâme  surrace,  soumise  aux  mêmes  pressions,  et 
glissant  en  ligne  droite  sur  un  plan  indéfini,  dont  elle  com- 
primerait incessamment  des  régions  nouvelles. 

La  réduction  du  frottenaent  à  mesure  que  la  vitesse  relative 
augmente,  peut  s'expliquer  par  Tinfluence  de  l'inertie  :  toute 
déformation  exige  un  certain  temps  pour  se  produire  ;  si  donc 
le  passage  du  corps  glissant  est  très  rapide,  la  déformation 
du  support  fixe  peut  être  très  faible,  bien  que  la  pression 
mutuelle  ait  conser\'é  toute  sa  valeur. 

Dans  les  applications  aux  machines,  le  problème  se  com- 
plique encore  à  cause  de  la  présence  des  enduits  liquides 
qu'on  interpose  entre  les  parties  froltanles.  Les  lois  du  frotte- 
ment dans  les  liquides  s  ont  tout  autres  que  celles  du  frotte- 
ment entre  solides;  on  a  constaté  depuis  longtemps  que  le 
frottement  des  liquides  varie  avec  la  vitesse,  et  croit  très 
rapidement  quand  elle  augmente;  de  sorte  que,  suivant  qu'on 
considère  les  parties  frottantes  comme  liquides  ou  comme 
solides,  il  faudrait  appliquer  au  phénomène  des  lois  inverses. 
On  ne  sait  encore  rien  sur  le  partage  à  opérer  en  pareil  cas,  et 
l'usage  est  consacré  de  conserver  au  coefficient  f  une  valeur 
constante,  moyenne  des  observations  faites,  autant  que  pos- 
sible, dans  les  conditions  habituelles  de  vitesse  et  de  grais- 
sage. 

PROBLÈME.  Sm  LE  YViQfmMEOn. 

36&.  Un  train,  parcourant  un  chemin  de  fer  horizontal  avec 
une  vitesse  v  donnée,  se  compose  de  deux  parties  :  la  tête  a 
des  moyens  d'arrêt,  qui  consistent  dans  lenrayage  de  toutes 
les  roues;  la  queue  n'a  pas  de  moyens  d'arrêt,  et  ses  roues 


^^^hr    lies 


monEMEST  IiE  CLISSEVETT. 

Dintiiiuornnt  b  tourner  malgn^  l'enrayage  de  h  U|e.  Oi 
[  dt^muiidi.',  i-uiiiiaissanl  tes  poids  des  deux  partÏM,  ^otlti» 
aoun  le  Inm  dteOum  josqa'k  l'anCt,  et  qnelle  mh  Ii 
rteetion  meynM  dévBl^pte  pendant  ceparaeurst  hjnb- 
tîMi  des  deui  piriies. 

S(HaitPlepoîd8debLUte,Qlepoid8deh  f«eM;ikpiN 
cours  eOcctoé  jtuqu'i  l'anM  eomplet,  R  la  r6actioo  mhift 
à>  joneticn  des  poids  P  rt  Q,  /  le  coefficient  defitttiHÉ 
'^ilîcable  an  glissement  de  fisr  sur  fer. 

UibrceHseraiiDerésiBtaiiGepcHirlaqiirae  da  tnH.dlt 
éaction  —  B  sera  nne  Avce  monante  piHir  la  tMe.  Oi  mt 
■Jonc,  enajqpUqsBntletbéorèneâesrtMrcesviTCs  aaxitaifm- 
lies  prises  i  part. 


On  a,  en  ilïminant  A, 


^r 


rilsultal  conforme  à  celui  qu'on  a  tro 
fond  avec  lui  lorsqu'on  suppose  Q  =  i 
rayé  ;  c(,  en  éliminants, 


vég  179,  elquisecoii- 
,    ou  tout  le  train  «i- 


La  somme  P  +  Q  représente  le  poids  total  du  train.  Od™1 
que  lu  réaclîon  mutuelle  R  varie  avec  le  pro  duit  P  Q  de  dcui 
facteurs  dont  la  somme  est  constante,  et  qu'elle  est  maiimum 
lorsque  P  =0,  ou  lorsque  le  poids  de  la  tôte  est  égal  aupoids 
de  la  queue.  C'est  dans  ces  conditions  d'égalité  quet'cnrayagt 
de  la  tûle  entraîne  le  plus  grand  effort  sur  la  queue. 

Si  au  lieu  d'enrayer  la  lèle,  ooeniayaitlaqueue,  en  laissant 
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la  tôle  libre,  refïorl  R  changerait  de  signe,  mais  la  formule 
qui  donne  R  resterait  la  même,  et  R  serait  encore  maximum 
en  valeur  absolue  lorsque  les  poids  Pet  Q  seraient  égaux.  Mais 
alors  la  résistance  développée  à  la  jonction  des  deux  parties 
représenterait  une  traction  sur  les  barres  d'attelage  :  Tégalité 
des  parties  P  et  Q  est  par  conséquent  la  condition  qui  expose 
le  plus  les  barres  d'attelage  à  la  rupture  dans  le  cas  d'un  en- 
rayage subit  delà  queue. 

Remarquons  que  le  coefficient  /",  dans  le  cas  d'une  roue 
enrayée  qui  glisse  sur  un  rail,  diminue  si  la  roue  est  complé-« 
t^ment  immobile,  parce  que  le  frottement  produit  un  polissage, 
au  point  de  contact  du  rail  et  de  la  roue.  Si^  au  contraire,  on 
laisse  la  roue  tourner  lentement,  elle  renouvelle  à  chaque  in- 
stant son  point  de  contact,  et  le  glissement  s'opère  constamment 
dans  les  conditions  du  frottement  le  plus  énergique.  De  là  la 
règle  suivie  dans  Texploitation  des  chemins  de  fer,  de  ne  pas 
serrer  les  freins  à  bloc,  pour  conserver  à  la  roue  une  certaine 
mobilité.  La  distance  parcourue  jusqu'à  Tarrét  diminue  un 
peu  dans  ces  conditions. 

SUR  LES    FORCES  INTÉRIEURES   ET    LES  FORCES  EXTÉRIEURES. 

369.  La  distinction  établie  entre  les  forces  intérieures  et 
les  forces  extérieures  est  très  nette,  et  nous  n'aurions  rien  à 
y  ajouter,  si  certaines  observations  ne  paraissaient  parfois  lui 
donner  un  démenti,  en  montrant  l'influence  que  peuvent  avoir 
les  actions  intérieures  pour  produire  des  mouvempnts  d'en, 
semble  d'un  système.  En  réalité,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  exclusivement  réglé  par  les  forces  extérieures, 
transportées  en  ce  point  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  sorte 
que  les  forces  intérieures,  toujours  mutuelles,  sont  impuis- 
santes à  le  modifier.  Si  donc  des  forces  intérieures  semblent 
modifier  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  on  peut  être  cer- 
tain que  c'est  là  un  effet  indirect,  et  que  les  forces  extérieures 
ont  été  mises  enjeu. 


eig  FORGES  IMTËRIfiUlUBS 

Par  exemple,  une  personne,  montée  sur  une  échelle  de  biblio- 
thèque,  c*est-à-dire  sur  une  échelle  à  roulettes,  portant  en 
haut  et  en  bas  sur  des  raik  fixés  au  plancher  ^  à  la  muraille, 
peut,  sans  toucher  aucun  point  extérieur,  £aire  avancer  Té- 
chelle  au  moyen  de  secousses  répétées  :  il  semble  q«e  les  ac- 
tions développées  dans  ces  secousses  s(Hent  intérieures  et  mu- 
tuelles ;  mais  il  y  a  d'autres  forces  extérieures  qui  intervien- 
nent pour  produire  le  mouvement  observé^  ce  sont  la  pesan- 
teur et  les  réactions  des  support»  de  réchelle,^prafondément 
modifiées  à  chaque  saut  de  la  personne  placée  desaas. 

Un  enfant,  debout  sur  la  planche  d'une  esearpolrtte,  par- 
vient par  des  mouvements  du  corps  à  accroître  gradndlement 
l'amplitude  des  oscillations  de  l'appareil  ;  il  ne  dérdoppe  à 
la  vérité  que  des  forces  intérieures,  mais^  la  peaaalevr,  force 
extérieure,  agit  sur  lui,  et  l'accroissement  d'amplitude  de  Tos. 
cillation  résulte  immédiatement  des  changemeois  de  position 
du  centre  de  gravité  général.  En  même  temps>»  des  modifica- 
tions correspondantes  s'opèrent  aux  poiiita  d'attaehe  des 
cordes  à  l'axe  delà  rotation. 

Un  bateau  de  rivière,  à  fond  plat,  terminé  aux  deux  bouts 
par  une  paroi  inclinée,  est  fixé  au  rivage  par  le  simple  frotte- 
ment de  sa  paroi  terminale  qui  s'engage  dans  le  sable  ou  dans 
les  herbes  au  bord  du  cours  d'eau.  Pour  dégager  le  bateau,  et 
lui  rendre  sa  mobilité,  le  batelier  peut  entrer  dedans,  et  saisir 
une  chaîne  attachée  à  rextrémilé  portante  ;  il  exerce  sur  cette 
chaîne  unetraction  en  sautant  légèrement. Cette  traction  suffit 
poursoulever  la  partie  portante  ;  aussitôt  le  courant  entraine 
le  bateau  y  passé  à  l'état  de  corps  flottant.  Ici  on  ne  développe 
que  des  actions  intérieures,  mais  ce  sont  les  forces  extérieures, 
savoir  la  pesanteur  et  les  actions  dynamiques  des  filets  liqui* 
des,  qui  produisent  le  mouvement  obôcrvé  ^ 


^  Dans  tous  ces  exemples,  on  trouve  toujours  la  pesanteur  comme  force  ei* 
térieure;  il  en  est  ainsi  dans  tous  les  mouvements  obserrùs  à  U  surùice  de  la 
terre.  Nous  pouvons  ajouter,  suivant  une  remarque  due  à  M.  Marcel  Deprex, 
que  la  pesanteur  est  la  seule  force  gui  traverse  tout.  Elle  s'exerce,  en  effet,  ea 
dépit  de  tous  les  obstacles,  tandis  que  les  autres  agents  pb)'sique8,  chaleur,  lu- 
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On  a  remarqué  que  le  recul  d'un  canon  est  moindre  quand 
on  interpose  des  ressorts  entre  les  tourillons  de  la  pièce  et 
Taifût  :  ils  amortissent  en  partie  la  violence  du  coup,  et  aug- 
mentent la  durée  de  la  transmission  de  la  poussée  exercée 
par  la  pièce  sur  Taffût.  Cette  augmentation  de  durée  modifie 
les  réactions  du  sol,  qui  ont  plus  de  temps  pour  se  développer 
et  pour  acquérir  les  limites  de  leurs  valeurs.  En  d'autres 
termes,  le  frottement  du  sol  augmente,  et  Tespace  parcouru 
dans  le  recul  devient  plus  petit.  Un  changement  des  actions 
intérieures  produit  en  définitive  une  modification  des  actions 
extérieures  et  du  mouvement  général. 

L'opération  du  serrage  des  freins,  dans  un  train  de  che- 
min de  fer,  ne  développe,  à  proprement  parler,  que  des 
forces  intérieures;  mais  elle  suffit  pour  substituer  le  glisse- 
ment au  roulement  des  roues  sur  le  rail,  et  pour  produire 
un  accroissement  des  résistances  extérieures  qui  ralentissent 
progressivement  le  train. 

370.  Remarque.  Le  théorème  des  forces  vives  peut  être 
appliqué  au  mouvement  du  centre  de  gravité,  considéré 
comme  un  point  de  masse  égale  à  la  masse  totale  du  système 
mobile,  sollicité  par  les  tnrcesextérieuies  seules.  Dans  l'équa- 
tion qui  traduira  ce  théorème,  le  travail  des  forces  intérieures 
sera  donc  éliminé.  Si  u  et  u^  sont  les  vitesses  absolues  du 
centre  de  gravité  dans  deux  positions,  que  M  soit  la  masse 
totale,  X,  Y,  Z  les  composantes,  parallèles  à  trois  axes 
rectangulaires,  de  la  résultante  de  translation^  et  dx^  dy^  dz 
les  projections  sur  les  mêmes  axes  du  déplacement  du  centre 
de  gi*avité,  on  aura 


i  Mi^-Î  !!«••=  J'(Xifci-^Yrfy  + 


SW»), 


l'intégrale  étant  prise  entre  les  positions  correspondantes  aux 
vitesses  u  et  u^. 

miëre,  électricité,  pression  des  fluides ,  sont  limités  dans  leur  action  par  uuo 
foule  de  circonstances  particulières. 


CÎO  THEORIE  DU  BOOMARARG. 


I 


SOMMAIRE   DU   MOUTEMEKT  DU  B001IARA!?G. 

371.  Certaines  peuplades  font  usage  d'une  arme  appelée 
boomarang^  qui  n'est  autre  chose  qu*un  bâton  courbé  en 
forme  d*arc  parabolique,  aplati  dans  le  plan  moyen  de  la 
figure,  de 'manière  à  présenter  normalement  à  ce  plan  une 

fai  ble  épaisseur. 
Pour  lancer  ce  pro- 
jectile, on  l'incline 
par  rapport  à  T  ho- 
rizon, et  on  lui 
communique  à  la 
main  dans  son  plan 
un  double  mouYe- 
„.   ^^  ment,  savoir,  une 

translation,  et  une 
rotation  autour  de  son  centre  de  gravité.  Le  boomarang 
s'échappe,  et,  en  général,  on  le  voit  décrire  dans  Tair,  en 
tournant  sur  lui-môme,  une  parabole  qui  reste  sensiblement 
dans  le  plan  incliné  de  l 'appareil  au  départ.  Nous  nous  pro- 
posons de  chercher  à  expliquer  ce  mouvement  par  le  jeu  des 
forces  appliquées  au  système  mobile. 

Le  boomarang  peut  être  regardé  comme  symétrique  par 
rapport  à  son  plan  moyen.  11  en  résulte  que  son  ellipsoïde 
central  d'inertie  a  ce  plan  pour  plan  principal  ;  la  perpendicu- 
laire au  plan  moyen  élevée  au  centre  de  gravité  est  donc  uo 
axe  principal,  c'est  à-dire  un  axe  naturel  de  rotation,  aulo.ir 
duquel  la  rotation,  une  fois  co:nmencée,  peut  se  prolonger  iu 
définiment,  si  des  forces  n'interviennent  pas  pour  la  moditier. 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  boomarang  sont  la  pesanteur 
cl  la  résistance  de  Tair.  Nous  les  décomposerons  chacune  en 
deux  comp;)sanles,  l'une  normale  au  plan  de  l'appareil,* 
I  autre  située  dans  ce  plan. 

Pour  la  pesanteur,  nous  obtenons  une  composante  N,  nor- 
male au  plan,  cl  une  autre  conuposante  0  dirigée  de  haut  en 
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bas,  le  long  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Toutes 
deux  sont  appliquées  au  centre  de  gravité  G. 

La  résistance  de  Tair  donne  aussi  deux  séries  de  compo- 
santes; les  unes,  appliquées  dans  le  plan,  sont  dues  aux 
actions  développées  sur  la  tranche  du  projectile  qui  tourne 
a^ec  rapidité  dans  son  plan  moyen  ;  elles  sont  en  général 
très  faibles,  à  cause  de  la  petitesse  de  Tépaisseur;  comme  le 
mouvement  giratoire  est  très  rapide  par  rapport  à  la  transla- 
tion, les  résistances  de  Tair  sont  sensiblement  les  mêmes  que 
si  le  bâton  tournait  autour  de  son  centre  de  gravité  supposé 
fixe  ;  il  en  résulte  que  les  actions  développées  sont  à  peu  près 
égaies  et  contraires  deux  à  deux,  et  qu'elles  se  détruisent  en 
projecfion  sur  un  axe  quelconque;  transportées  au  centre 
de  gravité,  elles  s'y  feront  équilibre.  Au  contraire,  leurs 
moments,  qui  sont  de  même  signe,  s'ajoutent  pour  donner 
un  couple  situé  dans  le  plan  de  l'instrument  et  dirigé  en 
sens  contraire  de  sa  rotation  effective. 

Les  autres  composantes  de  la  résistance  de  l'air  sont  nor- 
males au  plan  de  l'instrument,  c'est-à-dire  parallèles  à  la 
force  N.  Elles  correspondent  à  un  mouvement  de  dérive  du 
boomarang  sous  l'action  de  celte  force  N;  la  largeur  de  l'appa- 
reil dans  son  plan  moyen  tend  à  réduire  ce  mouvement  de 
dérive,  c'esl-à-dire  ce  déplacement  du  plan  parallèlement  à  lui- 
même;  la  résultante  des  actions  normales  de  l'air  fait,  dans 
tous  les  cas,  équilibre  à  la  force  N  ;  elle  passe  d'ailleurs  par 
le  centre  de  gravité,  et  n'a  pas  de  moment  par  rapport  à 
l'axe  de  roi  a  lion. 

En  définitive,  toutes  les  forces  ont  un  moment  nul  par 
rapport  à  cet  axe,  sauf  les  actions  de  l'air  sur  la  tranche  du 
projectile,  actions  qui  se  composent  en  un  couple  normal  à 
cet  axe,  de  sorte  que  l'axe  de  rotation  conservera  son  parallé- 
lisme pendant  tout  le  mouvement;  l'effet  de  ce  couple  est 
une  simple  réduction  graduelle  de  la  vitesse  angulaire. 

La  force  N  étant  équilibrée  par  la  résistance  de  l'air  dcve- 
b»ppée  dans  le  sens  normal,  il  reste  pour  régler  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  la  composante  Q,  agissant  suivant  la 


8»  nfiOaiE  M  MMâBAlG. 

ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  indiaé.  Le  centre  de 
gravité  décrira  donc  nne  parabole  dans  le  plan  même  de  la 
figure,  pendant  que  la  force  N  produit  un  dé[daceraent  noî- 
(orine  de  ce  plan  parallèlement  à  lui-mèaie.  Gomme  cas 
particulier,  le  projectile  pourra  monter  en  ligne  droite 
suivant  la  ligne  de  plas  grande  pente,  puis  redescendre 
suivant  la  même  ligne,  de  môme  qu'un  corps  pesant,  lancé 
de  bas  en  haut,  monte  et  redescend  suivant  la  verticale. 

Le  mouvementgiratoireadonc  pour  résultai  la  conservation 
du  parallélisme  du  plan  moyen  du  projectile,  et  permet 
d'effectuer  le  tir  dans  un  plan  oblique  à  rheriaon.  Si  «  est 
l'angle  de  ce  plan  avec  l'horiion,  g  sia  a  sera  la  eomposanle  de 
la  pesanteur;  soit  V  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité,  et 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'horisontale  du  plan  :  ïampKhÊée  iu 

jet  sera  — ■. —  sin  2b,  au  lieu  de  —  sin  2p,  formule  du  tir 
'  ysm«  '^  g 

dans  le  plan  vertical  (g  18)  ;  «die  augmente  donc  dans  le  rap- 
port de  sin  a  à  l'unité.  La  vitesse  du  déplacement  ém  plan 
est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'autre  composante 
gcosa;  mais  on  peut  Tatténuer  autant  qu'on  le  irent,  en  don- 
nant à  l'appareil  assez  de  largeur. 

En  réalité,  la  trajectoire  est  influencée  par  la  résistance  de 
Tair,  qui  réduit  l<^gèiement  Famplitude  du  jet,  dans  le  tir 
oblique  comme  dans  le  tir  vertical. 

On  obtiendrait  des  résultats  analogues  en  lançant  des  disques 
plats,  auxquels  on  aurait  communiqué  au  départ  un  rapide 
mouvement  giratoire  autour  de  leur  axe  de  figure. 

372.  Un  solide  de  révolution,  animé  d'une  vitesse  de  rota- 
tion très  considérable  autour  de  son  axe  de  figure,  qui  est 
pour  lui  un  axe  naturel,  tourne  indéfiniment  autour  de  cet 
axe,  qui  conserve  un  parallélisme  constant  dans  l'espace, 
pourvu  qu'aucune  force  n'intervienne.  11  en  est  ainsi  lorsque 
la  toupie  a  son  axe  vertical  ;  car  alors  la  pesanteur  et  la  réac- 
tion du  sol  où  elle  repose  n'ont  pas  d'influence  sur  l'orienta- 
tion que  prend  Taxe,  et  ne  tendent  pas  à  Tincliner. 

On  s'est  servi  de  celte  propriété  pour  obtenir  à  bord  des 
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bâtiinenfs  une  yerticale  fixe,  à  laqudle  on  puisse  rapporter  les 
mouvements  angulaires  du  roulis  et  du  tangage.  LÀ  toupie, 
lancée  de  manière  que  son  axe  soit  vertical,  demeurera  ver- 
ticale pendant  un  certain  temps,  malgré  les  oscillations  du 
bâtiment.  U  suffit  donc  pendant  ce  temps  d'observer  les 
angles  que  décrivent  par  rapport  à  Taxe  de  la  toupie  deux 
droites  entraînées  par  le  bâtiment,  pour  déterminer  les  limites 
de  rinclinaison  qu'il  prend  dans  ses  mouvements  oscillatoires. 


PEKDULB   GlROSCOnQUE    DE   M.    GRUET. 

573.  On  trouvera  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie 
de«irct«ice«  du  17  février  1879  la  description  d*un  appareil 
qui  n'est  autre  que  la  combinaison  du  giro^cope  de  Foucault 
avec  la  pendule  conique  :  ce  système  est  dû  à  M.  Gmey. 

Une  tige,  reliée  en  0  à  une  suspension  de  Cardan,  porte  à 
sa  partie  inférieure  un  giroscope. 
On  communique  au  giroscope 
une  vitesse  angulaire  «>  autour  de 
son  axe  de  figure,  après  avoir 
écarté  la  tige  ab  de  la  verlirale 
d'un  angle  de  30"^  environ.  Si  alors 
on  abandonne  la  tige,  on  voit  Tcx- 
trémité  c  décrire  une  ligne  sphé- 
rique,  brisée,  régulière,  étoilée 
autour  de  la  verticale  du  point  0. 
Le  phénomène  est  d'autant  plus 
sensible  que  la  vitesse  angulaiieo) 
est  plus  grande.  Pour  les  petites 
valeurs  de  en,  la  tige  passe  à  peu 
près  par  la  verticale  du  point  0  à 
chaque  oscillation,  et  le  plan 
d'oscillation  tourne  autour  de 
cette  droite  dans  le  sens  de  la 
rotation    de  la    terre,     comme  ^'     ' 

dans    Texpérience    de    Foucault  sur    le  pendule  simple. 


eei  .  CHOC  DES  corps. 

La  rotation  rapide  du  giroscope  dëYeloppe  une  tendance  de 
Taxe  6c  à  conserver  son  parallélisme  ;  la  pesanteur  tend  au 
contraire  à  altérer  le  parallélisme  de  la  tige  abc.  Le  phéno- 
mène observé  résulte  du  conflit  de  ces  deux  tendances 
contradictoires:  Toscillation  simple  se  fait  en  déflnitive  sui- 
vant une  route  qui  exige  une  moindre  déviation  angulaire  delà 
tige  abc^  que  si  elle  s*opérait  dans  un  plan  pass  ant  par  la  ver- 
ticale du  point  0. 

SUR  LE   CHOC   DES  CORPS  (g  34S    ct  349). 

374.  Nous  ne  nous  sommes  occupés  que  du  choc  direct  de 
.deux  corps  sphëriques.  Les  mêmes  principes  qui  nous  ont  servi 
peuvent  s'étendre  au  cas  général  ;  mais  le  problème  devient 
beaucoup  plus  compliqué.  Nous  renverrons  pour  Tctude  de  celle 
question  à  un  mémoire  de  M.  Darboux  qui  résume  ce  que  1*00 
sait  sur  ce  sujet,  et  qui  fait  connaître  des  résultats  nouveaux 
{Bulletin  des  sciences  mathématiques ^  2'  série,  tome  IV,  1880). 
H.  Maicel  Deprez  a  donné  au  Congrès  de  Nantes,  en  1875, 
une  construction  graphique  pour  trouver  les  vitesses  et  les 
directions  du  mouvement  après  le  choc  de  deux  corps  spbé- 
riques  se  rencontrant  obliquement. 

Soient  A  cl  B  deux  corps  sphériques  que  nous  pouvons  ré- 
duire par  la  pensée  à  leurs  centres  de    gravité;  supposons 

qu*un  instant  a\ant  le 
choc  ils  occupent  les  po- 
sitions A  et  B  ;  ils  se  ren- 
contrent en  C  au  bout  de 
cet  instant,  et  par  con- 
séquent leurs  vitesses  si- 
\  mullanécs  sonlrepiésen- 

."^^  tccs  par  les   droites  AC, 

û  BC.  Soit  G  le  Cintre  de 

gravité  de  leur  eiiseiu- 
Lle;  GG  sera  la  vitesse  du  point  G.  Or  celte  vitesse  n'est  pas 
cl  an^TC  par  le  choc,  qui  ne  développe  que  des  forces  intéiieu- 
rcs.  L'instant  suivant,  le  centre  de  gravité  se  trouvera  donc  en 


f^. 
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G',  sur  le  prolongement  de  GC,  et  à  une  dislance  G'C  du  point  C 
é  ,'ale  à  GC.  Si  les  corps  sont  parfaitement  mous,  le  choc  est 
.  te'miné  dès  que  les  vilesses  sont  devenues  les  mêmes, et  par 
suite  les  deux  corps  parcourront  ensemble  après  le  choc  la 
droite  CGS  qui  sera  leur  vitesse  commune.  Si  les  corps  sont 
parfaitement  élastiques,  chacun  gagnera  ou  perdra,  dans  la 
seconde  phase  du  choc,  la  même  vitesse  qu'il  aura  gagnée  ou 
perdue  dans  la  première.  Or  si  le  choc  n^avait  pas  eu  lieu,  le 
corps  A  serait  parvenu  dans  le  second  intervalle  de  temps  au 
point  A',  et  le  corps  B  au  point  B'  ;  comme  au  bout  de  la  pre- 
mière période,  ils  ont  tous  deux  la  vitesse  CG',  ils  ont  gagné, 
le  premier  la  vitesse  A'G',  le  second  la  vitesse  B'G'.  La  seconde 
période  leur  fait  encore  gagner  les  mêmes  vitesses  ;  il  sufGra 
donc  de  prendrai  G'B"  =  G'B',  et  G'A'  =  G'A',  pour  avoir  les 
positions  A''  et  B^occupées  par  les  deux  corps  après  le  choc.  En 
d'autres  termes  la  droite  B'A',  égale  et  parallèle  à  AB,  est 
retournée  sur  elle-même  en  A'^B'  autour  du  point  G',  et  les 
droites  CA",  CB"  représentent  les  vilesses  finales  des  points  A 
cl  B.  Le  choc  fait  brusquement  succéder  la  vitesse  CA"  à  la 
vitesse  AC,  et  la  vitesse  CB"  à  la  vitesse  BC. 

La  figure  montre  que  la  force  vive  n'est  pas  altérée  ;  en 
crfet,  si  m  et  m'  désignent  les  masses  des  points  A  et  B,  la 
force  vive  avant  le  choc  est  la  somme 

m  xÂC*  +  m' XCB*  =  (m  + m')  xCG'  +  m' X  GB"  +  m  X  ÂG*, 

Cl  après  le  choc  elle  devient 

Or  les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités  sont  identiques, 
puisqu'on  a  CG'  =  CG,  G'B"  =  G'B'  =  GB,  A^G  =  A'G'=  AG  ; 
les  premiers  membres  sont  donc  égaux,  et  le  théorème  est 
démontré. 

EFFETS  DES  CHOCS.  —  EXPÉRIENCE   DE   M.    MARET. 

375.  M.  Marey  a  communiqué  au  congrès  de  Lille,  en  1874, 
Texpérience  suivante,  qu'il  avait  déjà  donnée  en  1868  dans 

m.  -^  ll£c.  CCLUG505.  40 
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ses  Recherches   sur    le  mouveïnent  dans   les  fondions   de 
la  vie. 

Un  fléau  de  balance  porle  à  Tune  de  ses  extrémités  un  poids 
déterminé,  100  grammes  par  exemple  ;  à  l'autre  extrémité  on 
attache  un  poids  beaucoup  plus  petit,  de  10  grammes,  par 
Tintermédiaire  d*un  fil  doué  d'une  élasticité  plus  ou  moins 
grande.  Dans  l'état  initial  de  repos  des  deux  poids,  le  plus 
grand  tend  à  enlever  le  plus  petit,  et  le  fléau  de  la  balance 
s'inclinerait  du  côté  où  agit  le  plus  grand,  si  ce  mouvement 
n'était  pas  empêché  dans  ce  sens  par  un  obstacle  particulier. 
Le  fléau  nste  donc  appuyé  sur  cet  obstacle,  et  ne  peut  s'in- 
cliner que  du  côté  du  petit  poids. 

Cela  étant,  on  soulève  le  petit  poids  verticalement  jusqu'à 
une  certaine  hauteur,  d'où  on  le  laisse  retomber;  le  fil  se 
tend  sous  le  choc  du  poids,  et  l'on  observe,  que,  dans  les  condi- 
tions où  l'expérience  est  faite,  si  le  fil  est  piesqne  inexten- 
sible, le  fléau  de  la  balance  reste  immobile,  tandis  que,  si  le 
fil  est  élastique  et  s'allonge  sensiblement,  le  fléau  s'incline 
comme  si  le  poids  de  10  grammes  enlevait  un  poids  dix  fois 
plus  grand. 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  fil  soit  sans  masse,  et 
doue  d'élaslicitc. 

Désignons  par  T  la  tension  développée  dans  le  fil  a  un  cer- 
tain instant;  elle  est  liée  à  rallongement  correspondant  x  par 
réqualion 

^-  T' 

où  L  représente  la  longueur  du  fil  à  l'état  naturel, O  sa  section, 
et  E  son  coefficient  d'élasticité  (§  546).  Soit  h  la  hauteur  d'où 
on  laisse  retomber  le  plus  petit  poids  p;  le  fil,  supposé  sans 
masse,  s'allongera  d'une  quantité  /  jusqu'à  ce  q^iie  le  travail  de 
la  tension  Tait  détruit  le  travail  de  la  pesanteur,  lequel  est 
mesuré  par  le  produit  j9  x  (A -I- /)  ;  l'allongement  total  sera 
donc  donné  par  l'équation 
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équation  du  second  degré,  dont  la  racine  positive  fait  con- 
naître /,  et  par  suite  la  tension  T  correspondante.  On  a 


I^  /LV      *2Lr^ 

■"  EQ  "*"  V  E*û«  "*"  EQ  • 

et  par  conséquent 


ce  qui  montre  qu'on  peut  toujours  prendre  h  assez  grand 
pour  que  T  surpasse  le  grand  poids  P. 

Plus  le  ûl  aura  de  raideur,  et  plus  T  sera  grand.  Il  semble 
donc  qu'un  fil  inextensible,  pour  lequel  E  aurait  une  très 
gronde  valeur,  devrait  faire  basculer  le  fléau  en  le  détachant 
de  son  appui,  de  préférence  au  fil  très  élastique,  pour  lequel 
E  a  une  valeur  moindre.  Or,  c'est  le  contraire  que  Ton 
observe. 

On  explique  facilement  cette  anomalie  apparente,  en  remar- 
quant que,  dans  le  cas  d'un  fil  inextensible,  il  y  a  pro- 
duction d'un  choc;  la  masse  du  fil  intervient  alors  nécessaire- 
ment, et  il  se  développe  une  tension  très  énergique  dans  les 
parties  du  fil  les  plus  voisines  de  l'attache  du  poids;  mais  ce 
phénomène  ne  dure  qu'un  temps  très  court,  pendant  lequel 
il  n'y  a  pas  de  déplacement  appréciable  des  parties  choquées. 
Le  poids  p  perd  subitement  sa  vitesse,  et  n'exerce  plus  ensuite 
qu'une  tension  égale  à  p.  La  force  vive  en  apparence  anéantie 
s'est  transformée  en  ébranlements  des  supports  et  en  cha- 
leur :  quant  au  poids  P,  il  reste  immobile.  Si  l'on  augmente 
II,  on  pourra  casser  le  fil  avant  de  produire  le  déplacement 
du  poids  P. 

Au  contraire,  si  le  fil  est  très  élastique,  ou  si  E  a  une 
médiocre  valeur,  il  n*y  pas  choc  à  proprement  parler.  La 
déformation  s'opère  dans  un  temps  fini,  et  la  tension  T,  gra- 
duellement croissante,  est  transmise  au  fléau,  qu'elle  ne  tarde 
pas  à  faire  basculer,  quand  elle  a  acquis  une  intensité  supé- 
rieure à  P. 
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Cette  expérience  a  conduit  M.  Harey  h  conclure  que  <x  le 
c  ressort  («lastique  placé  entre  une  voilure  et  le  trait  qui  lui 
c  transmet  la  force  du  moteur,  doit  produire  une  meilleure 
c  utilisation  des  forces  intermittentes  appliquées  à  le  di- 
c  placer.  »  Ce  ressort  supprime  pour  ainsi  dire  les  chocs,  et  y 
substitue  des  actions  continues,  au  grand  avantage  du  travail 
produit  et  du  moteur  employé  à  le  produire. 

376.  La  même  expérience  montre  quelle  influence  a  la 
durée  sur  la  production  des  phénomènes.  Suivant  que  Taction 
du  poids  p  sur  le  fil  est  instantanée  ou  répartie  sur  une  durée 
suffisamment  longue,  on  observe  des  résultats  différents. 
Un  grand  nombre  de  phénomènes  donnent  lieu  à  la  même 
remarque.  Nous  citerons  les  suivants  : 

1*  Un  patineur,  lancé  à  grande  vitesse  sur  la  glace,  peut 
franchir  sans  accident  des  régions  où  la  glace  a  une  faible 
épaisseur  ;  elle  se  romprait  s'il  s'y  arrêtait  pendant  un 
temps  appréciable.  La  pression  exercée  sur  la  glace  est  ce- 
pendant la  même,  si  le  mouvement  du  patineur  est  suppose 
rectiligne;  mais  il  faut  du  temps  pour  opérer  la  déformation 
qui  précède  et  prépare  la  rupture;  dans  le  cas  du  passage 
rapide,  Tinertie  de  la  glace  s'oppose  à  une  rupture  instanta- 
née. 

2*"  Un  boulet  qui,  animé  d'une  grande  vitesse,  i^enconlre 
une  barre  de  fer,  la  coupe  net,  en  enlevant  un  tronçon  égal  à 
son  propre  diamètre,  sans  déformer  les  parties  voisines;  le 
môme  boulet,  à  vitesse  plus  faible,  coupe  la  barre  en  la 
déformant,  ou  la  courbe  simplement,  et  Teffet  produit  se 
répartit  sur  une  longueur  beaucoup  plus  grande.  Cette  variété 
d'effets  s'observe  quand  un  même  boulet  rencontre  sous  un 
petit  angle  une  grille  formée  de  barreaux  équidistants;  le 
premier  barreau  touché  est  coupé  net  sans  déviation  des 
parties  restantes  ;  le  second,  atteint  par  le  boulet  déjà  ra- 
lenti, est  un  peu  déformé;  le  troisième  l'est  davantage,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  barreau  louché,  qui  subit  une 
déviation  sans  se  rompre. 

De  môme  une  balle  morte  brise  un  carreau  de  vitre;  une 


NOilENTS  D*INERTIE:.  029 

balle  animée  d'une  grande  vitesse  le  perce  en  enlevant  le 
morceau  qui  fait  obstacle  à  son  passage. 

C'est  sur  ces  observations  que  repose  le  lir  à  ricochets^ 
dans  lequel  on  emploie  des  boulets  lancés  à  faible  vitesse, 
et  ricochant  plusieurs  fois  sur  le  sol  avant  d'atteindre  le 
but,  pour  mettre  hors  de  service  l'artillerie  d'une  place 
assiégée. 


SUR  LES  MOMEirrs  d'dœrtie. 


377.  La  théorie  des  moments  d'inertie  peut  être  et  a  été  gé- 
néralisée de  diverses  manières.  Nous  nous'  sommes  occupés 
principalement  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  des 
droites  ;  mais  on  peut  aussi,  comme  nous  l'avons  du  reste 
fait  incidemment,  considérer  les  moments  d*inertie  par  rap- 
port à  des  plans.  Dans  ce  cas,  rien  n'empêche  de  substituer 
aux  distances  normales  qui  entrent  dans  la  somme  2  tnr  *, 
des  distances  obliques  comptées  parallèlement  à  une  direction 
fixe  :  on  obtient  ainsi  le  moment  d'inertie  oblique  du  système 
de  points  par  rapport  au  plan  considéré.  A  un  autre  point  de 
vue,  on  peut  étudier  les  sommes  S  mr'^  dans  lesquelles  les 
distances  r,  normales  ou  obliques,  sont  élevées  à  la  puis- 
sance de  degré  p,  et  dans  cet  ordre  d'idées,  les  moments 
d'inertie,  pour  lesquels  p  =  2,  pourront  être  définis  les  mo- 
ments du  second  ordre. 

Nous  renverrons  pour  l'étude  des  moments  d'inertie  obli- 
ques à  un  mémoire  de  M.  Giuseppe  lung,  professeur  à  l'Institut 
technique  supérieur  de  Milan  intitulé  :  «  Sui  momenti  obliqui 
di  un  sistema  di  punli  e  suW  imaginàres  Bild  di  Resse  » 
(Extrait  du  volume  publié  à  la  mémoire  de  Domenico  Cbeiini, 
Milan,  chez  Uœpli,  avril  1881).  On  trouvera  dans  ce  mémoire 
une  démonstration  synthétique  d'un  théorème  dû  à  M.  Reye  : 
étant  donné  un  système  de  points  affectés  chacun  d'un  coef- 
ficient  m,  on  peul^  d^une  infinité  de  manières  ^  le  remplacer  y  au 
point  de  vue  des  moments  d'inertie^par  un  système  équivalent 
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de  4  paimis  seulement,  L*équiva1eace  consiste  en  ce  que  les 
■KMDents  d*iiiertie  des  deux  systèmes  par  rapport  à  un  plan 
mdooiique  sont  identiques,  les  distances  étant  prises,  soit 
Bomuleiiienl,  soit  parallèlement  à  une  même  direction.  Si 
celte  condition  est  satisfaite  pour  un  plan  quelconque,  elle 
est  aussi  satisfaite  pour  les  moments  par  rapport  à  une  droite 
quelconque,  et  pour  les  moments  par  rapport  à  un  point.  Car 
le  moment  d^ertie  d'un  système  par  rapport  à  une  droite 
est  la  somme  des  momenf  s  d'inertie  normaux  du  système  par 
raj^rt  i  deux  plans  rectangulaires  conduits  parla  droite; 
el  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  est  la  moitié  de 
la  somme  des  moments  d'inertie  normaux  du  système 
par  rapport  i  trois  plans  rectangulaires  menés  par  le 
point. 

La  distance  oblique  et  la  distance  normale  d'un  même  point 
i  un  plan  sont  dans  un  rapport  constant,  égal  au  cosinus  de 
Fangle  des  deux  directions.  On  yoit  par  là  que  les  rapports 
des  moments  d'inertie  de  deux  systèmes  par  rapport  à  un 
plan  restent  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  direction  parallèle- 
ment à  laquelle  on  compte  les  distances. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  système  de 
points  situés  dans  un  plan.  On  peut  prendre  les  moments  d'i- 
nertie de  ce  système  par  rapport  à  une  droite  située  dans  le 
plan«  les  prendre  normalement  à  la  droite,  ou  obliquement, 
parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  et  le  théorème  de  Reye 
permet  alors  de  réduire  à  trois  points,  au  lieu  de  quatre,  le 
système  équivalent  au  système  donné. 

578.  Occupons-nous  en  premier  lieu  de  ceproldème  particu- 
lier, où  Ton  a  en  vue  un  système  de  points  situés  dans  un  même 
plan.  La  théorie  des  moments  d'inertie  se  simpliGe  dans  œ 
cas,  mais  elle  reste  calquée  sur  la  théorie  que  nous  avons 
exposée  pour  les  moments  d'inertie  d'un  système  quelconque 
dans  respacc.  On  trouvera  une  ellipse  d'inertie  au  lieu  de 
rellipsoï  le,  en  portant  sur  chaque  droite  rayonnant  à  partir 
d'un  point  une  longueur  inversement  proportionnt  Ue  à  la 
racine  carrée  du  moment  d'inertie  qui  correspond  à  cette 
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droite;  et  si  Ton  fait  la  construction  au  centre  de  gravité  des 
points,  on  oblienjlra  Vellipse  centrale  d'inertie  *. 

Soient  Xt  et  j/i  les  coordonnées  rectangles  d*un  point  du  sys- 
tème, mt  sa  masse.  Nous  supposerons  que  Torigine  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  du  système,  et  que  l<>s  axes  sont  di- 
rigés suivant  les  axes  principaux  de  Tellipse  centrale,  ce  qui 
cntiaine  les  relations  : 

£m|X|  =  0,    ÏJWiyi=rO,    ZtntXiyi=0. 

Cela  posé,  soit  y  =  Xx  +  B 

Féquiition  d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  laquelle  on 
demande  que  le  moment  d'inertie  du  système  soit  identique 
au  moment  d'inertie  des  trois  points  cherchés.  Comme  on 
peut  prendre  les  distances  parallèlement  à  une  direction  quel- 
conque, nous  simplifierons  la  solution  en  les  prenant  de  part 
et  d*autre  parallèles  à  Taxe  des  y.  La  somme  cherchée  sera 
pour  le  système  proposé 

I  mt  {yt  —  A  xi  —  B)«  =  ï  m<  yi«  -f  A«  Z  m,  x^  -f-  B«  M, 

en  appelant  M  la  masse  totale,  et  en  tenant  compte  des  rela- 
tions écrites  plus  haut. 
Si  l'on  désigne  par 


m. 

X, 

y. 

m\ 

x\ 

y'. 

m% 

x\ 

!/" 

les  masses  et  les  coordonnées  des  trois  points  .cherchés,  I) 
moment  d'inertie  oblique  de  ces  trois  points  par  rapport  à  la 
même  droite  sera  la  somme 

m(y— Ax  — B)»  +  m'(y'  — Aa:'  — Bl^+m^ty*  — Aa:*  — D)» 

=  (my'4-  mV»+  mV*)  + A'  (wa:«-f  mV  -f  m  x*»)  +  B»  (m  +  m' -iç-m') 

— 2A(mxy+mVy'4-m»x'y*')— 2B(mi^  +  my+mV)-4-2AB(mx'-fm'x-f  mV), 

et  il  y  aura  identité  entre  cette  somme  et  la  somme  analogue 

1  On  trouvera  cette  théorie  exposée  tout  au  long:  daas  notre  Hésiêtaitce  des 
matériaux^  2*  édiiion,  Paris,  Duuod,  p.  74  et  suîy. 
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rclalive  au  premier  système,  si  l'on  pose  les  six  équations 

mx»  +  my  »  -f  m'y'*  =  S  m,  yi\ 

mx^  -f  m'x»  4-  m'x*»  ==  ï  W|  X|«, 

m  4-  m'  4-  »«'  =  M, 

wixy  4-  m  Vy'  4-  m'x'y'  =  0, 

my  4-  my  4-  »«'^'  =  0, 

mx  +  m'x'  4-  ^'^  =  ^« 


On  a  donc  six  équations  entre  9  inconnues.  Trois  sont  donc 
arbitraires.  Nous  choisirons  ces  arbitraires  de  manière  à  sim- 
plifier le  plus  possible  la  solution.  Nous   ferons  pour  cela 

1 

m  ^  m'  =  m"  =  ^  M,  ce  qui  revient  à  égaliser  les  masses  des 

trois  points.  Il  ne  restera  plus  alors  qu'une  arbitraire. 
Rcmaixiuons  que  les  six  équations  de  condition  expriircnt 

que  les  trois  points  chercliës 
e  t  le  système  donné  ont  la  même 
ellipse  centrale  d'inertie.  Celle 
remarque  nous  permettra  d*a- 
chever  géométriquement  la  so- 
lution ,  en  étudiant  Tellipse 
d'inertie  d'un  système  formé 
par  trois  masses  égales  à  m, 
placées  aux  trois  sommets  d\m 
triangle  quelconque  ABC. 

Le  centre  de  gravité  des  trois 

masses    est  au  point  0  où  se 

coupent  les  trois  médianes  AI,  BK,  CL.  Cherchons  le  moment 

d'inertie  normal  par  rapport  à  Tune  Aide  ces  médianes.  Ce 

moment  d'inertie  s'obtiendra  en  formant  la  somme 


Fi-.  207. 


des  produits  de  la  masse  m  par  les  carrés  des  distances  égales 
CE,  BF,  des  points  B  et  C  à  la  droite  Al.  Pour  évaluer  la  dis- 
tance CE,  observons  que  CE  est  la  hauteur  d'un  triangle  AlC, 
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qui  a  pour  base  la  médiane  AI,  et  qui  est  la  moitié  du  triangle 
donné.  Si  donc  on  appelle  S  Taire  du  triangle  ABC,  on  aura 


et  par  conséquent 


1  CE  X  AI  =  1  s. 


CE  =  1=11, 

Al        3  UA  ' 


2 
en  observant  que  OA  est  les  =  de  la  médiane  totale  AI.  Le  mo- 
ment d'inertie  des  trois  masses  m  par  rapport  à  AI  est  donc 
égal  à 

4  8»         8  S'  . 

9  Oa'       9  OA* 

8       S' 
de  môme  le  moment  d'inertie  par  rapp.  rt  à  BK  est  ^  m  =r- 

8       S« 
et  par  rapport  à  CI,  ^  m  =5  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  les 

y     OC 

moments  d'inertie  normaux  par  rapport  aux  trois  médianes 
sont  inversement  proportionnels  aux  carrés  des  distances 
OA,  OB,  OC  du  centre  de  gravité  aux  sommets. 

Pour  construire  l'ellipse  centrale  d'inertie  on  doit  porter  à 
paitir  do  point  0,  sur  chaque  direction  OA,  une  longueur  in- 
versement proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  moment  d'i- 
nertie correspondant  à  cette  direction  ;  on  devra  donc  porter 
sur  les  trois  droites  OA,  OB,  OC,  des  longueurs  proportion- 
nelles à  ces  quantités  OA,  OB,  OC  elles-mêmes,  et  comnre  Té- 
chelle  de  Fellipse  d'inertie  est  arbitraire,  rien  n'empêche  de 
prendre  OA,  OB,  OC  pour  les  rayons  de  l'ellipse  cliechée; 
elle  cera  alors  circonscrite  au  triangle  donné.  Le  point  0  en 
étant  le  centre,  on  aura  sur  le  champ  trois  autres  points 
A',  B'.  C'en  prenant  OA'  =  OA,  OB'  =  OB,  OC'  =  OC;  de  plus 
la  corde  BC  est  coupée  au  point  1  en  deux  parties  égales  par 
le  diamètre  AA';  les  directions  BC  et  AA'  sont  donc  des  direc- 
tions conjuguées. 

Si  l'on  considère  l'ellipse  comme  la  projection  orthogonale 
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d'un  cercle,  le  triangle  ABC  inscrit  dans  Tellipse  sera  la  pro- 
jection d'un  triangle  équiiatëral  inscrit  dans  le  cercle. 

Étant  donné  un  système  de  points  matériels  situés  tous 
dans  un  plan,  si  l'on  veut  y  substituer  un  système  équivalent 
de  trois  points  de  masse  égale,  il  suffira  donc  de  construire 
l'ellipse  centrale  d'inertie  à  une  échelle  arbitraire,  puis  d'in- 
scrire dans  cette  ellipse  un  triangle  ayant  son  sommet  en  un 
point  A  quelconque  de  la  courbe,  et  pour  côté  oppose  BC,  la 
corde  conjuguée  au  diamètre  AO,  menée  au  point  1,  milieu  du 
prolongement  OA'  du  rayon  OA.  Le  triangle  ainsi  obtenu 
est  semblable  au  triangle  cherché,  et  semblablement  placé 
par  rapport  au  point  0,  et  il  suffira  d'un  changement  d'é- 
chelle pour  obtenir  le  triangle  définitif. 

On  peut  observer  que  les  aires  de  tous  les  triangles  ABC, 
inscrits  dans  la  même  ellipse  sont  égales  ;  cela  résulte  im- 
médiatement de  ce  que  ces  triangles  sont  tous  la  projeclion 
d'un  même  triangle  équilaléral. 

Parmi  toutes  les  solutions  contenues  dans  l'énoQcé  précé- 
dent, il  y  en  a  une  qui  est  la  plus  simple  de  toutes.  Elle  con- 
siste à  placer  le  point  A  en  un  point  de  l'un  des  axes  princi- 
paux d'inertie  ;  alors  la  corde  BC  est  perpendiculuire  à  OA,  et 
le  triangle  A  B  Ca  ses  côlés  A  B,  A  C  égaux.  La  solulioii  re- 
vient à  faire 

X     =z  h,  1/   =  0. 

^  =  —  Tti  !/  =  Af, 

et  à  déterminer  h  et  k  de  manière  à  satisfaire  aux  équaliou  - 
On  en  déduit 
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379.  Passons  au  même  problème  dans  Tespace,  et  prenons 
encore  pour  axes  coordonnés  les  trois  axes  principaux  de  Tel- 
lipsoîde  central  d'inertie.  Nous  aurons  à  chercher  les  positions 
qu'il  faut  assigner  à  quatre  points  tels,  qu'il  y  ait  équivalence, 
au  point  de  vue  des  moments  d'inertie,  enti'e  ces  4  points 
et  le  système  donné.  Si  Ton  prend  pour  plus  de  simplicité  les 
distances  à  un  plan  parallèlement  à  une  direction  fixe,  celle 
de  Taxe  des  z  par  exemple,  et  qu'on  représente  par 

a  =  iU  -f  By  -f  G 

l'équation  d'un  plan  quelconque,  la  somme  des  moments  d'i- 
nenie  tbliq jjs  par  rapport  à  ce  plan  sera 

£  m,  (s.  --  ÀJTi  —  By,  —  C)« 
=  S  m,*4«  +  A*  2  m,  x^*  +  B«  S  m,  y.«  +  C«M, 

en  désignant  par  or^,  i/<,  Zi,  les  coordonnées  et  par  m  la  masse 
d*un  point  du  système  donné,  et  par  M  la  masse  totale.  Les 
soii>mes  z.  m<  Xi  i/^,  i  m^  y^  z^,  2  m^  0Ci.z^^  z  ^<  ^<i  2  ^i  y  h  2  ^t  % 
sont  nulles  à  cause  du  choix  des  axes. 

Appelons 


m  . 

«  t 

y  . 

«  > 

«'. 

«'. 

»'. 

»'. 

m'. 

«*, 

îT, 

If, 

w". 

*". 

y". 

»". 

les  masses  et  les  coordonnées  des  quatre  points  cherchés.  II 
suffira  de  poser  les  relations 

mx*  +  mV*  +  m-'x^  +  m^'x"»  =  S  m.  a:,«, 

Jny*  +  m'y^  +  m"}/^  +  m-'V*  =  £  m,  y .«. 

m  +  m'  4-  m"  +  m*'  =  M, 

mzy  +  m'xfif '{-m''xry^  +  m'Vy  =  0, 

fwyz  +  myV  4-  m  Va'  +  mV'»"  =0. 

inxs  +  mW  4-  m"***"  +  m^'x"»"  =  0, 

mx  +  mV  4-  w»"*^  +  w" V  =  0. 

»»y  +  m'y'  4-  m  V  +  '""y  =  <>» 
ms  4-  m'a'  +  m'a*  4-  m^'s"'  =  0, 

ce  qui  fait  en  tout  10  équations  pour  déterminer  16  Incon- 
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nues.  Nous  pouvons  donc  y  joindre  6  relations  arbitraires.  Fai- 
sons d^abord  m  =  m'=im''=m"\  ce  qui  donne  3  relations  : 
il  en  restera  encore  3  dont  on  peut  disposer.  Le  problème, 
même  en  supposant  les  masses  égales,  est  susceptible  d*une 
inBnilè  de  solutions.  Sans  donner  la  solution  générale»  nous 
indiquerons  ici  une  solution  simple  qui  comporte  encore  un 
certain  degré  de  généralité. 
Prenons  4  points  A,  B,  C,  D,  tels  que  A  et  B  soient  les  deux 

extrémités  d'une  droite 
finie  A  B,  située  dans  un 
plan  parallèle  au  plan 
ZOY,  et  dont  le  milieu  I 
soit  sur  Taxe  01.  Dans 
un  plan  parallèle  à  ZOY, 
situé  de  l'autre  côté  de  IV 
rigine  par  rapport  au  point 
If  et  à  la  même  distance 
or  =  01»  menons  une 
droite  finie  CD,  dont  le 
milieu  V  soit  sur  l'axe  OX  :  les  extrémités  C  et  D  de  cette 
droite  seront  nos  deux  derniers  points.  Si  l'on  fait  le  tableau 
des  coordonnées  des  4  points  A,  B,  C,  D,  on  aura  pour  le 
point 


Fif .  m. 


A 

X     ^        01  =  A, 

y     =  lA'  =  A, 

s     =  A  A  —  n 

B 

x'    =        h 

V  =     -*, 

»'     =          -n. 

C 

j  '    —  —  A 

y"   —  ce  —  —p 

i"    =  1 C  =  /. 

D 

T-'  =  —  A 

y"  =  P, 

i"'  ==          -  /. 

On  en  déduit  les  identités 

X  -l-x'-l-ii'-f  ^  =  0 
y4-!/'  +  y'  +  y"  =  0 

Xi  -f-  x'V  +  X V  -h  x"  V  =  0 

Quant   à  la  sixième  somme  qui  devrait  être  nulle,  elle 
devient 

yz  +  y'-J  -f  y^i"  +  y'^'i"'  =  2  (A/i  —  />/). 
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cl  elle  s*annule  si  l'on  assujettit  les  arbitraires  ky  n,  p,  /,  à 
la  condition 

Si  Ton  suppose  cette  condition  remplie,  on  aura  à  satisfaire 
aux  trois  équations 

x*  -h  x^ +a:^  4-  «^^  =  4/i*  = —^  = ..*      , 

m  M 

,t  +  j-»  +  î"»  +  î"»  =  2  («»  +  P)  =  *^'"'  •'*. 

La  première  équation  détermine  Tabscisse  h.  Les  deux  sui- 
vantes assujettissent  à  deux  nouvelles  conditions  les  4  coor- 
données inconnues  k  eip^  n  et  /.  L'une  d'elles  reste  donc  ar- 
bitraire. Si  Ton  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  équa- 
tions 

il  vient 

(**  +  ;,•)  {»•  +  P)  ={kn  -pi]*  +  {kl  +  np)*  =  *^  '"'  ^  '"'  "'*, 

« 

cl  puisque  ftn — plz=:0,  on  en  déduit 

M 

Imaginons  qu'on  décrive  deux  cercles  dans  le  plan  ZOY,du 
point  0  comme  centre,  avec  des  rayons 

p  —  V^-^  :a  mt  y*  ^,  p/  _  V'2  1  m,  z* 

K  5 ein  jj- 

On  pourra  regarder  k  eip  comme  les  coordonnées  d'un 
point  du  premier  cercle,  et  n  et  Z  comme  les  coordonnées  d'un 
point  correspondant  sur  le  second  ;  et  si  Ton  pose 

A  =  R  cos  9  n  =  R'  cos  4; 

p  =r  R  sin  9  /  =  R'  sin  +, 
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la  relation  kn  — /?/=0  donne 

RR'(cos9Cos4i— sinçsin^;)  »  RR' cos  (9 -I- 4»)  =^  0, 

de  sorte  que  les  angles  9  et  (|^  sont  complémentaires  ;  on  pourra 
donc  faire  ^  =  x  —  7,  et  la  solution  sera,  avec  une  arbitraire, 


ifc  =  R  cos  9, 
p  ^  R  sin  9» 


n  =  R'  sîn  9, 
/  =  R'  cas  9. 


Le  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  4  points  A,B.C,D,  a  un 
volume  constant,  quel  que  soit  9.  Le  sextuple  de  ce  volume 
est  en  effet  donne  par  le  déterminant 


t  X  y  » 

1  X^  }f  %' 

I  «^  y  V 

1  «*'  y»'  »•' 


1 
i 
i 
1 


h 

h 
h 
h 


k 
k 

P 
h 


n 
n 
l 
l 


=    ^h{kl  +  np). 


produit  constant  et  égal  à 

45       . 

fonction  où  n'entre  plus  rien  d'arbitraire,  et  qui  est  symé- 
trique par  rapport  aux  trois  coordonnées.  On  trouvera  donc 
toujours  le  môme  volume,  quel  que  soit  l'axe  principal  sur 
lequel  se  fera  la  construction  indiquée. 

L'une  des  plus  simples  manières  de  satisfaire  aux  conditions 
proposées  est  de  placer  les  deux  points  A  et  B  dans  le  plan 
XOY,  et  les  deux  points  C  et  D  dans  le  plan  ZOX,  ce  qui  re- 
vient à  faire  n  =  0  et  p  =  0,  ou  bien  9  =  0. 

On  démontre  facilement  qu'étant  donné  un  système  maté- 
riel, les  plans  par  rapport  auxquels  les  moments  d'inertie 
normaux  du  système  ont  une  valeur  donnée  imr*^  sont 
tangents  à  une  surface  du  second  degré,  dont  l'équation, 
rapportée  aux  plans  principaux  d'inertie,  est 

x^  y« -• 


ïm 


■,% 


les  sommes  indiquées  se  rapportant  aux  coordonnées  des  points 
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donnés*.  Celte  surface  est  un  ellipsoïde  réel,  quand  la 
somme  donnée  z  mr*  est  supérieure  à  la  plus  grandedes  trois 
sommes  i  mx^,  z  mi/*,  2  mz*.  C'est  une  surface  ellipsoïdale 
imaginaire»  lorsqu'on  fait  2  mr*  =  0.  Elle  a  alors  pour  équa- 
tion 


^     ^    y"     .     » 


« 


Cette  surface  imaginaire  est  la  représentation  imaginaire 
[imaginàres  Bild)  du  système,  d'après  la  définition  de 
liesse. 

1  On  trouvera  la  démonstration  de  ce  théorème  dans  notre  Complément  du 
t  ours  (Taîialyae  de  rÉcole  préparatoire  à  Vexternat  de  VÉcoU  des  ponts  et 
cJauisécs,  Paris,  Dunod,  1879^  p.  61. 
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Action,  S;  théorème  de  la  moindre—, 

VA,  3Uo. 

Aires  (théorème  des),  72, 270. 

Alubert  (d'),  235,  312,  610. 

Amplitude  du  jet,  28,  622. 

Anomalie  excentrique,  11 3  • 

AroLLOinos,  109* 

Apndeê  (déplacement  des),  610. 

Arrêt  d'on  corps  en  mou? ement,  220, 
298. 

Asymptote  verticale  de  la  tnjectoire 
d'un  projectile,  54. 

Attraction,  34, 36,  83, 102, 123,  272, 
613;  —  à  la  surface  du  soleil,  365. 

Atwood,   17,  547. 
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bite,  374;  —  fiie  (mouvement  d'un 
solide  autour  d'un],  382  ;  —  d'iner- 
tie, 305  ;  —  naturel,  423,  620,  622  ; 
—  d'oscillation  du  pendule  com- 
posé, 430,  407. 

B 

Barli,  438. 

Balance  giroêcopique,  535. 

Balistique  intérieure,  6015, 

Battage  deepieux,  586. 

BtLAKQn,  128,  293. 

Berïioulu,  129. 

BBRTiuifft,  377,  613. 

Bille*  d'ivoire  (choc  des),  582. 

BociET,  614. 

BonfC3iBEK«ER  (appardl  de),  525. 
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Boomarang,  620. 
BouB  ,  528. 
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Carnet,  594. 

Caractère  individuel  de   la  loi  d'at- 

Iraction  newtonienne,  613. 
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Garrot  (théorème  de),  589. 
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sion,  421,  498,  564. 
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Chute  d'un  corps  pesant  d'une  grande 
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composée,  326. 
CAtmposition  des  forces  d'inertie,  267; 

—  des  forces  d'inertie   d'un  corps 

tournant,  413;  —  des  quantités  de 

mouvement,  266,  275. 
Conservatiofkdes  forces  vives,  ZOi. 
Conti,  614. 
CoRioLis,  128, 317. 
CoRïru,  438. 
CouLOMi,  434. 
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tir  planétaire,  605. 
Courbure  des  surfaces,  139. 
Culbuteur  de  Hardy,  526. 
Cycloîde ,  167. 
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dans  un  solide  tournant  autour  d'un 
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N 
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0 
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610. 

P 

Paraboloïde  de  révolution,  330,  007. 
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u 


Quantité  de  mouvement,  91,  202. 


it 
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Bepos  relatif  à  la  surface  de  la  terre, 

323. 
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